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NOUVELLES  ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES. 


SUR  U  RBGLE  DES  SIGNES  lE  DESCARTBS; 
Pab  h.  laguerre. 

1.  La  règle  des  signes  de  Descartes  consiste  dans  les 
deoi  propositions  suivantes  : 

1.  F(x)  désignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x,  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  F{x)  =  o  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  du  polynôme  F(x). 

II.  Si  le  nombre  des  racines  positives  est  inférieur  au 
nombre  des  variations  du  polynôme,  la  différence  est 
un  nombre  pair. 

2.  Ponr  établir  la  première  proposition,  je  démon- 
trerai que,  si  elle  est  vraie  quand  le  polynôme  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  présente  (m  —  i) 
variations,  elle  est  également  vraie  quand  ce  polynôme 
présente  m  variations.  La  proposition  sera,  par  suite,  éta- 
blie dans  tome  sa  généralité,  puisqu'elle  a  lieu  évidem- 
ment dans  le  cas  où  tous  les  termes  du  polynôme  sont 
de  même  signe. 

Soit  donc  F{x)  =Ax'+. . . -nMx'+N^-t-. .  .  +  R 
un  polyuôme  présentant  m  variations.  L'équation 
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(  6) 
OÙ  a  désigne  un  nombre  arbitraire,  a  les  mêmes  racines 
positives  que  l'équation 

(")  FW  =  o. 

La  fonction  qui  constitue  le  premier  membre  de  cette 
équation  demeure  d'ailleurs  finie  et  continue  quand  x 
croit  iudéâuiment  à  partir  d^un  nombre  positif  e  ausji 
petit  que  l'on  veut.  Ou  peut  donc  appliquer  à  cette  équa- 
lion  le  théorème  de  Rolle  entre  les  limites  o  et  +  oo  ,  et 
l'on  voit  que  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion (a)  est  au  plus  supérieur  d'une  unitë  au  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  x~''+''  [xF(x)  — aF(x)], 
on  encore  de  l'équation 

(3)  *r(*)-:tF(:t)  =  o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  respectivement 

A(/J  — a).    ...,   M(7--«),   H(*  — a),    ....   —  Ka. 

Le  polynôme  T(x)  présentant  m  variations,  supposons 
que  M  et  N  soient  de  signes  contraires  et  choisissons  le 
nombre  arbitraire  ce  de  telle  sorte  qu'il  se  trouve  compris 
entre  les  nombres  entiers  reïs  (*J;  on  voit  que,  dans  la 
suiteprécédenie,  les  coefficients  numériques  des  quantités 
A, ...,  M  sonttous  positifs,  et  ceux  des  quantités  N, ...,  R 
tous  négatiis. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  présente  donc 
autant  de  variations  que  la  suite 

A,   ....  M,  — R,   ....   —  R, 
c'est-à-dire  (m —  i)  variations;  par  suite,  cette  équation 
a  au  plus  (m —  i)  racines  positives,  et  l'équation  (a)  a  au 

(')  Od  pourrait  prendre  plus  limplemont  a  âgal  ■  r  uu  à  i;  Duii, 
J»iis  quelques  ipplicalioua  des  considéra [iont  prcccdcnles,  il  csl  Ulito 
de  pouvoir,  entre  certaines  limites,  dîipoicr  de  la  valeur  dr  k. 
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(7) 
pla»  m  racines  positives.  La  proposition  I  csl  donc  com- 
plétement  établie. 

Pour  démontrer  la  proposition  II,  il  sufSl,  comme  on 
sait,  de  remarquer  que  le  nombre  des  racines  positives 
de  l'équaiion  (a)  et  le  nombre  des  variations  du  polj- 
n6me  F(x)  sont  toujours  de  même  parité. 

3.  La  démonstration  précédente  ne  suppose  pas  esseti- 
tïellement  que,  dans  l'équation  (2),  F(x)  soit  uu  poly- 
nôme entier. 

En  particulier,  rien  dans  1  ad émonst ration  ne  suppose 
Irs  exposants p,  . . .,  r,  s,  ...  entiers;  ainsi,  l'équation 


présentant  trois  variations,  a  au  plus  trois  racines  réelles. 

Supposons,  par  exemple,  que  F(x)  soit  une  série 
ordonnée  suivant  lespuissances  croissantes  de  x,  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  plus  petites 
qu'un  nombre  donné  a,  et  cessant  d'être  convergente 
pour  x  =  a.  Supposons,  en  outre,  que  le  nombre  des  va- 
riations de  la  série  F{x]  soit  fini  ;  on  établira,  comme  ci- 
dessus,  que  le  nombre  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
la  série  F(x)  est  convergente  et  a  pour  valeur  zéro  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  série  F{x). 

De  plus,  si  le  nombre  des  valeurs  dex  qui  jouissent 
de  cette  propriété  est  inférieur  au  nombiv  des  varia- 
tions de  la  série,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

En  effet,  le  nombre  des  variations  des  termes  de  la 
série  étant  fini,  F(x}  est  égal  à  un  polynôme  4>(x} 
suivi  d'un  nombre  indéfini  de  termes  ayant  tous  le  signe 
du  dernier  terme  de  4>(x).  Pour  x  ^  o,  la  série  a  le: 
signe  du  premier  terme  de  4>(x).  Quand  x  tend  vers 
la  valeur  a,  'ï'(x)  tend  vers  une  valeur  Gnie;  les  termes 
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(8) 
complémenuires,  qui  sont  en  nombre  infini,  ont  tous  le 
signe  du  dernier  terme  de  *(x),  et  leur  valeur  absolue 
va  en  croissant  indéfiniment,  puisque  la  série  F(x)  est 
.divergente  pourx  =:a.  Donc,  quand  x  s'a[)procbe  indé- 
finiment de  u,  la  série  <l>(x}  croit  indéfiniment  en  valeur 
absolue  en  gardant  le  signe  du  dernier  terme  de<^(x); 
d'où  résulte  immédiatement  la  proposition  énoncée. 

4.  Pour  appliquer  cette  proposition  à  la  rechercbe  du 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

(4)  /W  =  o, 

o\if{x)  désigne  un  polynôme  entier,  je  choisirai  un 
polynôme  7  (x),  assujetti  à  la  seule  condition  queledéve* 

loppement  de  -f-4suivantle« puissances croïssaniesdcx 

ne  renferme  qu'un  nombre  limité  de  variations. 

Cela  posé,  A  désignant  le  plus  petit  des  modules  des 
racines  de  l'équation  f(x}-=o,  ce  développement  est 
convei^ent  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  plus 
petites  que  A  et  est  divergent  pour  x  =  A;  il  s'annnie 
d'ailleurs  pour  toutes  les  racines  positives  de  l'équa- 
lion  (4)  qui  sont  inférieures  à  A. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 
Le  polynôme  ^(x)  satisfaisant  à  ta  condition  ci- 
tlessus  énoncée,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'é- 
quation f(x)  =  o,  dont  la  valeur  est  inférieure  à  A 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  dévelop- 
pement de  ~-^—l  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
et,  s'il  lui  est  inférieur,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

5.  Eu  considérant  seulement  les  cas  les  plus  simples, 
soit  d'abord  tf{x)^p  —  x,p  désignant  un  nombre  quel- 
conque positif. 
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(9) 
Soit  nie  degré  âe  f(x)i  en  déaignant  par  Puq  poty- 
ndme  du  degré  (n  —  i),  on  a  identiquement 

p-j.  p-x  '■'■>\p       p'       p'  J 

Od  voit  que  tous  les  termes  de  ce  développement  ont, 
à  partir  du  coefficient  dej;",  le  même  signe.  D'ailleurs,  re 
développement  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  po- 
sitives de  X  inférieures  à  p  ;  donc  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  f(x)  =  o,  dont  la  valeur  est  in- 
féneore  à  p,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 
qne  présentent  les  termes  du  développement  de — •  — 
dont  le  degré  ne  dépasse  pas  n. 

Comme  il  s'agit  seulement  d'obtenir  les  sîgues  des 
termes  de  ce  développement,  et  que  p  «st  positif,  on  peut 
remplacer  l'expression — ^— i-par-j-^  — -;)  ou  encore  par 
la  suivante: 

7^  =/(f'l  ('  +  '  +  '•  +  ■«'+•■•); 

d'où  cette  proposition  : 
Étant  donnée  Véquatian 

A,;r--»- A,J^'-h  A,j--'+...+ A^,;r-*- A.=  o, 
le  nombre  des  racines  positives  de  cette  équation,  dont 
la  valeur  est  inférieure  au  nombi'e  positif  p,  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

kt/f+hyp^'  4-  A,p*7'+. .    +  A,^,/t'4-A,_,/)  -h  A„ 

A,/>"-'  + A,p^*-l -)- A^,/>'-l-  A,_i/J  +  A„ 

A,/»^'  -H  . . .  +  fia-ip'  +  k„-,p  ■+■  A„ 


A._,/>'+A,_,/>  +- A.. 
h^,p  ■+-  A„ 
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et,  s'il  lui  est  injéiieur,  la  différence  est  un  nombre 
pair. 

6.  En  désignant  toujours  par  p  un  nombre  quelconque 
positif,  faisons  en  second  lieu 


On  a  identiquement,  Pétant  un  polyn6me  entier  du 
degré  (n  —  a), 


/('l 

„_P+   '■w 

/'(;■) 

•   [p-< 

r        {p- 

-')* 

p—X 

{- 

-Jim 

'V 

' f(p)\  * 

.Ap 

î[^ 

ï[" 

--^1]' 

^■9ê 

)[. 

*'-5ï^]-- 

Le  nom 

bre  des  variations  du  second  membre  se  com- 

pose  d'abord  des  variations  i 

lu  polynôme  entier  Q, 

formé 

est  inférieur  à  n,  et  ensuite  des  variations  des  termes  de 
la  suïie 

'/W  '/(f)'    ^       '/(Pi' 

Comme  ces  termes  vont  toujours  en  croissant,  la  snîie 
lie  peut  présenter  qu'une  variation,  et  elle  la  présentera 

^  f[p) 


3oi,z.dbvGoogIe 


(  ■'  ) 


Au  lieu  du  développement  de——' — -^t  oripeutcvidem- 


ment  considérer  le  suivant  : 

et  énoncer  cette  proposition  : 
Étant  donnée  l'équation 

f(x)  =  A,^  +  \.,x'-'  +  A,  j"-'+  ...  +  A^,«'+  A»_,i  -H  A„ 
si  1  désigne  le  nombre  des  racines  de  Véquation 

A']  =  o 

positives  et   inférieures  au  nombre  positif  p,   et  fi  le 
nombre  des  vaiiations  des  termes  de  la  suite 

A./y-i-t-  iA,/y--'-i-  ...-)-[«  —  a)A^,/»'  +  («—  i)  A^,p -l--nA., 

A,/)'-'+  , . .  4-  l/i  —  3)  A^./i'+  [a  —  ■y.]A,-,p  -f-[n  —  i\ 


A,_,p-i-2A., 

A., 

le  nombre  '/.est  au  plus  égal  au  nombre  (u  +  i),  et  leur 

différence  est  un  nombre  impair  si  la  quantité  n — p  -rj— | 

05/  positive  ou   nulle;  la  différence   est   zéro  ou  un 
nombre  pair  si  cette  quantité  est  négative. 

7.  Soient  p  etq  deux  nombres  positifs  quelconques  as- 
sujettis à  ta  seule  condition  que  q  soit  plus  grand  que  p  ; 
faisons  f(x)=^{p  —  x){q  —  x).  Le  développement  en 

série  de r-, ;  est  convercent  pour  toutes  les 
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valeurs  positives  de  X  inférieures  à  ^,  ell'ona  identique- 
ment, P  désignant  un  polynôme  entier  du  degré  (n  —  3), 

/W       ^r  I  f^'^      ' /('')      ' 

(p— *)l?~^)  ?—/'/'  —  *     i  —  p<i  —  * 

=p+_!_i-Q£i  rî_-ûi)] 

1'  Vf    W)\      " 
r  Lf-   /(p)J 

Le  nombre  des  variations  du  second  membre  se  com- 
pose d'abord  des  variations  du  polynôme  entier  Q,  formé 

des  termes  du  développement  de  ; — ■■      -,  ;  dont 

(/>  — *)(î-x) 

l'exposant  est  inférieur  à  n,  et  ensuite  des  variations  des 
termes  de  U  suite 

r_fW\     r:i_fA3l    'tl_flï) 
p-    J(P)'    P'^'     Ap)'   p"*'    ApV 

Or,  -  étant  plus  grand  que  1,  les  termes  de  cette  suite 
vont  toujours  eu  croissant  et  ne  peuvent  présenterqu'une 
variation;  elle  se  présentera  si  —  —  yi — (  ^*'  négatif. 

En  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  parf[x)  un  pofyniime  entier  du  degré  n, 
et  par  p  et  q  deux  nombres  positifs  arbitraires,  mais 
dont  le  second  soit  supérieur  au  premier,  [soient  X  te 
nombre  des  racines  positives  de  V équation  j{x)=o 
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qui  sont  inférieures  à  p,  et  fj.  le  nombre  des  variations 
du  polynôme  formé  des  termes  du  développement  de 

dont  V exposant  est  inférieur  à  n;  le  nombre  ji  est  au 
plus  égal  au  nombre  [X  +  i),  et  leur  différence  est  un 
nombre  impair  si  la  quantité 

f    Al) 

/^    /[p] 

est  positive  ou  nulle;  elle  est  zéro  ou  un  nombre  pair 
si  cette  quantité  est  négative. 


QUSSnON  PROPOSÉE  Al  CONCOURS  SËKÉRAL  K  1877 

POUK    LA    CLASSE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES; 

SOLUTION  DE  H.  E.  BOUGLÉ, 
Élève  du  collège  RollJn  ('). 


Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré  sur  les- 
quelles il  existe  une  droite  D,  telle  que  l'fyperboloïde 
de  révolution  H,  qui  a  pour  axe  un*i  généi-atrice  recti- 
ligne  quelconquefiy  delà  surface  S,  et  du  mémesystème 
que  0,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogonale- 
ment  la  surface  S  en  tous  les  points  de  cette  droite. 

Sil'on  considère  tous  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rap- 
portent à  une  même  surface  S  jouissant  de  la  propriété 
énoncée  : 

i"  Trouver  le  lieu  des  sommets  \  et  celui  des  foyers  F 


C  *)  M.  E.  Bou(té  I  obtenu  le  prix  d'honneur. 
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(les  hypeibaloïiies  H'  conjugués  des  hjpcrboloîdcs  H  ; 
a"  Par  l'un  des  foyers  F  de  l'hjperboloïde  H',  on 
mène  lin  ptanV  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  G  et  D,  etjaisant,  ai-ec  cette  dernière, 
un  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait  avec  cette_ 
même  droite  l'axe  G  de  V hyperboloïde  H  ;  trouver  le 
lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  où  le  plan  P  coupe  la 
droite  D  à  l'un  des  points  oii  ce  plan  coupe  la  courbe 
d'intersection  de  ta  surface  S  et  de  l' hyperboloïde  H. 

Soît  un  point  m  de  )a  droite  D  ;  le  plan  tangent  en  ce 
point  aux  hjperboloïdes  H  est  porpendicnlaire  aa  plan 
tangent  à  la  surface  S,  de  plus  il  passe  par  D  ;  donc  il 


est  le  même  pour  toutes  les  surfaces  H;  la  normale  à 
tous  les  liyperboloïdes  est  donc  aussi-là  même,  mais  elle 
rencontre  les  axes  de  tous  les  hjperboloïdes,  c'est-à-dire 
les  généra  tri  ces  de  S;  donc  elle  est  située  sur  S.  D'ailleurs, 
elle  est  perpendiculaire  à  D,  et,  comme  elle  est  la  se- 
conde génératrice  de  S  qui  passe  par  le  point  m,  S  est 
un  paraboloïde  ayant  D  pour  directrice,  et  un  plan  per- 
pendiculaire à  D  pour  plan  directeur  correspondant. 

Réciproquement,  considérons  un  tel  paraboloïde  ;'  il 
jouit  de  la  propriété  de  la  surface  S.  En  ellet,  soit  la 
génératrice  mS  qui  passe  par  m,  le  plan  tangent  à  S  est 
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déterminé  par  la  droite  D  ;  la  normale  à  un  bypcrboloKie 
H  doit  être  perpendiculaire  à  D  et  rencontrer  l'axe  G  : 
donc  ce  n'est  autre  tjue  mS,  puisque  G  et  mS  sont  des 
génératrices  de  système  différent  de  S  et  par  suite  se  ren- 
contrent. Le  plan  tangent  à  S  passe  donc  paf  la  normale 
h  H  :  ces  deux  plans  tangents  sont  donc  perpendiculaires. 

Cela  posé,  le  second  plan  directeur  du  paraholoïde, 
étant  parallèle  à  D  perpendiculaire  à  A,  est  aussi  perpen- 
diculaire 9  ce  plan.  Les  deux  plans  directeurs  sont  donc 
perpendiculaires. 

Enfin  considérons  le  plan  tangent  au  sommet  ;  il 
coupe  la  surface  suivant  deux  droites  :  chacune  d'elles  est 
perpendiculaire  au  plan  directeur  qui  ne  la  contient  pas: 
donc  on  pourra  prendre  pour  ladroiteD  l'une  ou  l'antre 
de  ces  deux  droites.  Il  n'y  a  pas  sur  la  surface  d'autre 
droite  jouissant  de  la  propriété  de  D,  car  il  y  aurait  sur 
le  paraboloïde  deux  génératrices  perpendiculaires  à  un 
plan  directeur  et  par  suite  parallèles. 

1°  Prenons  pour  ase  des  x  l'axe  du  paraboloïde,  et 
pour  axes  des  y  et  des  s  les  génératrices  du  sommet. 

La  droite  D  sera  alors  O2  par  esemple. 

L'équation  de  S 

et  les  équations  de  G 

Cherchons  l'équatioa  de  la  surface  engendrée  par  l'ttxe 
des  z'  tournant  autour  de  G,  on  trouve  facilement 

(  H  )  /.^  a'  -^  (Ix  -i-  î}^  =  ^'  +  (  ).  -P  M'  +  *'• 

Remarquons  que  la  perpendiculaire  commune  à  (G)  et 
à  (D)  est  précisément  Oy;  par  suite,  le  centre  de  l'hyper- 
botoïde  H  est  C  et  le  rayon  du  cercle  de  gorge  OC. 


,    U.,r,l,z<»i:,.,G00gIf 


(  .6) 
ChercllOQs  les  points  de  rencontre  de  l'&xe  avec  l'faj- 
perboloïde  :  on  trouve 

les  valeurs  dex  sont  donc  imaginaires;  mais,  si  l'on  prend 
les  valeurs  réelles 


on  aura  justement  les  z  des  sommets  réels  A  de  l'hyper- 
boloïde  H'  conjugué  de  H. 

Si  donc  on  élimine  X  entre  cette  équation  et  les  équa- 
tions de  G,  on  aura  le  lieu  :  ce  lieu  sera  défini  par  l'inter- 
section du  paraboloïde  avec  une  autre  surface*,  pour 
l'avoir,  on  tire  }.  := -et,  en  portant  dans  la  dernièreéqua- 
tion,  il  vient 


c'est-à-dire  un  cylindre  de  révolution  autour  de  Oy^  on 
pouvait  voir  autrement  ce  résultat,  en  conslruisant  la 
longueur  des  axes  de  la  section  méridienne  de  H  dans  le 
plan  COG  ;  CO  est  en  grandeur  et  en  position  l'axe  réel 
de  H  :  l'asymptote  s'obtiendra  en  menant  dans  le  plan 
COG  une  droite  CE  faisant  avec  G  un  angle  ACE  égal  à 
celui  de  D,  et  G  et  EO  seront  l'axe  imaginaire  de  H  et 
réel  de  H'  ;  or  on  a 

EO  =  COttngECO, 
et,  en  nous  reportant  aux  équations  de  G, 

CO  =  pl,    tangECO  =  ^  =  ii 
donc 
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c'est-à-dire  que  la  distance  du  point  A  à  l'axe  Oj  est 
constante. 

Cherchons  les  foyers  F.  Ou  a,  par  déGniiion, 

CF  +  OC  -I-  AO 
ou,  en  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  de  F, 

mais  des  équadons  de  G  ou  tire 

donc 

.'(i+V)^/,'(,+l'} 


donc  les  foyers  sont  sur  les  génératrîcesd'intersectiondu 
paraboloïde  avec  deux  plans  parallèles  au  plan  directeur 
et  menés  à  la  distance  p. 

a°  Menons  par  le  point  F  un  plan  parallèle  à  la  plus 
courte  distance  entre  Oz  et  G,  c'est-à-dire  à  O/.  Son 
équation  sera  celle  de  sa  trace  sur  zOx,  ou  une  droite 
passant  par  la  projection /'de  F  et  symétrique  de  la 
direction  de  U  projection  de  G,  x  =  Xz.  Les  coordon- 
nées de y sont 

x~p\,     t  =  p. 

On  a  donc,  pour  équation  du  plan  P, 

Cherchons  son  intersection  avec  O2,  on  trouve 

t  =  np, 

ce  qu'on  pouvait  voir  directement  ;  en  efTet,  coupons  la 
figure  par  un  plan  mené  par  G  perpendiculairement  h 
Oy  :  il  coupe  P  suivant  la  droite  BFI  symétrique  de  CF 

Atii.de  Uathimat.,  i*  Mne.  t.  XV11I.  CJ»n*i«r  187g.)  a 
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par  rapport  à  FQ  ;  donc 

QI  =  CQ     et     BC  =  2FQ  =  a/j; 

donc  Off=  a;?. 

Le  pointe;  est  donc  fixe  sur  Oz;  par  suite,  ladroiiequi 
passe  par  le  point  de  rencontre  de  P  avec  D  engendrera 
un  cône,  ayant  pour  sommet  a.  Pour  trouver  ce  c6ne, 
nous  définirons  la  droite  mobile  comme  l'intersection 
du  plan  P  avec  un  cône  ayant  pour  sommet  <j  et  pour 
base  la  courbe  d'intersection  de  H  avec  S. 

Pour  former  l'équation  de  ce  cône,  transportons  les 
axes  au  point  a.  L'équation  de  la  surface  S  est 

(S)  x[*-^^-p)=px 

et  celle  de  H 

(H)     x'(l'-t)-r'  +  ai«+3/.l(2*^-^-)=<'- 
De  S  on  tire 


et,  en  substituant  dans  l'équation, 

*.  (1.  _  ,  )  _  J-.  4- al«  4- ^^  (  a*  +  j-}  =r  o, 

équation  liomogène  et  du  troisième  degré,  qui  représente 
le  cône  auxiliaire. 

Enfin,  en  éliminant  ^  entre  cette  équation  et  celle 
de  P 

il  vient,  pour  l'équation  du  lieu, 

ce  qui  représente  un  cône  du  cinquième  degré.  Construis 
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SOD9  sa  trace  sar  le  plan  des  ^Tf;  en  posant  is»  =  4 /'Son 
a  une  conrbc  ayant  pour  centre  l'origine,  qu'on  conslmit 
en  posant^  ^  tx. 

Jfou.  -  MM.  Léry  «t  Biouï,  profeMBUr  «u  I  jnéo  de  RenoM.  doui  ont 
■drewé  UDB  double  ■olution  analytique  b1  eéoméWque  j  M.  G.mbej  ■ 
caTDjéUDe  wlution  parement  «nûlytique. 


«HKSTIONS  PRePOSBKS  P4R  H.  BOUBGUKT 

SOLUTIONS  DE  M.  H.-J.  KRANT2. 

I*  Prouver  que 
I 


(L.  désigne  le  logarithme  népérien  mj  i). 
a"  Prouver  que  la  série 


est  convergente  pour  a  <  -,  et  divergente  pour  a  =-. 
3"  Prouver  que  la  série 

«        /.(«  +  .)         «(„-+-,)(„  +  ,,    +■•• 
«f  coni'ergenïe/Tourn  — /n>  I,  e/  divergente  pour 

^ /7I  <  I. 

1°  La  fonction  -  étant  décroissante,  on  a  évidemment 

3. 
DiailizodbvGoOgle 


(  ») 

De  pins,  en  considéraot  l'hyperbole j^  ^  -t  on  voit  sans 
(lifBcullé  que  l'aire  de  cette  courbe,  comprise  entre  l'ase 

des  X  et  les  ordonnées  qui  sont  aux  distances  m 

et  m-h  -  de  l' origine,  eal  plus  grande  que  le  rectangle 

qui  a  l'unité  pour  base  et  dont  la   hauteur  est— i  de 
sorte  que  l'on  a 

lir  directen 
X  <  m,  on 


On  peut  d'ailleurs  établir  directement  celte  inégalité  de 
la  manière  suivante  : 

Pour  toute  valeur  de  x  <|  m,  on  a  numériquement 


- j*-^  m 


donc  aussi 


log ^>^, 

ce  qui  revient  à  Tinégalité  (i). 
On  peut  donc  établir 

Remplaçant  m   successivement   par  m+i,  m  +  2 

DiailizodbvGoOgle 


(  i,  ) 

jusqu'il  n,  on  trouve,  en  ajouiant, 


->ioe- 


Bemarque.  —  On  voit  par  les  calculs  pr^édenis  qu'il 
est  suffisant  et  nécessaire  que  m  satisfasse  à  la  condi  lion 


a"  Soit  II,  -t-  M»  H-  u»  +  . . .  une  série  ayant  u,  pour 
terme  général  j  on  sait  (par  un  théorème  qui  est,  je  crois, 
AeRaabe)  que  cette  série  sera  convergente,  uu  diver- 
gente, selon  que  l'une  des  expressions 


i['te- 


Irtgj:    !oglog*, 


approche  d'une  limite  h,  qui  est  plus  grande  ou  plus  pe- 
tite que  l'unité,  xaugmentani  indéfiniment.  Pour  ^  =  i , 
il  est  douteux  si  la  série  sera,  ou  non,  convergente. 

La  loi  delà  formation  de  ces  expressions  est  évidente. 
En  désignant  par  Fn  et  F.^.|  deux  de  ces  expressions  suc- 
cessives, on  a 

Le  terme  général  de  la  série  proposée  est 
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Cette  expression  prend  la  forme -pour  x:=coi  par 
les  procédés  ordinaires,  on  trouve,  x  augmentant  indéfi- 

lim  X  1  — ï 1 J  =  log-  ■ 

La  série  est  donc  convei^eute,  ou  divergente,  selon 
qu'on  a 

log^>   ou   <i,       c-est-à.dire     a<i. 

Pour  a=:-i]e  cas  reste  douteux,  et  il  faut  prendre 
l'expression 

dont  la  valeur  réelle  pour  x  :=  oo  est  nulle,  c'est-à-dire 
plus  petite  que  l'unité;   donc  la  série  est  divergente 

I 

pourâ^  -• 

3°  Ici  on  a,  pour  le  terme  général, 

■         «(«-Hi)[/.  +  2)...(/»-H*~.)    ' 
donc 
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et,  appliquant  le  même  théorème  que  dans  le  cas  précé- 
deni, 


"■"'fe,-' 


::  lim  - 


Donc  la  série  est  convet^cnle  ou  divergente  selon 
que 

Pour  n  —  m  =  I ,  il  faut  prendi-c 

dont   la  valeur  réelle  pour  x  =  ao  est  nulle,   ce   qui 
prouve  la  divergeuce  pour»  —  m  =  i. 


SUR  UNI  QUESTION  DE  HINIMUN; 

Pa»  u  p.  le  COllSTE,  S.  J., 
Profeweur  i  l'école  da  l'Immaculée  Conception,  ï  Tonlouie. 


Soient 

X„  X„  X„  ....  X. 

m  Jonctions  linéaires  de  n  variables  x,  j',  z,  . .  - ,  w, 
el.  Xi  fiésignant  H' tme  manière  générale  l'une  de  ces 
Jonctions,  posons 

X-  =  a<-t-f  biy  +  cti  +  .  .  .+/-( (!■-(-/,. 

Considérons  la  sommeS  des  carres  de  ces  m  fonctions. 
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et  proposons-nous  d'en  trouver  le  minimum,  dont 
l'existence  est  évidente  (*). 

Nous  désignerons  par  ^  la  valeur  de  ce  minimum,  el 
par 

(.)  ;r  =  a,    j^p.     z  =  y «-  =  ? 

le  système  de  valeurs  des  variables  x,y,  z,  ...,  w  don- 
nant ce  minimnm. 

La   fonction  S  est  du  second  degré  par  rapport  i 
chacune  de  ces  variables  ;  nous  pouvons  donc  poser 

(a)  A*'4-Ba:-+-C  =  S, 

A  étant  une  quantité  indépendante  dex^y,  z,  . . .,  w, 
B  et  C  des  quantités  indépeudan  tes  de  x  et  fonctions  de 
7,z,  ...,w. 

De  cette  équation  (a)  nous  tirons 


(3)  *  =  -  — ±  — v/lî'-4A{C-S), 
et  il  est  aisé  de  constater  que  les  valeurs 

jointes  à  la  valeur  S  =  fx,  annulent  l'expression 

(4)  B'-4A(C-S) 

placée  sous  le  radical  dans  l'équation  (3);  car  les  va- 
leurs (i)  avec  S  =  fi  vértGent  l'une  ou  l'autre  des  deux 
équations  (3),  en  lesquelles  se  trouve  décomposée  l'équa- 
tion (  3)  ;  et,  comme  la  valeur  x  =  a  est  réelle,  si  l'espres- 
sion  (4)  u'éiait  pas  annulée  par  ces  valeurs,  elle  serait 
nécessairement   égale   à    un   nombre   î'*>'0}   comme 


('}CelM  qu«alioDe»l  loureatpotéeaai  exuneDid'adiDiuionii l'École 
Polytechoique. 
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elle  est  nne  fonction  conltDuè  des  quantités  y,  z,  . .  .^ 
w,  S,  si  l'on  venait  à  donner  à  ces  quantités  de  noa- 
velles  valeurs  p',  /,  . . . ,  p',  (/',  très-peu  dîFférenies  des 
préci- dentés,  celle  de  S  étant  choisie  moindre  que  fx,  on 
aurait,  pour  l'expression  (4),  une  valeur  dans  le  voisi- 
nage deX*, et  par  conséquent  positive.  La  valeur  corres- 
pondante a'  de  X,  fournie  par  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions (3),  serait  réelle,  et,  par  suite,  le  sjsième  des 
valeurs 

*  —  =»'.    r  — P'.    »  =  7' ^=?' 

donnerait,  pour  la  fonction  S,  une  valeur  f^  moindre 
que  la  valeur  minimum  \i  de  cette  fonction,  ce  qui  est 
impossible. 

De  cette  première  propriété  tésulie  que  les  valeurs  (i) 
donnent 


puisque,  dans  les  équations  (3),  le  radical  est  nul  pour 
ces  valeurs  jointes  à  la  valeur  S  =  ^.  Or,  celte  dernière 
équation  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

aAx  4-6=  o, 

on  voit  que  son  premier  membre  est  la  dérivée  S^^  du 
premier  membre  de  l'équation  (a),  prise  par  rapportât. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  variable  x  s'ap- 
plique à  chacune  des  autres  variables  de  la  fonction  S,  et 
par  conséquent  nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante, 
savoir  : 

Que  les  valeurs  des  n  variahles  x,  y,  z,  . .  .,w  de 
la  fonction  S  çuijburnissent  le  minimum  de  cette  Jonc- 
tion  sont   une  solution   du  système  des  n  équations 
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(  ^6) 


(5) 


i^  = 


lg,= 


obtenues  en  égalant  à  zéro  tes  moUiés  des  dérivées  par- 
tielles  de  cette  même  fonction,  prises  par  rapport  à 
chacune  de  ces  variables. 

Relalivement  k  la  question  précéJcnie,  nons  allons 
établir  plusieurs  théorèmes  qui  serviront  à  compléter 
ce  qui  vient  d'être  dit,  et  nous  y  ferons  mage  delà  notation 
suivante. 

Ajant  «écrit  m  suites  (ou  lignes)  de  n  quantités,  de 
façon  que  les  termes  de  même  rang  se  correspondent  en 
colonnes  verticales,  nous  placerons  de  chaque  côté  de  ce 
tableau  un  double  trait  vertical,  de  telle  sorte  que  tes  m 
suites  seront  enfermées  entre  ces  deux  doubles  traits,  et 
le  tableau  ainsi  constitué  représentera  le  système  de 
déterminants  obtenus  en  supprimant,  de  toutes  les 
manières  possibles,  (m — n)  lignes  si  m  est  ^  n,  ou 
(n  —  m)  colonnes  si  mest  <^n  (*).  Dansleca5dem  =  /i, 
ce  tableau  représentera  simplement  le  déterminant  des 
m*  éléments  qui  y  Ggureront. 

TnËORiuK  I.  —  Si  m  est  ^  n,  le  déterminant  du 
système  des  équations  (5)  est  égal  à  la  somme  des  cairés 
des  déterminants  représentés  par  la  notation 

à, 

...     è,     <r,     ...     *, 

(6) 


(*)  Celte  nalation  n'est  pagnouTeUc;  elle  citemplojée  dans  les  Ltçont 
d'AtgUre  aapéricHre  de  G.  Su.HOn. 
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Démonstration.  —  Pour  établir  cette  proposilio»,  et 
afia  de  mieux  fixer  les  idées,  nous  supposerons  n  =  3.  On 
reconnaîtra  sans  peine  que  celle  liypotbise  n'àte  rien  à 
la  généralité  de  la  démonstration. 

Le  déterminant  des  équations  (5)  est  alors 

"1+  nj -»-.., +(i^      <i,&,+a,&,+...-t-fi.6a  (i,c,+a,e]-(-. ..-!-«■( 
'i*i+«i*t+...+OH*«     b',  ■+-  bl+...-\-lil,     A|C,-l-6iC,4-...+A«t 


..-+-0-C.  *,c 


-...+*-(■- 


et  il  est  à  remarquer  que  cliacun  des  9  éléments  de  ce 
déterminant  est  un  polynôme  de  m  termes. 

Si  l'on  désigne  par  (r,  s,  t)  l'un  des  arrangements  3  à  3 
des  m  nombres  i ,  3,  3, . . . ,  m,  chacnn  de  ces  nombres 
ponvant  entrer  plusieurs  fois  dans  le  même  arrangement, 
et  par  ^,t,i  le  détermioaut  de  g  éléments,  obtenu  en 
remplaçant,  dans  le  déterminant  [y),  les  éléments  de 
la  première  colonne  respectivement  par  leurs  termes 
de  rang  r,  ceux  de  la  seconde  colonne  respectivement 
par  leurs  termes  de  rang  j,  et  enfin  ceux  de  la  troisième 
respectivement  par  leurs  termes  de  rang  t,  ou  sait  que  ce 
déterminant  (7)  est  la  somme  de  tous  les  déterminants 
tels  que  àr,.,(  obtenus  en  variant  de  toutes  les  manières 
possibles  l'arrangement  (r,  s,  t  ). 

Or  on  a 


et  par  suite,  sï  deux  des  nombres  r,s,t  s 
vient 


t  égaux,  il 


De  plus,  si  l'on  suppose  que  les  trois  nombres  r,  i,  t 
soient  distincts  entre  eux,  il  est  à  observer  que,  dans  l'ex- 
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pression  ci-dessus  de  û^,.,t,  le  premier  facteur  a,b,c, 
est  le  terme  principal  du  déterminant  qui  figure  comme 
second  facteur,  de  sorte  que,  si  l'on  forme  tous  les  déter- 
minants tels  que  ^r,,,t  qui  correspondent  à  toutes  les 
permutations  des  trois  nombres  r,  s,  t,  la  somme  de  tous 
ces  déterminants  sera  le  carré  du  suivant  : 


Donc,  etc. 

Bemarque.  —  Si  n  ^  a,  la  relation ,  objet  du  théorème 
précédent,  n*est  autre  que  celle  qui  est  connue  sous  le 
nom  à'identité  de  Lagrange. 

Théorème  II .  —  Si  m  est  ^n,  et  que  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  (6)  ne  soient  pas  tous 
nuls,  le  minimum  de  la  somme  S  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  déterminants  représentés  par  la  notation 


(8) 


/, 


diviséepar  la  somme  des  carrés  des  déterminants  repré- 
sentés par  la  notation  (6), 

Démonstration.  —  Rendons  la  fonction  S  bomogène 
par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  Ç,  c'est-à-dire 
que  nous  posons 

X,-=<ifj;+  biy-hcii-\-.  . . -I- /■, «■ -v- /,■  Ç. 

Désignons  par  A  le  déterminant  des  équations  lioiiio- 
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(»9) 
gènes 

(9)     -8*^=0,     is',  =  o,     ...,    ~S'„— o,     -St=o, 

et  par  A^  ce  qu'il  devient  lorsqu'on  j  supprime  )a  ligne 
de  rang^  et  la  colonne  de  rangf. 
Si 

{10)       *  =  a,    r  =  P.     »=7.    -■■.    «•  =  ?.     Ç  =  > 
est  le  système  de  valeurs  des  variables  x,y,z,  . . .,  iv,  Ç 
qui  vérifient  les  n  premières  des  équations  (9],  c'est-à- 
dire  le  système  de  valeurs  de  ces  variables  qui  donnent 
le  minimum  de  la  fonction  S,  on  a 

De  plus,  si,  pour  abréger,  nous  désignons  par 

M„  H„  M„   . . . ,  H.,  H^, 
les  (n  +  i)  éléments  de  la  dernière  ligne  du  déterminant 
^,  l'expression  de  -  S^  est 

M, x+ Mo- +  «,>-(-  ...  -i-M,«'-}-M»4.,S. 
Or,  le  théorème  des  fonctions  homogènes  donne 

*.si-i-/.^,-i-«.s;+ . . .  +  «■x^  ï.s;= 2.8, 

et  par  suite,  pour  le  système  des  valeurs  (10),  il  vient 
S  =  M,a-(-M,p-4-M,7  4-  ...  -I-M,p  +-M,^, 
=  i^^^[M,4i^,  — M,4;*i-)-M,A,+,—  ... 

4n+l 
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Mais,  d'après  le  théorèmel,  Ù.ZXi  ^*-^  sont  respeclivetneot 
les  sommes  des  carrés  des  déterminants  représentés  par 
les  notations  (6)  et  (8). 
Donc,  etc. 

TnÉOBàME  m.  —  Si  m  est>n,  et  que  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  (6)  soient  tous  nuls,  la 
fonction  S  peut  être  ramenée  à  la  somme  des  carrés  de 
m  Jonctions  linéaires  de  (n  —  i)  variables. 

Démonstration.  —  Car,  si  l'on  pose,  d'une  manière 
générale, 

V/  =  «,x  +  btx  +  eiZ-h  ...  +  *,«', 

les  fonctions  V,,  V,,  . . .,  V„sont  telles qne( m  —  n  +  i) 
quelconques  d'entre  elles  sont  des  fonctions  linéaires 
liomogènes  des  (n — i)  autres,  par  exemple  V, ,  V,, . , . ,  V,_, 
et,  parsnite,]a  fonction  S  peut  être  considérée  comme 
la  somme  des  carrés  de  m  fonctions  linéaires  aux  (n- — r) 
variables  V„V, ,V„_,. 

Donc,  etc. 

Remarque.  —  Dans  ce  cas,  détermÎDBDt  les  valeurs 
«1,  a,,  . . .,  «„_!  de  ces  variables  qui  fournissent  le  mini- 
mum de  S,  on  pourra  déterminer  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  des  variables  j:,^,  z,  . . .,  iv  correspon- 
dant à  ce  minimum,  en  résolvant  les  équations 

Théorème  IV.  —  Si  m  est  <^  n,  et  que  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  [6)  ne  soient  pas  tous 
nuls,  le  minimum  de  la  Jonction  S  est  zéro,  et  corres- 
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pond  à  une  infinilé  de  systèmes  lie  valeurs  des  variables 

Démonstration.  —  Car,  si,  pour  fixer  les  idées,  nous 
supposons,  par  exemple,  m^  2,  et  qae  le  déterminant 

\o,     b,\ 
ne  soit  pas  nul,  on  peut  donner  aux  variables  2,  . ,  ,,w 
des  valeurs  quelconques  et  déduire  ensuite  pour  x  et/ 
des  valeurs  telles  qu'on  ail 

X,=  o,    X,=  o. 
Donc,  etc. 

Th£oxème  V.  —  Si  m  est  <C  "j  *'  ?««  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  (6)  soient  tous  nuls, 
la  fonction  S  peut  être  ramenée  à  la  somme  des  carrés 
de  mjonctions  linéaires  de  [n  —  i)  variables. 

Démonstration  semblable  à  celle  du  théorème  III. 


S«LI]T10N  Bl  LA  QVESTIOK  DE  GSOMiTRIE  AHALYTIQIiK 


AUX     CANDIDATS     AUX     BOURSES     d'ÉTVDES     PStPARATOIKES 
A    LA    LICENCE   ks    SCIENCES    XATHÉUATIQUES ; 

Pa»  m.  Et».  GUILLET, 

Maître  rép^tilenr  an  lycée  de  Ljon. 


Un  point  et  une  droite  étant  donnés,  un  cercle  de 
rayon  variable  est  tangent  à  ta  droite  et  passe  par  le 
point.  Trouver  le  lieu  des  points  du  cercle  pour  lesquels 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée. 
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Je  prends  pour  axedesjla  droite  Oy  donnée,  pour  axe 
des  j;  une  perpendiculaire  OA  passant  par  le  point  fixe  A. 

En  désignant  para  la  distance  OA,  par  (a,  |3)  les  coor- 
données variables  du  centre  C  du  cercle,  l'équation 

(.)  (,_.).  +  (^_p)._^=„ 

représente  l'un  quelconque  des  cercles  de  la  série,  en 
tenant  compte  des  deux  conditions 

Mais  les  points  M,  M' du  lieu  sont  â  l'intersection  da 
cercle  et  de  la  droite  menée  parle  centre  C  parallèlement 
à  O^,  droite  dont  l'équation  est 
(4)  ■  — a  =  o. 

Il  sufGt  d'éliminer  a,  |3,  r  enire  les  quatre  relations 
précédentes  pour  obtenir  l'équation  du  lieu 

r'  —  ^X'  (x'-hriax  —  a']-[-  {.r  —  a]'  —  o 
ou 

[b-«r-«("-«ii[(r+>)'-«("-»)i=o- 

Le  lien  cherché  se  compose  donc  de  deux  paraboles, 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x,  tangentes  à  cet 
axe  an  point  fixe  donné,  et  ayant  pour  axes  les  deux 
droî  les 

2(r  -:r)  +  a  =  0, 

En  remarquant  que  le  centre  C  est  toujours  a  égale 
distance  du  point  fixe  et  de  la  droite  donnée,  le  problème 
se  ramène  au  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  points  obtenus  en  augmentant  et 
diminuant  l'ordonnée  de  chaque  point  d'une  parabole 
d'une  quantité  égale  à  la  distance  de  ee  point  à  la  di- 
rectrice. 
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ENVELOPPE  DE  U  DROITE  DE  SIIPSON; 
Pak  h.  badoureau, 

Ingénieur  dea  Minei. 


On  sait  que  les  pieds  des  perpendi  cal  aires  abaissées 
d'un  point  d'un  cercle  sur  les  cAtés  d'un  triangle  inscrit 
sont  en  ligne  droite,  et  que,  sî  le  point  décrit  le  cercle,  la 
droite  enveloppe  une  courbe  du  quatrième  degré  à  trois 
points  de  rebroussement. 

Cette  question  peut  être  traitée  par  le  calcul  de  la 
manière  suivante. 

Prenons  d'abord  l'origine  au  centre  du  cercle,  et 
soient  et,  p,  y,  ^  les  coordonnées  angulaires  des  sommets 
A,B,Cdu  triangleet  du  point  F  choisi  sur  le  cercle.  Pre- 
nons l'axe  des  x  de  telle  sorte  qu'on  ait  o!  +  |3-i-y  =  2jr, 

Le  câté  a(3  et  la  perpendiculaire  f  c  abaissée  du  point  f 
sur  ce  côté  ont  pour  équations 

(2)  JTsin^  -^  y  cos^ -- ^in  (1  -t-çj, 

pourvu  qu'on  prenne  comme  unité  le  rayon  du  cercle. 

Multiplions  l'équation  (1)  par  sin et  l'équation  (2) 

par  cos ^,et  ajoutons  membre  à  membre;  il  vient 

,-,         .f  7  .,B  .a  —  ip.fl  —  ip.T— * 

(3)  «sini  -i- vcos-:=  ïin'--r  2  sin — —  sin*^ sin '— 

''2a  a  2  2  2 

Cette  équation,  symétrique  par  rapport  à  ix,^,y,  repré- 
sente la  droite  abc.  En  transportant  l'origine  au  centre 
JaH.  lie  Mathémal..  j'.érÎB,  t.  XVIII.  (JinïLer  1K79.)  3 


^laiiizodbvGoogle 


(  34,) 
du  cercle  des  neuf  points,  qui  a  pour  coordonnées 


TéquatioD  devient 


L'euveloppe  de  cette  droite  est  l'hypocycloïde  repré- 
sentée par  les  deux  équations 


(5) 


En  éliminant  f,  on 'obtient  l'équation  du  qaati-ième 
degré 

16)        (4*'4-4r'+24^  +  9)'  =  4(4*+3)'. 

Cette  courbe  a  trois  points  de  rebrousseinent  aux  som- 
mets d'un  triangle  équilatéral  MNP. 

En  prenant  ce  triangle  comme  triangle  de  référence, 
on  obtient  l'équation  bomogène 

(7)  («p  +  p7+7a)'  =  4«p7(a4.p-(-7]. 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 


Cette  équation  se  décompose  en  trois  autres  qui  re- 
présentent respectivement  les  troi»  arcs  de  courbe  lî- 
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mités  aux  poinls  de  rebroussement  : 


En  lenninaat,  il  est  à  peine  utile  d'ajouter  que  le  lieu 
est  tangent  aux  trois  càtés  et  aux  trois  hauteurs  du 
triangle  douné  ABC. 


MVISIBIUTÊ  PAR  19; 
Pa>  m.  badoureau, 

Ingénienr  dea  Hinei. 


L'unité  suivie  de  9  zéros  étant  un  multiple  de  1  g  moins 
1,  il  est  facile  de  trouver  un  nombre  de  neuf  chiffres  qui 
donne  le  même  résidu  par  rapport  à  19  qu'un  nombre 
donné  quelconque. 

Considérons  l'équation  10°  ^  m.  19 —  1  ;  élevons  ses 
deux  membres  à  une  puissance  impaire  quelconque,  et 
multiplions -les  par  une  puissance  quelconque  de  a  ;  il 
vient 
(1}  io"p+'.'i''^jn.iQ —  a". 

Considérons  l'équation  ao=:  19+  ■  et  élevons  ses 
deux  membres  à  la  puissance  n  ^  il  vient 

(z)  2".io"=m.i9+  I. 

Pourvu  que  p   soit  assex  grand,  on   pourra  diviser 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


(36) 
(leinbre  à  membre  les  deux  équations  précédenics  et  il 


(3)  lo'v- 

En  particulier,  on  a 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

io'=/n.i9— îV 

La  règle  â  suivre  découle  direciemcnt  de  ces  formules. 
Cetie  règle  est  susceptible  d'être  généralisée  et  appliquée, 
quelle  que  soit  la  base,  k  tout  nombre  tel,  qu'en  l'augmen- 
tant ou  en  le  diminuant  d'nne  unité  on  obtienne  un  di- 
viseur d'une  puissance  de  la  base. 


AGRCGATION  DES  SCIENCES  HATUËMATIQUES 
(CSKCeURS  DE  1878). 

If&THÉUATlQUES   tLÉHBNTAineS   ET    HÉCAHIQCE. 

I.  —  Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  tin  cercle  S,  un  triangle  inscrit  ABC  et  deux 
pointa  P  et  F  sur  la  circonférence  du  cercle.  On  sait  que 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  P  et  P' 
sur  les  trois  côtés  du  triangle  sont  respectivement  sur 
deux  droites  D  et  ly. 

1°  Démontrer  que  Icpointde  rencontre  MdesdroîlcsD 
et  D'  décrit  un  cercle  S',  quand  le  sommet  C  du  triangle 
se  meut  sur  la  circonférence  du  cercle  S,  les  points  A, 
B,  P.  P'  restant  fixes. 
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a"  Trouver  lelieudes  centres  des  cercles  S',  les  points  A 
et  B  restant  lîxes  et  les  points  F  et  P*  se  déplaçant  sur 
la  circonférence  S  de  telle  sorte  que  l'arc  PP'  conserve 
une  longueur  constante, 

II.  —  Mécanique  élémentaire. 

Trois  poids  donnés  P,  P',  P"  sont  supportés  par  trois 
61s  flejEÏhJes  et  sans  masse;  ces  fils  passent  respective- 
ment par  trois  anneaux  fixes,  infiniment  petits,  A,  B,  C, 
placés  d'une  façon  quelconque  dans  l'espace,  et  vont  se 
réunir  en  un  même  nœud  O. 

On  demande  la  position  de  ce  nœud  dans  l'état  d'é- 
quilibre. 

MlTHÉIfATIQVES   SPÉCIALES. 

Ou  donne  une  sphère  S,  un  plan  P  et  un  point  A  ; 
par  le  point  A  on  mène  une  droite  qui  rencontre  le 
plan  P  en  nn  point  B,  puis,  sur  AB  comme  diamètre, 
on  décrit  une  sphère  S^j  le  plan  radical  des  sphères  S 
et  S' rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M. 

i"*  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la 
droite  AB  tourne  autour  du  point  A. 

2°  Discuter  le  lieu  précédent  en  supposant  que  le 
point  A  se  déplace  dans  l'espace,  le  plan  Pet  la  sphère  S 
restant  fixes. 

Composition  sur  une  question  rie  méthode  ou  d'histoire 
des  Mathématiques. 

Exposer  la  marche  à  suivre  pour  discuter  une  courbe 
dont  on  connaît  l'équation  en  coordonnées  polaires.  — 
Donner  des  exemples. 

Nota.  —  On  regardera  comme  connues  les  formules 
relatives  à  la  détermination  des  tangentes,  des  points 
d'inSexton  et  des  asymptotes. 
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AlatJtématiques  élémentaires. 

1.  Première  leçoD  de  Cosmographie. 

2.  Figures  STmélriques. 

3.  Des  logarithmes  (Mathématiques  élémentaires). 

4.  Pi-emière  leçoo  de  Trigonométrie. 

5.  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

ax'-t-  bx-h  c  =  o. 

6.  Division  des   nombres  entiers.  —  Division  des 
nombres  décimaux. 

7.  Maximum  et  minimum  de  l'expression  -r- — j-, ;  • 

8.  Résolution  de  denx  équations  du  premier  degré  h 
denx  inconnues. 

Discussion  des  valeurs  générales. 

9.  Polygones  réguliers  de  quatre,  six,  dix  côtés,  et 
polygones  réguliers  qui  s'en  déduisent. 

10.  Mesure  des  angles. 

1 1 .  Surface  des  corps  ronds. 

12.  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions 
décimales.  —  Fractions  périodiques. 

13.  Première  leçOD  sur  la  mesure  des  volumes. 

14.  Mouvement  propre  du  Soleil. 

15.  Rabattements.  —  Changement  de  plans.  —  Rota- 

16.  Centre  de  gravité  du  triangle,  du  trapèze,  du  qua- 
drilatère quelconque,  du  polygone. 

17.  Pin»  grand  commun  diviseur.  —  Plus  petit  com- 
mun multiple. 

18.  Volume  de  la  sphère. 
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19.  Rechcrrlie  du  rapport  de  la  circonférence  an  dia- 
mètre. 

20.  Formules  sm(a  ±b),  cos{a±b).  —  Formules 
élémentaires  de  la  multiplicaùoD  des  arcs. 

21.  Principaux  caractères  de  divisibilité. 

Mathématiques  spéciales, 

1 .  Plan  tangent. — Applications  aux  surfaces  du  second 
ordre. 

S.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas 
où  la  section  a  des  branches  infinies. 

3.  Ëlaut  donné  cos  a,  trouver  cos-^*,  étant  donné  sina 

trouver  sin  — -  —  Discussion.  —  Cas  de»  racines  mul- 
tiples. 

4.  Exposer  les  principales  méthodes  qui  permettent 
de  reconnaître  la  nature  d'une  surface  du  second  ordre 
dont  on  a  l'équation. 

5.  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coordon- 
nées rectilignes. 

6.  Sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second 
ordre.  —  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  quelconques. 

8.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude 
des  fonctions  d'une  seule  variable  (Exemples). 

9.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

10.  Étude  de  la  fonction  exponentielle  a''.  — Des  loga- 
rithmes considérés  comme  exposants. 

11.  Recherche  de  l'équation  d'une  surface  définie  géo- 
métriquement (Exemples). 

12.  Approximation  des  racines.  —  Méihodc  de 
Newton . 

13.  Théorème  des  projections.  —  Application  à  la 
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transformation  des  coordonnées  dans  U  Géomtftrîp  de 
l'espace. 

14.  Des  plans  diamétraux  et  des  diamètres  dans  les 
surfaces  do  second  ordre. 

15.  Sections  rectîlignesde  l'iiyperboloïde  à  une  nappe. 

16.  Tbéorème  de  RoUe. —  Application  à  la  séparation 
des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcendante. 

17.  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré 
(Solution  du  problème  au  moyen  d'une  équation  du  troi- 
sième degré).  —  Discussion. 

18.  Distance  de  deux  points,  d'un  point  k  un  plan, 
d'un  point  à  une  droite.  Plus  courte  distance  de  deux 
droites  (Géométrie  analytique). 

19.  Réduction  de  l'équation  générale  du  second  ordre 
à  trois  variables  à  ses  formes  les  plus  simples  en  coordon- 
nées rectangulaires. 

20.  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
(Algèbre).    ^ 

21.  Transformation  des  équations  (Exemples). 

ÉPBEUTE    PSATigUE   DE   CiLCUL. 

Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  rrianglc,  sacbant  : 

i"  Que  son  périmètre  est  aa^iSo  ; 

2°  Que  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  i'",9o; 

3°  Que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  4")  75- 

COMPOSITION    SUR    LES    HJLTIÈSBS    DE    Ll   LICENCE. 

Une  tige  rectiligne,  dont  on  négligera  l'épaisseur, 
peut  tourner  autour  d'un  ase  vertical  Oz,  qu'elle  ren- 
contre en  O  et  avec  lequel  elle  fait  constamment  un  angle 
donné  6;  son  moment  d'inertie  A,  par  rapport  è  O2,  est 
aussi  donné. 

Sur  cette  tige  peut  glisser  librement  un  anneau  inâni- 
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ment  petit  de  masse  m.  On  donne  la  vitesse  angulaire 
initiale  il  du  mouvement  de  rotation  de  la  tige  autour 
de  l'axe,  la  distance  initiale  R  de  l'anneau  mobile  au 
point  O,  la  vitesse  initiale  R'  de  l'anneau  sur  la  tige. 

On  propose  d'étudier  le  mouvement  de  rota  tionde  la  tige 
autour  de  l'axe  et  le  mouvement  de  l'anneau  sur  la  tige. 

Dans  la  discussion,  on  examinera  le  cas  où  la  vitesse 
relative  initiale  B'  est  dirigée  ou  non  vers  le  point  O  et 
le  cas  où  elle  est  nulle. 

Enfin,  on  étudiera  plus  spécialement  le  cas  où  la  lige 
reste  horizontale 

GÉOMÉTBIE   UESCBIPTITB. 

Construire  l'inlerseclion  d'une  sphère  et  d'un  ellip- 
soïde dont  l'axe  moyen  est  vertical. 

Données.  —  Le  centre  (O,  O*)  de  la  sphère  se  projette 
horizontalement  à  0^,07  en  avant  du  plan  vertical  et 
verticalement  à  o'",  075  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Le  centre  (c,  cf)  de  la  sphère  se  projette  horizontale- 
ment à  o'°,o8  en  avant  du  plan  vertical  et  verticalement 
à  o™,07  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Les  lignes  de  rappel  (0,0')  {c,</)  sont  distantes 
deo'",o4. 

Le  rayon  de  la  sphère  est  de  o",o6. 

L'axe  moyen  de  l'ellipsoïde, lequel  eslverlicaliao",  i4- 

Le  grand  axe  au™,  16;  il  fait  un  angle  de  43  degrés  avec 
le  plan  vertical  de  projection  (son  sommet  le  plus  rap- 
proché du  plan  vertical  est  celui  qui  est  le  plus  éloigné 
de  la  sphère).       , 

Le  petit  axe  a  o^,  1 3. 

Pour  distinguer  les  parties  de  l'intersection  qui  sont 
vues  de  celles  <^ui  sont  cachées,  on  supposera  l'ellipsoïde 
enlevé. 
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CooRS  DB  Calcul  iNFiniTËstMiL  ;  par  /.  Hovtel,  profes- 
seur ï.  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  —  3  vol. 
gr.  iu-8°.  Prix  pour  les  souscripteurs  :  3o  fr. — Paris, 
Gautliier-Villars,  1878-1879.  (Le  1. 1  vient  déparai  tre.) 
Bien  qu'il  s'agisse  d'un  Ouvrage  en  cours  de  publication,  il 
nous  parait  dès  à  préseut  utile  de  signaler  ce  livre,  dont  le 
deuxième  fascicule  vient  d'être  mis  tout  récemment  en  vente 
par  la  librairie  Gauthier- Vil lars. 

Le  Cours  de  Calcul  iafiaitésimal  de  H.  Hoiiel  a  été  rédigé 
par  InJ,  en  s'inspirant  surtout  du  Cours  qu'il  professe,  depuis 
de  longues  années  déjà,  à  la  Faculté  de  Bordeaux,  et  qui  avait 
été  publié  antérieurement,  en  deux  brochures  autographiëes; 
mais  l'ardre  des  matières ,  les  modiScations  apportées  dans 
l'exposition,  et  surtout  le  soin  extrême  donné  à  tout  ce  qui  con- 
cerne les  questions  de  méthode,  en  font  une  ceuvre  bien  réel- 
lement nouvelle  et  qui  ne  peut  manquer  d'être  favorablement 
accueillie  du  public  matbématique. 

malgré  le  graod  nombre  de  livres  publiés  sur  le  Calcul  dif- 
férentiel et  le  Calcul  intégral,  on  doit  reconnaître  que  nous  ne 
sommes  pas  encore  en  possession  d'un  Ouvrage  à  la  fols  assea 
complet  pour  renfermer  ce  qu'il  7  a  d'essentiel  dans  les  progrés 
de  la  Science  actuelle,  et  assez  élémentaire  pour  être  considéré 
comme  un  livre  d'étude  pour  les  candidats  à  la  licence.  Le  Traité 
de  M.  Boûel  est  appelé,  selou  nous,  à  combler  en  grande  partie 
cette  lacune;  nous  disons  ea  grande  partie,  car  on  sait  bien 
qu'en  matière  de  Science  il  faut  plus  que  la  lecture  d'un  seul 
Ouvrage,  si  excellent  soil-il,  pour  posséder  entièrement,  pour 
s'assimiler  d'une  manière  complète  les  principes  et  les  méthodes. 
Ce  qui  frappe  tout  d'abord  dans  le  Cours  en  question  et  ce 
qui  lui  donne  un  caractère  particulièrement  original,  c'est  que  ' 
l'auteur  y  a  comploiement  renonc<';  à  l'ancienne  division  clas- 
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9Û]ue:  Calcul  difTérentiel,  Calcul  intégral.  Il  a  pcDsé  avec  rd- 
son  que  la  notion  des  di^érentielles  et  relie  des  intégrales  sont 
difficilement  séparables,  et  il  a  jugé  utile  d'aborder  les  diffi- 
cultés k  mesure  que  l'eachaînement  naturel  des  idées  vient  les 
présenter  ik  l'espnt. 

La  remarquable  Préface  placée  en  tête  de  l'Ouvrage  nous 
apprend  que  ceiuî-ci  doit  le  diviser  en  six  Livres.  Deux  seule- 
ment ont  paru  dans  le  Tome  premier;  ils  sont  précédés  d'une 
Introdaetion,  divisée  en  trois  Chapitres,  et  sur  laquelle  nous 
appelons  toute  l'attention  du  lecteur,  car  les  notions  qui  s'y 
trouvent  exposées  sont  de  nature  à  préciser  et  à  élever  les  idées 
sur  la  Science  mathématique  en  général,  et  principalement  sur 
l'Analjse.  On  trouve  d'abord  des  considérations  générales  sur 
les  opérations  et  sur  le  calcul  des  opérations;  puis,  dans  le 
deuxième  Chapitre,  une  généralisation  successive  de  l'idée  de 
quantité^  consistant  à  envisager  tout  d'abord  les  quantités 
arithmétiques j  puis  les  quantités  algébriques,  puis  les  quantités 
complexes  à  deux  dimensions;  ce  Chapitre  se  termine  par  le 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  :  Toute  équa- 
Uoa  a  une  racine.  Le  troisième  Chapitre  de  riatroduction 
donne,  en  cinquante  pages  environ,  une  exposition  assex'  com- 
plète de  la  théorie  des  déterminants. 

Le  Livre  I  a  pour  litre  ;  Principes  fondamentaux  du  Calcul 
infiiùtéfimal.  Il  «st  subdivisé  en  deux  Chapitres  comprenant 
les  matières  que  voici  :  Des  fonctions  et  de  la  continuité.  — 
Infiniment  petits  et  infiniment  grands.  —  Limites.  —  Substi- 
tution des  infiniment  petits.  —  Dérivées  et  différeoliclles.  — 
Int^ales.  —  Méthodes  de  différentiation  et  d'intégration.  — 
Différentielles  et  dérivées  partielles;  leurs  propriétés. 

Dans  le  Livre  U  sont  traitées  les  applications  analytiques  du 
Calcul  infinitésimal.  Ce  Livre  comprend  trois  Chapitres,  dont 
le  premier  est  relatif  aux  développements  des  fonctions  en  séries. 

On  j  trouve  les  théorèmes  de  Ta;lor  et  de  Maclaurin,  les 
propriétés  générales  des  séries,  et  enfin  des  développements  sur 
les  fonctions  exponentielles  et  drculaires  d'une  variable  com- 
plexe. 
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Le  deuxième  Chapitre  se  rapporte  aux  applii«tions  analy- 
tiques du  Calcul  différentiel,  etTeafernie  les  vraies  valeurs,  les 
maxiroa  «I  minima  des  fanctioua  d'uue  ou  de  plusieurs  varia- 
blés,  et  la  décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

ËnRn,  le  troisième  Chapitre  a  pour  litre:  Intégralion  des 
/onctions  e.tpUcices.  Il  coaûtM  l'intégration  des  fonctions  ration- 
nelles et  irrationnelles,  les  différentielles  bin^imes,  la  différen- 
tiation  et  l' Intégration  sous  le  sif^tiej",  les  changements  de  va- 
riables dans  les  intégrales  multiples,  des  notions  su^  le  calcul 
des  intégrales  définies  (exact  ou  approché  )  et  aussi  sur  les  inté* 
grales  eulériennes. 

Ajoutons  que  chaque  Livre  (de  même  que  l'IntroducCion)  est 
suivi  d'une  collection  d'Exercices  extrêmement  bien  choisis  et 
qui  seront  certainement  d'un  grand  secours  aux  élèves. 

Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  nous  arrêter  plus  longtemps 
sur  ce  remarquable  Ouvrage  et  d'éire  obligé  de  nous  borner 
â  une  séohe  énumération  des  matières,  en  mettant  pour  ainsi 
dire  toute  appréciation  de  cAté.  Lorsque  l'Ouvrage  entier  sera 
terminé,  nous  nous  réservons  d'y  revenir,  de  l'examiner  alors 
plus  en  détail  et  de  dire  ce  que  nous  en  pensons  d'une  manière 
plus  complète.  S'il  y  a  place  alors  pour  quelques  critiques  sur 
let  ou  tel  point  particulier,  elles  seront  compensées  et  au  deli 
par  l'ensemble,  à  en  juger  par  la  partie  de  l'œuvre  qui  nous 
est  déjà  connue. 

Nous  devons,  en  terminant,  rendre  hommage  â  la  perfectiun 
matérielle  du  livre,  dont  l'exccuiion  fait  le  plus  grand-honneur 
i  la  Maison  Gauthicr-Villars;  bien  qu'elle  nous  ait  liabitués  à 
de  véritables  merveilles  en  cette  matière,  on  se  plaît  toujours 
à  constater  avec  admiration  le  caractère  artistique  des  Ouvrages 
qui  sortent  de  cette  Imprimerie.  Espérons  qu'elle  ne  nous  fera 
pas  trop  longtemps  attendre  la  suite  de  l'Ouvrage  de  M.  Hoiiel, 
dont  l'impression  se  poursuit  chaque  jouravec  activité,  si  nos 
informiitions  sont  exactes.  L. 
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CucRS  DE  (lÉOMËrniE  analytique;  <par  Joseph  Cnntoy. 
Géoméirie  de  l'espaoe.  a'  édition.  Grand  in-8",  avec 
figures  dans  le  lexle.  Prix  :  lo  francs. —  Paris,  Gau- 
ihier-Villars;  1877. 

Ij  Géoméirie  analyli[|tie,  jusqu'à  ces  derniers  tem])S,  a  été 
réduite  à  l'emploi  presque  exclusif  des  coordonnées  cartésiennes. 
On  y  a  joint,  depuis  peu,  les  coordonnées  Irilalères  et  tétraé- 
ilrîi|ues,  mais  sans  tes  développer  d'une  manière  systématique. 
La  méthode  analyticjue  qui  résulte  de  l'usage  de  ces  dirTérenls 
systèmes  suppose  que  les  figures  géométriques  sont  engendrées 
par  le  mouvement  d'un  point  diwt  les  coordonnées  satisfont  à 
une  équation  à  deux  ou  à  trois  variables  :  c'est  la  méthode  de 
Descartes.  Aujourd'hui,  on  a  iin3{;iné  une  nouvelle  Géométrie 
analytique  basée  sur  un  procédé  corrélatif  pour  engendrer  les 
courbes  et  les  surfaces:  on  considère  tes  nues  comme  prove- 
nant du  déplacement  continu  d'une  droite  dans  un  plan,  et 
les  autres  comme  résultant  du  déplacement  analogue  d'un  pinn 
dans  l'espace.  De  ti  dérivent  les  coordonnées  tangentielles  qui 
servent  à  U  détermination  de  la  droite  et  du  plan  mobile.  On  a 
négligé  jusqu'ici,  si  l'on  excepte  tes  principes  de  Géoméirie 
analyti(|ue  de  M.  Painvin,  de  s'occuper  de  ces  nouvelles  coor- 
données dans  tes  Ouvrages  élémentaires.  L'auteur  veut,  dans  ce 
Cours,  combler  celte  lacune  regrettable,  développer  sufGsam- 
menl  les  principes  et  les  formules  fondamentales  de  chaque  sys- 
tème de  coordonnées,  montrer  eosoile  comment,  étant  donné 
ira  certain  ordre  de  pi-opriétés  connues  et  démontrées  par  la 
méthode  de  Descartes,  on  peut  en  déduire,  avec  les  coordon- 
nées langeniielles,  un  ordre  correspondant  de  vérités  géomé- 
triques différentes  des  premières.  Tel  a  été  son  but. 

Il  commence  par  traiter  le  plan  el  la  ligne  droite  suivant  les 
coordonDéescartésîennes,quiserventdebaseà  toutes  tes  autres. 
Les  questions  qui  s'y  rattachent  sont  ensuite  résolues  d'après 
les  autres  systèmes,  ce  qui  le  conduit  à  quelques  formules  dignes 
d'être  remarquées,  telles  que  les  relations  entre  les  coefiGcients 
directeurs  d'une  droite,  l'expression  de  la  dislance  de  deux 
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points,  celle  de  la  distance  d'un  point  à  un  plan,  etc.  Avant 
«l'aborder  l'équation  générale  du  second  degré,  il  donne  les 
équations  de  la  sphère  par  rapport  aux  diverses  coord'iDnées, 
ainsi  qu'un  coiiri  exposé  des  propriétés  d'un  système  de  sphères. 
Il  arrive  ensuite  à  l'étude  des  surfaces  du  second  ordre  :  elle 
comprend  la  détermination  du  centre  et  des  plans  principaux, 
l'examen  des  caractères  particuliers  de  cbacune  d'elles  tirés  des 
équatîoDs  réduites,  larec|ierche  des  lignes  focales  et  des  proprié- 
tés des  surfaces  homofocales,  la  discussion  de  l'équatinn  du 
second  degré  en  coordonnées  létraédriques,  une  série  d'exer- 
cices et  de  problèmes  avec  les  solutions  indiquées. 

Les  limites  do  ce  Cours  ne  lui  permettent  pas  de  s'occuper 
des  courbes  dans  l'espace  ou  tracées  sur  une  surface  ;  cette  théo- 
rie se  rattache  plus  spécialement  au  Calcul  infinitésimal,  et  c'est 
par  les  ressources  de  l'Analyse  qu'il  convient  de  la  traiter.  11 
préfère  faire  connaître,  en  terminant,  les  méthodes  les  plus  con- 
nues pour  la  recherche  des  propriétés  générales  des  surfaces  du 
second  ordre  et  consacrer  quelques  Chapitres  i  la  génération 
des  surfaces,  ainsi  qu'à  la  déni onstra) ion  de  plusJeun  théo- 
rèmes remarquables  des  surfaces  réglées  et  des  surfaces  algé- 
briques. 
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SUR  U  LUUTK  BBS  SACIIIBS  RÉBLLES  SUNIi  ÉQUATION 
BB  BBGRÉ  QUBLCONQUI; 

Pi*  H.  G.  DR  LONGCHAHPS, 

ProfeeseuT  de  Hithémiitiquei  iipédtlei  >a  collège  Rollln. 

On  sait  que  les  limites  sapérieareset  înférïearcs  des 
racines  positives  et  négatives  d'une  équation  donnée 
forment  quatre  nombres,  dont  la  recherche  se  ramène, 
par  la  considération  de  l'équation  aux  inverses  et  de  la 
transformée  en  —  x,  k  celle  de  la  seule  limite  supé- 
rieure des  racines  positives.  Nous  nous  proposons  d'ei- 
poser  ici  une  méthode  qui  permet  de  déterminer  celle- 
ci  par  un  procédé  que  nom  croyons  nouveau  et  qui  nous 
parait  simple  et  avantageux. 

1.  Soit  l'équation 

Elle  peut  s'écrire 

«— '(*'+A,x-hA,)-Hi— '{A.i'  +  A.3:  + A,)-H  ...  =0. 
Supposons  que  tous  les  coefficients  A|,  A«,  A*, . . .  soient 
positifs,  et  considérons  les  équations 

x'  +  A,*  +  A,  =  o. 


Si  a  représente  la  plus  grande  des  racines  positives  de 
ces  diSérentes  équations,  il  est  clair  que  a  et  toute  valeur 
supérieure  étant  substituée  à  x  dans  l'équation  proposée 
donneront  un  résultat  positif.  Ainsi  a  sera  une  limite 
supérieure  des  racines  positives, 

^(M.  <f*  VofJUn.,  >**éri«,  I.XVilI.  (F<TTieri879.)  4 
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S.  L'objection  que  soulève  aussitôt  cette  méthode  de 
groupement,  c'est  que  les  coefficients  Âg,  Ag, . . . ,  ou 
tout  au  moins  quelques-uns  d'entre  eux,  peuvent  être 
nuls  ou  négatifs.  Nous  allons  indiquer  comment,  dans 
celte  hypothèse,  on  doit  modifier  le  groupement  des 
termes. 

Supposons  Âg  négatif,  par  exemple.  L'équation  pro> 
posée  peut  s'écrire 

»— '  [x'-{-  A,*  -t-  A,—  \)  ■+-  «■"  [li'-t-  Aj*  +  A,  j  -i-  ...  =  o, 
X  désignant  un  nombre  arbitraire,  mais  que  nous  sup- 
poserons positif.  Cette  transformation  ayant  été  faite 
autant  de  fois  que  la  chose  sera  nécessaire,  on  n'aura 
plus  à  considérer  que  des  trinâmes  dont  les  premiers 
termes  seront  tous  positifs  et  auxquels  on  pourra,  par 
conséquent,  appliquer  la  remarque  que  nous  avons  faite 
tout  à  l'heure. 

3.  L'introduction  de  ces  arbitraires  ï.  donne  à  cette 
méthode,  qu'on  pourrait,  pour  la  distinguer  des  autres, 
nommer  méthode  par  la  décomposition  en  trinômes,  un 
caractère  particulier,  tout  i  son  avantage,  et  que  nous 
voulons  mettre  en  lumière.  Au  lieu  d'eflectuer,  comme 
dans  les  méthodes  connues,  des  calculs  bien  déterminés 
et  dont  il  faut,  en  quelque  sorte,  subir  la  loi,  on  com- 
prend qu'on  pourra,  par  le  choix  plus  ou  moins  habile 
qui  sera  fait  des  indéterminées,  obtenir  des  limites 
plus  ou  moins  avantageuses,  c'est-à-dire  plus  ou  moins 
petites.  Nous  allons  éclaircir  ce  point  important  par  un 
ou  deux  exemples  numériques. 

Considérons  d'abord  l'équalion 
:c'-l-4*'—  lojr'— i3*'-+-  ■jx'+  12  j:"— 9=  o  (*); 

(*)  Kuor,  ^Igitre  ;  i>  Partie,  8'idiUoD,  p.  ig3  «t  3gS. 
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elle  peut  s'écrire 

(i)      *'(*'+ 4*- 10 -X) 

+  a^(Xl'  —  l3ar  +  7)  -l-  [mx'—  9)  ;=:o. 

Elle  est  ainsi  décomposa  en  trois  iria6mes;  te  dernier 
ne  nous  occupera  pas,  x  =  i  et  les  nombres  supérieurs 
à  1  le  rendant  positif.  Considérons  les  deux  autres, 

T  =:j:>-f.4«  — lo  — 1, 
r  =  lx'— i3j:-1-7. 

La  racine  positive  de  T  ^  o  est 


et  la  plus  grande  racine  positive  de  T'  =  o,  quand  cette 
équation  a  ses  racines  réelles,  est 

,_  i3-+-v''69— a8l 


et  l'on  doit  prendre  pour  limite  supérieure  des  racines 
positives  le  plus  grand  des  deux^ombres  a,  a'.  La  valeur 
de  X  qu'il  faut  choisir,  celle  qui  donne  la  plus  petite 
limite,  est  celle  qui  satisfait  à  l'équation  a  =  ixf. 

En  effet,  quand  X  croit  en  partant  de  zéro,  a  va  con- 
stamment en  augmentant  et  a'  en  diminuant.  Soit  X'  la 
valeur  de  X  qui  rend  a  =  ce';  si  l'on  prend  pour  X  une 
valeur  plus  petite  que  X',  on  aura  pour  a'  une  valeur  plus 
grande  que  celle  qui  correspond  à  X';  au  contraire,  si  l'on 
prend  X^X',  on  aura  poura  une  valeur  plus  grande  que 
celle  qu'on  a  obtenue  en  prenant  X  =X'.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  comme  on  doit  prendre  pour  la  limite  cher- 
chée le  plus  grand  des  deux  nombres  a  et  «*,  on  aura 
donc  pour  cette  limite  un  nombre  plus  grand  que  celui 
qu'on  avait  trouvé  avec  l'hypothèse  X  =:  X'. 

4- 
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i.  Dans  la  pratique,  la  détermination  de  ce  qu'on 
pourrait  nommer  la  valeur  avantageuse  de  X,  résultant 
d'une  éqaation  a  =  a.',  qui  est  ordinairement  d'un  degré 
supérieur  au  second,  offrira  des  difficultés  qu'il  ne  faut 
pas  chercher  à  surmonter  autrement  que  par  à  peu  près 
et  comme  nous  allons  l'indiquer.  La  recherche  qui  nous 
occupe  doit,  en  efTei,  être  faite  par  des  calculs  simples 
et  suffisamment  rapides,  quoique  conduisant  pourtant  A 
un  nombre  aussi  voisin  que  possible  de  la  plus  grande 
racine  positive.  La  meilleure  méthode  est  évidemment 
celle  qui  sait  concilier  ces  deux  intérêts  contraires. 

Dans  l'équation  (i),  donnons  à  \  les  valeurs  succes- 
sives 1 ,  3 ,  . . . ,  et  pour  «hacnne  d'elles  calculons  les 
valeurs  correspondantes  de  oc  et  de  a.',  valeurs  calculées 
rapidement,  par  à  peu  près,  en  remplaçant  les  quantités 
incommensurables  qu'on  rencontre  par  des  nombres 
commensarables  supérieurs  et  faciles  à  voir.  On  pourra 
former  le  tableau  suivant: 


i 

- 

«' 

, 

•1 

11,5 

î 

3 

6 

3 

3.2 

4 

4 

1,3 

3,6 

5 

»,4 

'.9 

En  considérant  la  valeur  ^  =  4i  on  a  pour  limite  a,6. 
On  voit  aussi  que  la  valeur  avantageuse  de  X  est  comprise 
entre  4  et  5.  Si  l'on  veut  avoir  une  limite  moins  élevée, 
il  faut  donner  à  X  tes  valeurs  successives 

4,1,     4,2,     4,3,     ... 
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et  former  le  tableau  suivant  : 


1 

. 

•■ 

4>' 

2,26 

2,5 

4,» 

2. ai 

2,4i 

4.3 

2,27 

2,33 

4,4 

2,29 

2,25 

n  résalle  de  ce  tableau  que  3,39  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l'équation,  et  que  la  valeur 
«Tantagense  de  X  est  comprise  entre  4)3  et  4i4-  En  don- 
nant k  X  les  valeurs  successives  4)3i)  4>33, ...,  on 
trouverait  une  limite  moins  élevée. 

S.  Considérons  encore,  pour  bien  faire  comprendre 
l'avantage  qu'on  peut  tirer  de  l'introduction  des  arbi- 
traires, l'équation 


6j:'-H24*'  — *'4-8i'— 1 
On  peut  l'À:rîre 

jr'(6*"+34a:  — i)-l-(8«'- 


=on. 


*-6o): 


et,  en  loi  appliquant  notre  méthode,  on  trouve  pour  la 
limite 

3-^\/34 


on,  a  fortiori,  en  remplaçant  34  par  36, :=  4  ■  La 

méthode deNewton, appliquée  àcet  exemple,  donne  une 
limite  ^ale  à  a.  Nous  allons  faire  voir  que  l'introduction 

(')  Ckiti.ÀM,  Maniai  Jts  candidats  à  l'ÉcoU  Polrteehmqiui, 'p.  i55. 
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des  arbitraires  peut  donner  cette  limile  a  et  même  nne 
limite  plus  faible. 

Ecrivons  l'équaiion  sous  la  forme 

En  choisissant 

l=ja    et    11=^^6, 

OR  voit  que  X:=  2  est  une  limile  supérieure  des  racines 
positives.  Mais  on  peut  choisir  plus  avantageusement  les 
paramètres  X,  ^;  déterminons-les,  en  effet,  de  façon  que 
les  équations 

1  (fi-i6)*-6o  =  o, 
'*^  I    6x'+a4.:-l  =  o 

soient  satisfaites  par  x  =  i  ^  on  trouve  alors 

>  =  3o,     fi  =  76. 

Le  second  trinôme  est  alors 


et  la  racine  positive  de  ce  trinôme  égalé  à  zéro  est 
y'âââô  —  4 

nombre  plus  petit  que— :  donc  —  est  une  limite. 

Pour  obtenir  une  limite  plus  approchée,  on  disposera 

de  X  et  de  /x,  de  façon  que  les  équations  (A)  soient  satisfaites 

pour  nne  valeur  de  x  intermédiaire  entre  le  nombre  i 

.    .     3 
primitivement  choisi  et  la  limite  ->  par  exemple  pour 
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irs 
3i5 

368 
^■5 — ' 

307 

voisin  de  la  plas  grande  racine  positire,  puisque  l'équa- 
tion proposa  a  une  racine  supérieure  à  i. 

6.  Nous  indiquerons,  eo  terminant  cette  Note,  le 
pracé.dé  généra)  qui  permet  d'introduire  les  indéter- 
minées X  et  de  leur  assigner  des  valeurs  avantageuses. 

L'équation  générale  peut  toujours  s'écrire 

ar— '(«'-(-A,«-(-A,  — i.)      j 
-1-^— '[l.j^-l-A,«+A.— 1,)  f_ 
H-*— '(ij^'-f-Aix  +  A,— 1.)  l~°' 


Lorsque  m  est  pair,  il  y  a arbitraires  X  ;  si  m 

est  impair, ■  Le  dernier  trinôme,  dans  ce  cas,  se 

réduit  k  un  binôme  du  premier  degré  en  x.  Dans  tous  les 
cas,  les  équations 

!,«'-+- A,«  + A,  — )i,=  o, 

forment,  eu  Gonsidérani 


comme  des  inconnues,  un  système  d'équations  si mnl- 
lanées  bien  défini,  parce  qu'il  y  a  auunt  d'équations 
indépendantes  que  d'inconnues.  Si  l'on  pouvait  trouver 


^laiiizodbvGoogle 


(  86  I 
nne  solution  de  ce  système,  on  aurait  donc  une  racine  x 
de  l'équation  donnée,  et,  si  x  étail  la  plus  grande  racine 
positive,  on  peut  dire  que  le  problème  qui  nous  occupe 
serait  résolu  dans  sa  perfection.  La  méthode  que  nous 
venons  d'exposer  a  pour  but  de  réaliser  par  tâtonnements 
et  approximativement  la  résolution  du  système  (B). 

Ayant  trouvé  une  première  limite  x,,  pour  obtenir 
une  limite  moins  éluvée,  on  remplace  X  par  Xt  dans  les 
équations  (B)  (en  supposant  a;,  <|xi}.  On  déterminera 
les  paramètres  \,  X,, . . . ,  et  il  restera  une  dernière  équa- 
tion J3,  ne  renfermant  que  x.  S'il  arrive  que  Xt  soit  la 
plus  grande  racine  positive  des  équations  qui  ont  donné 
^1,  Xi,  . . . ,  et  si  la  plus  grande  racine  positive  de  ta  der- 
nière équation  ^  est.  elle  aussi,  plus  grande  que:r,,  Xt 
sera  une  nouvelle  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation.  Il  faut  aussi,  bien  entendu,  que  les  para- 
mètres X,,  ^1, . . .  soient  tous  positifs. 

Nous  ferons  une  dernière  remarque.  En  écrivant  l'é- 
quation générale  sous  la  forme 

«—i  (*  +  A,—  1.)  +  a:— '(i,a:  ■+■  A,—  >,)+.... 

et  considérant  le  système  défini 


dans  lequel  X,,  X^,  . . .  sont  des  nombres  positifs,  le 
nombre  x  qui  rend  ces  différents  binômes  nuls  ou  posi- 
tifs est  une  limite  supérieure  des  racines  positives.  A  ce 
groupement  correspond  une  méthode,  qu'on  peut  nom- 
mer méthode  par  la  décomposition  en  binômes.  Elle 
offre  sur  la  précédente  l'avantage  de  ne  donner  lieu  qu'à 
des  équations  du  premier  degré  j  mais  elle  présente  l'in- 
convénient d'exiger  la  considération  de  {m —  i)  équa- 
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lions  simolunëes.  La  décomposition  en  polynAmesd'un 
degré  sapérienr  au  second  est  en  général  impraticable, 
pour  des  motifs  érîdenu;  c'est  donc  la  méthode  par 
d^mpositîon  en  trin6mes  qui  nous  parait  ta  pins  avan- 
Ugense. 


SUR   QUELQEES    PROPRISTÉS  DES  FOVÏRS  DES  COIRBES 

ALGiBRIQIiES  ET  DES  FOCALES  DES  CONSS  ALGfiBRIQUES; 

Pift  H.   LAGUERRE. 


I. 

1 .  Je  ra*appuierai  sor  la  proposition  suivante,  que  j'ai 
donnée  dans  ma  Note  sur  les  polaires  d'une  droite  rela- 
tivement aux  courbes  et  aux  surfaces  algébriques  (*). 

Étant  données  deux  courbes  quelconques  K"  et  K", 
de  classes  respectivement  égales  à  met  àn^la  polaire 
d'unpointquelconqueMfrelativementauxmntangentes 
communes  à  ces  courbes,  est  la  polaire  du  même  point 
relativement  aux  mn  droites,  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  deMàK"  aux  points  de 
contact  des  tangentes  menées  du  même  point  à  K". 

Supposons,  pour  6xer  les  idées,  que  K"  soit  une  courbe 
réelle  (ou  du  moins  ayant  une  équation  réelle),  et  soient 
Fi,Ft,  ■ . .,  Fh  ses  m  foyers  réels;  supposons,  en  outre, 
que  K"  se  réduise  aux  deux  ombilics  I  et  J  du  plan  (")■ 

Les  tangentes  communes  à  K"  et  k  K"  se  composent 
des  systèmes  de  droites  isotropes,  se  croisant  aux  foyers 


(•)  BaUetin  de  la  Société  Mathimaciqur,  t.  III,  p.  17^. 
(**)  J'ippelle  liDsi,  pour  ibréger,  les  deux  p«iDU  ■Ilui*  k  l'InBol  et 
«ommQnB  à  tout  lis  eerclci  du  plan. 
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Fi,  Fi,  . . . ,  F„.  Étant  donné  un  point  quelconque  M  du 
plan,  sa  polaire  relativement  aux  deux  droites  isotropes 
issues  du  foyer  F,-  est  la  droite  menée  par  ce  point  per- 
pendiculairement i  MFj;  donc  la  polaire  de  M  relative- 
ment aux  tangentes  communes  à  K"  et  k  K"  est  la  polaire 
de  ce  point  relativement  sut  m  droites  menées  respec- 
tivement par  chacun  des  foyers  perpendiculairement  à 
la  droite  qui  joint  ce  foyer  au  point  M. 

Considérons  d'autre  part  les  diverses  droites  isotropes 
qui  passent  par  les  points  de  conuct  des  tangentes  menées 
du  point  M  à  K"  ;  T  désignant  l'un  quelconque  de  ces 
points  de  contact,  la  polaire  du  point  M,  relativement 
aux  deux  droites  isotropes  se  croisant  au  point  T,  est  la 
normale  menée  à  la  courbe  en  ce  point. 

Od  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  courhede  m"  classe,  la  polawed'un 
point  çuelcongus  M  du  plan,  par  rapport  aux  droites 
menées  respectivement  par  chacun  des  m  foyers  réels 
de  la  courie  perpendiculairement  à  ta  droite  qui  joint  ce 
foyer  au  point  M,  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  même 
point  relativement  aux  droites  menées  normalement  à 
la  courbe  aux  pwits  de  contact  des  diverses  tangentes 
issues  du  point  M. 

Cette  proposition  peut  encore  s'énoncer  sous  la  forme 
soivante  : 

Si  par  un  point  VL,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  de 
classe  m,  on  mène  les  nm  droites  tangentes  à  la  courbe, 
le  centre  harmonique  des  n  points  de  contact  relati- 
vement au  point  M  est  le  même  que  le  centre  harmo- 
nique des  m  foyers  réels  (*). 


[')  Voira  ce  ti^et  maNoteJU'-  laditernùaationdunpondeeourtarv 
dti  lignei  plana  (  Bulletin  de  la  Société  Philamatkijite,  férrier  l&^b). 
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Mais  cet  énonce,  plus  concis,  est  souvent  d'un  usage 

moins  facile  dans  les  applications,  et  l'autre,  comme  je 

le  ferai  voir,  s'ëtend  sans  difficulté  aux  c6nes  algébriques. 

%  Un  des  cas  particuliers  les  plus  intéressants  est 
celui  où  tous  les  foyers  de  la  courbe  sont  à  l'infini.  On  a 
alors  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe 
ayant  tous  ses  fojrers  A  l'infini,  on  mène  les  tangentes 
à  la  courbe,  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  la 
polaire  du  point  M  relativement  à  ces  normales  est 
située  à  l'infini. 

Ainsi,  en  particulier,  l'hypocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement  ayant  tous  ses  foyers  à  l'inlini,  on  a  la 
proposition  suivante: 

i$t  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une  hypocy- 
cloïde  à  trois  points  de  rebroussement,  on  mène  les  tan- 
gentes à  la  courbe,  puis  les  normales  aux  points  do 
contact,  ces  normales  forment  un  triangle  dont  le 
centre  de  gravité  est  le  point  M. 

,3.  Comme  application,  je  déduirai  de  là  un  beautbéo- 
réme  dû  à  M.  Liouville. 

Soient  une  droite  D  et  une  courbe  A  de  degré  m,  assu- 
jettie à  la  seule  condition  de  ne  pas  passer  par  les  ombi- 
lics du  plan. 

Considérons  une  droite  de  longueur  consume  R  et  se 
déplaçant  de  telle  sorte  qu'une  de  ses  extrémités  décrive 
la  droite  D,  tandis  que  l'autre  décrit  la  courbe  A.  L'enve- 
loppe de  cette  droite  est  une  courbe  K  ayant  tons  ses 
foyers  à  l'infini  ;  en  effet,  la  droite  ne  peut  passer  par  un 
ombilic  que  quand  elle  se  confond  avec  la  droite  de  l'in- 
fini; dans  toute  autre  position,  la  longueur  interceptée 
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entre  le  point  où  elle  rencontre  D  et  Tan  quelconque 
des  points  où  elle  rencontre  A  est  évidemment  nulle, 
puisque  cette  courbe  ne  passe  pas  par  les  ombilics. 

Soit  maintenant  un  point  quelconque  M  pria  sur  la 
droite  D;  cherchons  les  tangentes  que  l'on  peut  mener 
de  ce  point  à  la  courbe  K.  Je  remarque  d'abord  que  D 
est  elle-même  une  tangente  multiple  à  celte  courbe; 
je  désignerai  par  d\  d',  ...  k&  divers  points  de 
contact. 

En  second  lieu,  si,  du  point  M  comme  centre  avec  R 
comme  rayon,  nous  décrivons  un  cercle  rencontrant  la 
courbe  A  aux  points  â,  <J,<^,., .,  les  diverses  droites  Ma, 
M<^,  Mo",  . , .  seront  aussi  tangentes  à  K. 

Considérons  en  particulier  une  de  ces  tangentes,  Ma 
par  exemple;  si  au  point  M  noiu  menons  une  perpen- 
diculaire À  D  et  au  point  a  une  normale  à  la  courbe  A, 
nous  savons,  en  désignant  par  oc  le  point  de  rencontre  de 
ces  deux  droites,  que  la  normale,  menée  k  l'enveloppe  de 
la  droite  de  longueur  constante  aM  au  point  où  elle 
touche  son  enveloppe,  passe  par  le  point  a. 

4.  Du  théorème  général  que  j'ai  donné  plus  haut 
(n"  1),  il  résulte  que,  l'enveloppe  K  ayant  tous  ses 
foyers  à  l'infini,  si  l'on  construit  la  polaire  du  point  M 
relativement  aux  droites  menées  en  d,  tP,  . . .  perpendi- 
culairement à  D  et  aux  droites  menées  normalement  à  K 
aux  points  où  les  droites  Ma,  Mo',  . ..  touchent  cette 
courbe,  cette  polaire  est  située  à  l'infini. 

En  particulier,  menons  par  le  point  M  une  sécante 
perpendiculaire  à  D;  elle  rencontrera  les  droites  issues 
des  points  d,  d', ...  eu  des  points  situés  à  l'infini  et  dont 
il  n'y  a  pas  k  tenir  compte,  puis  les  normales  élevées 
aux  poinu  de  contact  de  Ma,  Ma*,  Mo", . . .  avec  leur  en- 
veloppe au  point  a  et  en  d'antres  points  analogues  c^. 
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o',  ...  ;  on  aura  donc  la  relation 

Si  l'on  remai^ue  maintenant  que,  la  droite  D  ayant 
nnedirection  arbitraire,  il  en  est  de  même  de  la  direction 
de  la  sécante  qui  lui  est  perpendiculaire,  on  pourra 
énoncer  ce  beau  théorème,  dû  a  M.  Liouville  : 

Si,  aux  différents  points  oà  un  cercle  rencontre  une 
courbe  plane,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe,  la 
polaire  dacentre  du  cercle  relativement  à  ces  normales 
est  située  à  l'infini. 

ë.  Je  considérerai  encore,  comme  application,  un 
système  de  coniques  homofocales  ayant  pour  foyers  les 
deux  poinu  F  et  P. 

Soit  M  un  point  quelconque  du  plan;  considérons  les 
droites  passant  par  les  points  F  et  F  et  respectivement 
perpendiculaires  aux  directions  MF  et  MF'.  Si  l'on 
désigne  par  ^  la  polaire  du  point  M  relativement  à  ces 
deux  droites,  on  voit  que  : 

Si  du  point  M  on  mène  des  tangentes  A  l'une  quel- 
conque des  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F   ' 
et  F',  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  la  polaire 
des  points  M  relativement  à  ces  deux  normales  est  la 
droite  fixe  £i. 

Eu  particulier,  la  polaire  du  pointM  relativement  aux 
deux  normales  passe  par  le  point  de  rencontre  de  ces 
normales. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Si,  d'un  point  M,  on  mène  des  tangentes  à  l'une  quel- 
conque des  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F 
et  F,  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  ces  normales  est  une  droite. 
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Il  est  clair  que  celte  droite  passe  par  les  centres  de 
courbure  des  deux  coniques  homofocales  qui  se  croisent 
an  point  M. 

6.  Les  deux  points  F  et  P  4taat  dontiés,  on  voit  qu'à 
chaque  point  M  du  plan  correspond  une  droite  A  qu'il 
est  facile  de  construire. 

Réciproquement,  à  cbaque  droite  A  correspondenl, 
comme  on  le  démontre  aisément,  trois  points  M.  Si  une 
droite  A  tourne  autour  d'un  point  fixe  N,  le  lieu  des 
points  M  correspondants  est  une  courbe  du  troisième 
ordre  passant  par  les  ombilics,  par  conséquent  une 
anallagmatiqne  et  de  l'espèce  particulière  que  j'ai  étu- 
diée sous  la  dénomination  de  cassiniennes  (*). 

Cette  courbe  H  peut  évidemment  être  aussi  déâaïe 
de  la  façon  suivante  : 

Etant  donné  un  point  fixe  N  du  plan,  considérons  une 
quelconque  des  coniques  qui  ont  pour  foyers  deux  points 
donnés  F  et  P,  puis  abaissons  du  point  N  les  quatre  nor- 
males à  la  courbe.  Les  tangentes  eu  ces  points  forment 
un  quadrilatère  complet  dont  les  six  sommets  décrivent 
la  courbe  H  lorsque  la  conique  varie. 

7.  Je  rappellerai  brièvemeut  la  définition  et  les  pro- 
priétés principales  des  cassiniennes. 

Une  cassinienne  est  généralement  une  courbe  anal- 
lagmatiqne du  quatrième  ordre  dont  les  divers  points 
peuvent  se  distribuer  en  couples  jouissant  des  propriétés 
suivantes  : 

1°  Le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  quel- 
conque du  plan,  relativement  h  chacun  des  couples  de 
points  conjugués  d'une  cassinienne,  est  un  cercle. 


(■)  ^ur  let  eattùiicnnei  plana  et  ipfiériquei  (  BulUlia  de  la  Société 
Philomatht^ue,  mari  tS68). 
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En  particulier,  le  Heu  des  points  milieux  des  cordes 
qui  joignent  les  points  conjuguas  est  un  cercle. 

a°  Il  existe  dans  le  plan  deux  points  fixes  jouissant 
de  la  propriété  que  ces  deux  points  fixes  et  deux  points 
conjugués  quelconques  se  trouvent  sur  utt  même  cercle 
qu'ils  partagent  barmoniquemeut. 

Dans  le  cas  où  le  cercle,  lieu  des  points  milieux  des 
cordes  qui  joignent  les  points  conjugués,  se  réduit  à  une 
droite,  le  degré  de  la  courbe  s'abaisse  au  troisième,  et 
l'on  a  une  cassinienne  cubique. 

Si  l'on  joint  un  point  quelconque  d'une  telle  courbe 
à  deux  couples  de  points  conjugués,  on  obtient  deux 
couples  de  droites  ayanr  mêmes  bissectrices. 

La  courbe  H,  définie  ci-dessus,  est  une  cassinienne 
cubique,  et  l'on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  d'un  point  Jlxe  N,  pris  dans  le  plan,  on  abaisse 
des  normales  sur  l'une  quelconque  des  coniques  qui  ont 
pour  foyers  deux  points  Jixes  F  et  F",  Us  tangentes 
menéesen  ces  points  forment  un  quadrilatère  complet. 
Les  trois  couples  de  sommets  opposés  de  ce  quadrila- 
tère complet  sont  trois  couples  de  points  conjugués  d'une 
même  cassinienne  cubique,  que  ces  sommets  décrivent 
quandon  fait  varier  la  conique  {']. 

(*)  Lei  tangenlei,  meaées  aui  pieds  des  normale*,  ronleul  en  même 
tempi  Dur  une  parabole  fixe. 

CtnaidérODi  en  effet  uoe  coniqae  C  et  la  parabole  P  qaj  est  l'enTe- 
Inppedea  poluires  duo  poioL  donné  H  par  rapport  aux  diverae* coniques 
qui  ont  )ei  mimas  Toyers  que  C.  Les  tangentes  commuDea  k  C  et  à  P 
touebenl  C  en  quatre  points  et  les  normales  en  ces  points  passent  par 
le  point  M. 

Cette  propriété  s'établit  aisément  en  s'appuyaat  sur  nne  importante 
proposition  dae  k  H.  Chules  : 

lei  pOUt  d'une  droite  Jlxe,  par  rapport  à  un  ifiiime  de  coniques 
Aomo/oealeif  tant  sUuét  t*r  une  némc  ligne  droite  normaU  à  une  det 
cottiguei  du  lyatiine. 

J'ajouterai  que  le  foyer  de  la  parabole  P  est  le  point  conjaB^é  harmo- 
nique du  point  M  relatÎTement  aux  foyer*  de  ta  conique  C. 
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De  nomhreuses  propriétés  des  normales  à  un  système 
de  coniques  honiofocales  découlent  immédiatement  de  la 
proposition  précédenle,  mais  je  n'insisterai  pas  ici  sur  ce 
point,  qui  demande  quelques  deTeloppements  et  sur 
lequel  je  reviendrai  dans  un  autre  article  j  je  me  contente 
de  le  mentionner  en  passant. 

II. 

8.  On  peut  facilement  étendre  aux  cônes  algébriques 
les  propositions  qui  précèdent. 

Le  tbéorème  fondamental  que  J'ai  rappelé  plus  baut 
(n°  i  ]  peut,  en  effet,  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnés  deux  cônes  algéhiiques  G  et  G  ayant 
même  sommet  S  et  une  droite  quelconque  D  passant  par 
cesommet,  considérons  les  divers  plans  que  par  la  droite 
D  on  peut  mener  tangentiellement  au  cône  C;  soit  (I) 
l'ensemble  des  arêtes  de  contact,  jippelons  de  même  {V) 
l'ensemble  des  arêtes  de  contact  des  plans  menés  par  D 
tangentiellement  au  cône  G  ;  puis  imaginons  que  par 
chacune  des  arêtes  (I]  et  chacune  des  arêtes  { I'  ]  onjasse 
passer  un  plan  ;  on  aura  ainsi  un  ensemble  de  plans  que 
je  désigne  par  (P). 

Cela  posé,  le  plan  polaire  de  la  droite  D  relativement 
au  système  deplans  (P)  se  confond  avec  le  plan  polaire 
de  cette  même  droite  relativement  aux  plant  tangents 
aux  deux  cônes. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  C  soit  un  cAne 
réel  (ou  du  moins  ait  une  équation  réelle)  et  que  Fi,  Fi, 
F|, . . .  désignent  ses  droites  focales  réelles,  que  de  plus 
C  soit  nu  cône  isotrope. 

Les  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  sont  les 
plans  isotropes  passant  par  les  droites  F|,  F,,  Fg, . . .  j 
le  plan  polaire  de  D  relativement  aux  deux  plans  isotropes 
qui  se  coupent  suivant  l'une  quelconque  de  ces  droites, 
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Fi  par  exemple,  eil  le  plan  passant  par  F,  et  mène  per- 
pendiculairement au  plan  de  F,  et  de  D, 

D'autre  part,  si  T,,  T,,  Ta,  . . .  désignent  les  arêtes 
de  contact  des  plans  menés  par  D  tangentiellement  au 
cône  C,  les  divers  plans  dont  j'ai  désigné  ci-dessus  l'en- 
semble par  (P)  sont  les  plans  isotropes  passant  par  les 
droites  T,,  T,,  T», ...  ;  le  plan  polaire  de  D  relativement 
aux  deux  plans  isotropes  qui  se  coupent  suivantrunede 
ces  droites,  T,  par  exemple,  est  le  plan  passant  par  T, 
mené  perpendiculairement  au  plan  de  Ti  et  de  D. 

Far  suite,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  cône  algébrique  et  une  droite  quel- 
conque D  passant  par  le.  sommet  de  en  cône,  par  cha- 
cune des  focales  du  cône  faisons  passer  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  qui  contient  cette  focale  et  la 
droite  D  -,  soit  (  P }  l'ensemble  des  plans  ainsi  obtenus. 

Cela  posé,  le  plan  polaire  de  D  relativement  aux 
plans  (P)  se  confond  avec  le  plan  polai'e  de  cette 
même  droite  relativement  aux  plans  menés  noimale- 
nient  au  cône  parles  arêtes  de  contact  des  diver»  plans 
que  l'on  peut  par  D  mener  tangentiellement  à  ce  cône. 

9.  Comme  application,  considérons  l'un  quelconque 
des  cônes  du  second  ordre  qui  ont  pour  focales  réelles 
deux  droites  données  F  et  F.  Soient  D  une  droite  quel- 
conque passant  par  le  sommet  du  cône  et  A  le  plan 
polaire  de  D  relaUvement  aux  plans  passant  par  F  et  F, 
et  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  déterminés 
par  les  droites  FD  et  les  droites  F'D. 

Si  par  D  on  mène  deux  plans  tangents  au  cAne,  purs 
des   plans  normaux  par  les  arêtes  de  contact,  le  plan 
polairp  de  D  relativemenl  à  ces  plans  normaux  est  le 
plan  A. 
Ann.  dt  Ualh4mal..  j-  >éri«,  t.  XVI».  (Fôïrier  1B79.)  5 
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Eli  particulier,  la  droite  d'intersection  dea  plans  nor- 
manx  est  dans  !e  plan  A.  Donc  : 

Étant  (tonné  un  système  de  cônes  homofocaux  du 
second  ordre  et  une  droite  fixe  passant  par  le  sommet 
de  ce  cône,  si  par  cette  droite  on  mène  des  plans  tan- 
gents à  l'un  des  cônes  du  système,  puis  des  plans  nor- 
maux par  les  arêtes  de  contact,  ta  droite  suivant  laquelle 
se  coupent  les  deux  plans  normaux  décrit  un  plan 
lorsqu'on  fait  varier  le  cône. 

10.  Si  par  une  arête  d'un  cane  on  imagine  le  plan 
normal  à  ce  c6ne,  puis  le  plan  mené  normalement  par 
l'aréte  inBniment  voisine,  l'intersection  de  ces  deuT  plans 
est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  osculateur  du  cdne  donné 
le  long  de  l'arèie  considérée.  Nous  l'appellerons  l'Are  de 
courbure  du  cône  suivant  cette  arête. 

Cela  posé,  il  est  clair,  d* après  ce  <pù  précède,  que  le 
plan  A  déterminé  comme  je  l'ai  dit,  et  qui  correspond  it 
la  droite  0,  contient  les  axes  de  courbure  des  deux  cônes 
homofocaux  du  système  donné  qui  se  coupent  suivant  la 
droite D,  et  de  là  découle  un  moyen  simple  de  construire 
l'axe  de  courbure  d'un  cône  du  second  degré  suivant  uue 
arête  donnée,  lorsque  l'on  connaît  les  focales  de  ce  cône. 

Je  ferai  même  observerque  la  connaissance  du  plan  A 
fait  connaître  non-seulement  l'axe  de  courbure,  mais 
encore  l'accélération  de  courbure,  et  que  des  considéra- 
tions de  toutpoint  semblables  s'appliquent  aux  cônes  de 
tous  lesd^rés;  je  ne  crois  pas  utile  de  m'étendre  davan- 
tage à  ce  sujet. 

11.  Le  théorème  de  M.  Liouville,  dont  j'ai  donné  plus 
haut  la  démonstration  (n^S),  s'étend  aussi  à  un  cône 
algébrique  quelconque,  en  considérant  l'intersection  de 
ce  cône  avec  un  cône  de  révolution. 
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(«7  ) 

On  obtiendrait  facilement  cette  généralisation,  au 
moyen  des  théorèmes  précédents,  en  considérant  la  sur- 
face enveloppée  par  le  plan  déterminé  par  deux  droites 
faisantnn  angle  constant  et  dont  l'un  des  c6té$  décrit  un 
cane  pendant  que  l'autre  se  meut  dans  un  plan  passant 
par  le  sommet  de  ce  cane. 

Mais  le  iliéoi^me  auquel  on  parvient  ainsi  se  com- 
plique, i  cause  du  r6le  qu'y  jouent  les  plans  cycliques 
du  cône*,  il  n'a  ni  la  simplicité  m  l'utilité  de  celui  de 
M.  Liouville,  et  je  ne  crois  pas  devoir  le  mentionner  ici. 


SDR  L'ÉQUATION  INDÉTKRHIK&K  BIQUADIUTIQIIB 

Aa;*-+-Bj''=Ca'; 

Pab  h.  Édouxd  LUCAS, 
Prorewenr  de  Malhémaliquei  ipéciitea  un  lycée  Charlsmigne. 

L'analyse  indéterminée  des  équations  Mquadra tiques 
«tpeu  avancée;  Fermai  a  indiqué,  le  premier,  le  moyen 
de  trouver,  eu  général,  une  série  indéfinie  de  solutions 
endères  de  l'équation 

ax*  ■+■  bx'y  ■+■  ex*/*  +  dxy*  +  ey*  =  z', 
lorsque  l'un  des  coefficients  extrêmes  est  un  carré  parfait, 
on  encore  lorsque  l'on  connaît  une  première  solution. 

Dans  le  cas  particulier  de  l'équation 

on  obtient,  en  général,  une  série  indéfinie  de  solutions 
nouvelles,  par  les  formules  suivantes,  déduites  du  pro- 
cédé de  Fermât,  et  données  par  Lebesgue  : 

ï  =  x*—by,     T  =  2  Jj-J,     Z  =  s'  —  (a'  —  46)  x'j'. 
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(68) 
L'application  de  ces  formules  devient  illusoire  dans  cer- 
tains cas,  et  ainsi,  par  exemple,  pour  l'équation 

j*  —  l'y  +  j*z=i>, 

à  laquelle  on  est  conduit  lorsque  l'on  cherche  à  déter- 
miner quatre  carrés  en  progression  arithmétique. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  montrer  que,  lorsque  l'on 
connaît  une  première  solution  de  l'équation  proposée, 
on  obtient  deux  solutions  nourellea,  et  non  une  seule; 
nous  observerons,  de  plus,  que  les  formules  que  nons 
allons  démontrer  permettent  de  résoudre  complètement 
Téquation  proposée,  pour  certaines  valeurs  des  coelE- 
àents  A,  B  et  C,  et  eu  particulier  pour  toutes  les  équa- 
tions biquadraliques  dont  on  connaît  actuellement  la 
résolution  complète. 

Considérons  d'abord  l'équation 
(i)  X'+lT'  =  (n-l)Z', 

dans  laquelle  nous  désignerons,  pour  abréger,  i  -t-  X  par  p. 
On  yérï0e  Téquation  (t)  en  posant 

IX'  =  /»*  —  1  y*  —  al/»?, 
T'  =  />'  — ly'  +  vy. 

La  première  équation  du  système  (a)  peut  s'écrire 

(/i-l?)'  — X'  =  lpy'i 
on  peut  donc  poser 

/»  — içiX^iVp/', 

p-iy:pX  =  a»>, 


d'où  l'o 

(3} 


]  ±X  =  ipr'- 
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La  seconde  équation  da  système  (  2)  peut  s'écrire 

{/'  +  9}'  — T'  =  pî'; 

on  peut  donc  poser 

d'où  l'on  déduit 

En  égalant  les  valeurs  dep  données  par  les  systèmes  (  3 } 
et  (4))  on  obtient 

Ip^  -^.  s*  ■^-  ulrt  —  pr"  ~h  s"  —  T.r'ï', 

Posons  tu'  =  mr  et  ns  =  nuf,  nous  obtenons,    par 
l'élimination  de /'et  de;,  l'équation  quadrati<]ue  en  m  :  n 

ponr  que  la  valeur  de  m  :  n  soit  rationnelle,  on  doit 
avoir 

p'f»*"  +  (/'-  ff)  (*"  —  \f7')  =  H», 

ou  bien 

(5)  *"^-ïpV'=:H% 

et,  en  même  temps, 

01=— p/j'diH,     B  =  *'»— p/'. 
L'éqtMlion  (5)  donne,  par  décompositton, 
H±*''=  ap"2<, 


^laiiizodbvGoogle 


(7») 
par  suite,  en  prenant  les  signes  supérieurs, 

cette  dernière  équation  donne  encore 

et,  par  addition, 

on  retrouve  ainsi  l'équation  (i). 

Par  conséquent,  d'une  première  solution  (x,y,  z)  de 
l'équation 

(A)  ^  +  xy  =  pz', 

on  obtiendra  deux  solutions  nouvelles  par  les  formules 

ï:  =  4ip«':r'j-'ï'-"''(^-V")'. 

(B)  '   T=4pm'xVs'-"'(^->J^)'. 

1     Z  =  [41(>B'*'j-'!'+<7,'(*'-ÏJ-')' 

I  +4^''"*-^'('^  —  V)]' 

1  +4ifl,'/.'x'j'»'(*'- >/*)■• 

Si  l'on  remplace,  dans  les  formules  précédentes,   X 
par  ^)  on  obtiendra  deux  solutions  nouvelles  de  l'équation 

(6)  l**  +  p7"  =  (l  +  ^)ï', 

ji  l'aide  d'une  première,  par  les  formules 

=  (l*.-f.;^)>-4l(H-^).r'j-'.', 

(7)  /X  =  4f.(i  +  p)«'^'_^ï'-m'(ix'-p7'!', 
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L'ëqnatîoD  (6)  eat  vérifiée  pour  x^y  ■- 
on  a  donc  les  deux  solutions  nouvelles 

j  »  =  4i|.  +  (n-ri'±2(x'-i'' 
"  =  (i-i'l'-4>(>  +  p). 

(8)  jx  =  4f(»  +  ri,.-m'(l-/'l', 

T  =  4i(i^i.)".--"'{i-cl-. 


ainsi  l'Àination 

est  vérifiée  par  les  solutions 

^.  =  33,  r,=  '3,        ï,  =  i87i, 

x,=  aS5^^,     r.=  8843,    z,:^r4tor4o689; 

de  même,  de  la  solution 

^.  =  3.     7.  =  '.     =.^i' 
de  l 'équation 

Sx-- J-'=2*' 

on  dëdnîties  deux  solutions 

j:,=;I9,         J-,r=25,         Ï,  =  |3, 

j,  =  449.  r)="*»7>   B,  =  246i2i; 

de  même,  les  premières  solutions  de  l'équation 

j:'  +  3y  =  ï' 

sont 

x=i,   1,     M,       47.  7199,   .... 

j'=;i,  3,       3,       28,  8o52,    .... 

2  =  2,  7,   laa,  25g3,    12359565.    ... 

Cl  les  premières  solutions  de  l'équation 
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sont 

j:,  =7  23,         ri=  II.        «.  =  321, 

*,  =  a375,    j-,=  6227,    (1  =  31827137. 

Revenotis  maintenant  à  l'équation  proposée 

AX<-t-  BT'=:CZ'; 

en  admeLunt  une  première  «oluiion  (:Cs,j^t,  2,),  00  peut 
l'écrire 

et,  si  l'on  pose  ' 

A j;  =  1,   B^;  =  a,   Ci;  =  1  + 1*, 

on  la  ramène  à  l'équation  (6),  en  prenant  pour  variables 
les  quotienu  — t  — 1  -  ■  Par  une  analyse  plus  approfon- 
die, il  est  facile  de  montrer  que  les  formules  (7)  per- 
mettent de  résoudre  complètement  les  équations  biqua- 
dratiques  suivantes  : 


^~-  iy  z=drs', 

4x'-  3y  =.', 

a^-t-  8/*=*', 

x'-ii!y=>'. 

4«._    y  =3»', 

3^-  ar  =.', 

g*'-  /•  =8z', 

:c»  —   6j-  =  s». 

,!•-     î^'„.', 

*'+ji6y  =--•■, 

:r.-36j'  =  >-, 

«•  +  >4j-'  =  ^. 

;.•-    y     =^z- 

;c'-(-    2^   =3s' 

3**-    y    =az'. 

x<-h  i8j^  =  î', 

J*  -H    3j'   =  *% 

x'-,î^  =  ï'. 

x'-54j-  =  =-, 

Ces  équations  représentent  toutes  celles  dont  les  coef- 
ficients ne  contiennent  que  les  facteurs  9  et  3,  et  dont 
la  solution  est  possible.  On  peut,  de  même,  résoudre 
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|33) 
complëtement  on  Irè&-granâ  nombre  il'autres  équitioDS 
de  la  forme  proposée.   Lagrioge  a  donné,  le  premier, 
la  rësolation  des  éqnaûon» 

^~iX*=dis*    et    j^4-8j''  =  »'î 

la  résolotion  générale  des  éqnaUons  qui  précèdent,  avec 
la  discussion  approfondie  de  cbacon  des  cas  particuliers, 
■  été  publiée,  eo  1873,  dans  mes  Hecherches  sur  l'Ana' 
lyse  înHéterminét,  k  Moult  as- sur- Allier. 

Fins  généralement,  on  démontre,  de  même,  que  d'une 
première  solution  (x,  y^  z)  de  l'équation 

(9)  *•-»(<.  -^  a/')^r'+  («'+  *')j^  =  «>, 

on  déduit  deux  autres  solutions  par  les  formules 


/ 


/     r 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  ces  formules  résolvent 
complètement  l'équaiion  (9)  ;  c'est  le  cas  de  l'éqnatîou 

i*— 4«'j-'-t-J-*  =  *'. 

à  laquelle  ou  est  conduit  par  les  énoncés  suivants  : 

Pkoblïmb  I.  —  Trouver  trois  carrés  inégaux  tels  que 
la  sommededeux  quelconques  d'entre  eux,  diminuéedu 
tivisième,  soit  un  carré  parfait, 

PiOBLÈHe  II.  —  Trouver  un  triangle  ivctangle,  en 


^lailizodbvGoOglc 


(74  1 
nombres  entiers,  tel  que  le  carré  de  l'hypoténuse  aug- 
menté du  double  de  l'aire  du  triangle  soit  un  carré 
parfait. 

PnoBLËiiE  ni,  —  Trouver,  en  nombres  entiers,  deux 
triangles  ayant  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  et 
dans  lesquels  l'angle  compiis  est  égal  à  go  degrés  pour 
la  premier  triangle  et  à  60  ou  130  degrés  pour  te  second- 
La  dernière  équaiioii,  dont  les  plus  petites  solutions 
sont 

*t  =  2,        jr^=  I,        i,=  1, 
X,  ^  i5,      y,  ^4,       '1  =  191, 

X,  =  l6l,     Jï  =  44^>      ïi  =:  364807, 


avait  ét^  traitée  incomplètement  par  Legendre  (  Théorie 
des  nombres,  t.  II,  p.  136  et  197). 


&IIR  LES  PROPRlfiTfiS  CARACTÉRISTIQUES 
DIS  NOMBRES  5  8T  7  ; 

Pab    m.    Édooabd    LUCAS. 


Parmi  les  nombreux  el  iotéressants  résultats  contenus 
dans  les  précédents  Mémoires  de  M.  l'amiral  de  Jon- 
quières  [Nouvelles  ./innales,  iuin,  juillet,  septembre, 
octobre  1878},  on  trouve  la  démonstration  de  cette  pro- 
priété caraciéristîqne  du  nombre  5, énoncée  par  M. Gerono 
[Nouvelles  Annales,  a"  série,  t.  XVII,  mai  1878,  p.  aig)- 

Le  nombre  5  est  le  seul  nombre  entier  décomposable 
en  une  somme  de  deux  carrés  consécutifs,  et  dont  le 
carré  soit  aussi  décomposable  en  une  somme  de  deux 
carrés  consécutifs . 
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D'antre  part,  M.  Geroiio(*}  a  montré  le  lien  qui  rat- 
tache ce  théorème  à  l'ua  ou  à  l'autre  des  deux  ibéorèmes 
suivants,  que  j'ai  énoncés,  sans  démonstration,  dans  mes 
Recherches  sur  l'Analyse  indéterminée,  et  sur  l'Arith^ 
métitjue  de  Diophante  (Moulins,  iSyS)  : 

1.  La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres  n'est 
jamais,  excepté  pour  x^  34,  égale  au  carré  d'un 
nombre  entier. 

U.  Aucun  nombre  pyramidal  ne  peut  être  égal  à  un 
carré,  en  exceptant  les  deux  nombres 


On  peut  encore  rattacher  cette  propriété  caractéris- 
tique du  Dorobre  5  à  la  propriété  caractéristique  du 
nombre  7,  énoncée  par  Fermât,  et  que  le  savant  orien- 
taliste, M.  Aristide  Marre,  vient  de  retrouver  dans  les 
manuscrits  de  Boultiou  (Bullialdus),  conservés  à  la 
Bibliothèque  nationale  : 

«  M.  Fermai  a  envojé  à  M.  Frénicle  la  démonstra- 
tion par  laquelle  il  preuve  qu'il  n'y  a  aucun  nombre  que 
le  seul  7  qui,  estaut  le  double  d'un  quarré  —  i,  soit  la 
racine  d'un  q,uarré  de  la  mesme  nature  (c'est-à-dire  qui 
soit  double  d'un  quarré  —  1). 

7  est  double  du  quarré  4i  — '1  c'esi-à -dire,  8  —  t, 
et  son  quarré  49  est  le  double  du  quarré  aS,  —  i ,  c'est-à- 
dîreSo  — i.  m  [Mss.  de  BouIUou.) 

£0  effet,  soit  le  nombre 


fBérlo,  t.  XVII,  p.  38i. 
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OD  a,  ea  élevant  au  carré, 

B'^  (ai'  +  /')'— 2(aay-]'j 

eD  maltipliant  par 

—  1=:  l'  — a.i% 
OD  obtient 

(i)       a'  =  3  [ax'+j-'—  axr)'— (a«»  +  j''  — 4a5-]', 

Si  l'on  pose 

ttx'-hj'—  3*7  =  r,     2  a:'-!-/'—  4-'^  =  — ■> 

on  a,  puisque y=:±x, 

et  aussi,  d'après  l'équation  (i), 


mais  u  est  impair,  et,  par  conséquent,  r  et  r'  sont  les 
sommes  des  carrés  de  deux  nombres  con>écnti&.  Donc 
r  =  5  et  u  =  7.  c.  Q.  p.  d. 

Reicakqde.  —  En  cherchant  k  résoudre  directement 
le  problème  de  Fermât,  on  est  conduit  à  poser  les  deux 
équations 

jr   =z  ax* I, 

J»=3  2i'—  l, 

d'où  l'on  tire  l'éqaaUon  biqnadratique 

2  *'  —  a  j'  -I-  I  =  î', 

qu'il  est  facile  de  résoudre  complètement  en  nombres 
rationnels,  ainsi  que  nous  le  montrerons  ultérieurement. 
On  déduit  de  cette  résolution  une  preure,  plus  directe 
et  plus  simple,  de  U  proposition  de  Fermât. 
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SDB  L'IOGATiail  m  SlCtim  OtDRI 

MV+Ny=/(x) 

(Solution  de  1*  quection    1269); 
pAk  H.  WORHS  DE  ROHILLT, 

Ingénieur  dei  Hinm. 

Lorsqae  les  coefficients  M  et  N  de  l'éqaalioa 

ont  pour  vatears  M  =  3,  K  =  —  a,  et  qne/{j:)  est  ud 
poljaftme  da  second  degré,  on  sait  ramener  l'intëgra- 
tioo  de  cette  équation  à  des  quadratures 
du 


h 


SfA^)d^> 


ll\/A-4-4ali- 

A  étant  une  certaine  fonction  des  coefBcients  de^(x) 
et  a  nne  constante  arbitraire. 

Moos  nous  proposons  d'examiner  i  quelles  conditions 
doivent  satisfaire  les  coefficients  et  le  second  membre  de 
l'éqnalion  différentielle  (i)  pour  que  le  problème  puisse 
être  ramené  à  l'intégration  d'une  expre^îon  de  la  forme 

9  et  ^  étant  des  fonctions  de  u,  et  C  une  constante  arbi- 
traire. 

Mettons  l'éqnalion  proposée  sous  une  autre  forme  en^, 
remplaçant  j'paruy''(j:),  uétantune  nouvelle  fonction 
dex;  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

I"      5.    'I      2/»(M-+-Hl/'      , 
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Prenons  la  relation  (2),  nous  pouvons  en  déduire  une 
seconde  équation  en  dîfféren liant  les  deux  membres  par 
rapport  à  x\  élimiDons  la  constante  arbitraire  C  entre 
ces  deux  équations,  il  vient 

dans  laquelle  <^  et  <^'  représentent  les  dérivées  de  if  et 
de  <j'  par  rapport  à  u,  tandis  que  les  autres  dérivées  sont 
prises  par  rapport  k  x.  Nous  devons  chercber  les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient 
identiques. 

Le  coefficient  de  u"  doit  être  indépendant  de  m  j  il  faut 

.-  ■  1  I» 

donc,  en  désignant  par  a  Je  rapport  —  — ,  que 

Les  troisièmes  termes  donneront  la  relation 
a>i(M-HS)/'_       F 
H  /  ~       F  ' 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  A  ane  consume  arbitraire, 

(6)  F=A/"'"^"~. 

qui  déterminera  F  en  fonction  dey. 

Sur  les  ternies  suivants,  nous  pouvons  faire  plusieurs 

hypothèses;  mais,  en   tout  cas,  it  faut   toujours   que 

f'~"     F»     .        ,  ,,.,  , 

.  — rp  et  —  soient  égaux,  et,  comme  nous  avons  deja  trouve 

entre  ces  deux  quantités  la  relaiion  (6),  on  voit  qu'il 
faudra  satisfaire  aux  équations  de  condition 


DiailizodbvGoOgle 


(79) 
d'où  l'on  (ire 
f    1  —  M  R 

I.  (a)  Supposons  que 

(8)  [M(«-. )+««]/"+ M;5^"=o; 
la  foociion  /  sera  de  la  forme 

(9)  /=(Bx  +  Hl"^^ï^', 

d'où  l'oD  tire,  pour  F,  la  valeur i/—(Bx-+-H)"'*. 
Nous  devrons,  eo  oatre,  satisfaire  à  la  relalion 

en  remplaçanl^  par  sa  valeur  (5).  Cette  équation  s'in- 
tègre facilement  et  donne 


Nous  voyons  donc  que  l'équation 

(lo)  Mjy  -h  N/'  =  {^x  -f-  e)' 

se  ramène  à  des  quadratures  de  la  forme  (a),  en  posant 
7  =  a(Bj:-l-H)"^^, 

lorsque  p  satisfera  à  l'équation  de  condition  que  l'on 

trotive  en  galant  les  exposants  des  seconds  membres  des 

équations  (9}et(io),  et  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M(;>  +  5)+N(^+4)=o. 

(i)  Si  les  coeflîcîenls  M  et  IV  satisfont  à  la  condi- 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


(8o) 


)a  reUlioo  (8)  donnera,  pour  f,  une  expression  de  la 
forme 

la  valeur  de  tj  sera  d'ailleurs  encore  donnée  par  la  même 
relation  qne  dans  le  cas  précédent  ei  F  sera  une  con- 
stante. On  aura  donc 

îi±J!  I- 

ai=\,     y  +  C^-^^Mr  +  C)  — -.      M  +  N  =  o. 

(c)   L'équation  (8)  est  encore  satisfaite  dans  le  cas 
où/(x)  est  une  consunte  K;  on  a  alors 


et  f  sera  encore  donné  par  la  m£me  relation, 

n.  Cherchons  maintenant  à  identifier  les  derniers 
ternies  des  équations  (3)  et  (4)  sans  supposer  nul  le 
coefBcîentde  u*.  Il  faudra  avoir 


(") 


(  [M.(»  -  ,)  -4-  »«■]/'■+  M.//'         f— 
U/'  M 

{      =-7('-'t)- 
Comme/  et  F  ne  sont  fonctions  que  de  r,  et  que  <^et'\i 
ne  sont  fonctions  que  de  u,  cette  identité  oe  peut  avoir 
lieu  que  si  les  trois  équations 

ï  M  Ma/'"  ' 


^laiiizodbvGoogle 


(S.) 
ou,  en  lenant  compte  des  relaiions  (5),  (6)  ei  (7), 
(la)  Bf'  — ïa.p  =  aK'+  I, 

;.3)       [M«{«-i)-|-N/.']/"  +  Mn//"  +  ,/-'-  =  o. 
(fi)  Prenons  d'abord  le  cas  OÙ 

M(n  — i)-t.Hfl  =  o, 
qui  nous  donne  avec  (7)  l'équalîon  de  condition 
3M  +  5N=o, 

L*équatioD   (i3)  se  réduit,  en  remplaçant  n,  M  par 
leurs  valeurs  eu  foncUon  de  M,  à 

■.i4)  ^sr+'f-'  =  o. 

qui  donne 

(.5)  y,  =  ,Bx+D)._5^., 

et  f ,  déduit  de  l'équation  (13),  est  égal  à 


a  étant  égal  à  ^;  on  peut  disposer  de  tt  de  manière 

que  le  second  membre  de  la  relation  (i5]  soit  la  racine 
carrée  d'un  trinâme  quelconque  du  second  degré,  et  il 
faudra  substituer  à  a  cette  valeur  déterminée  dans  l'ex- 
pression de  (f -(-  Ci{',  qui  est 


r-C^.—  U 


Il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équation  (i3)  en  pre- 
nant poury  une  puissance  p  d'un  polynôme  entier  ${x); 
en  eOèctuant  la  substitution,  on  trouve 
{16)  [{U  -i-  S]n'p'—  Unp]V'  +  HnpW  +  oii'*'-'^  =  o. 
Jnn.  deHaiUm»i.,i*téT\t,  I.XTtlI.  (FpTrier  1B79,)  6 
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(8a) 
Pour  que  celte  équation  soit  satîsraîte,  il  Tant  qntt  6 
fioit  au  plus  du  second  degré;  car,  si  l'on  désigne  par  m 
le  degré  de  S,  le  premier  membre  est  du  degré  a  m  —  a 
et  le  second  membre  a  pour  degré  un  multiple  de  m. 
L'équation  a  m  —  a^rr/m  n'admet  que  les  solutions 
entières 


La  relation  (i6)  donne,  en  prenant,  pour  abréger, 

(RH-N)n'/)'  — M»/»  =  p,     1inp  =  ri, 
j  pl3Bj:-t-D)'-)-2B(r(Ba:'+D*+E) 
'"''     I  -t-«(Bj;'  +  Da:  +  E)r*-'— '=0, 

avec  Tnne  des  conditions 

(i8)  /.-2fîp-t-a=i, 

(ig)  p  —  tnp-h^^o. 

(e)  Examinons  d'abord  le  premier  cas;  en  exprimant 
que  les  facteurs  de  chaque  puissance  de  x  dans  (r7)  sont 
nuls,  on  trouve  que  l'on  doit  avoir 

D'  —  4BE  =  o, 

c'est-à-dire  que  $  est  un  carré.  Prenons  donc 

l'équation  (17}  devient,  en  supprimant  un  facteur  com- 
mun à  tous  les  termes, 

a6'{ïp-t-o) +a  =  o.  . 

D'antre  part,  l'équation  (18)  combinée  avec  (7)  con- 
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(83) 
duit  à 

(20}  M(  V  -H  i)  +  H  (v  +  2]  3=  o. 

Les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  ^  et  a  sont 
liées  par  la  relation 

M'(p  +  <r)  =  (M  +  H}<r', 

et,  si  Kou  remplace  a  par  sa  valeur  Mn/r,  dans  laquelle 
n  et  p  sont  exprimables  en  M  et  N,  on  trouve  enGn 
pour  a 

Quant  à  f,  il  sera  encore  donné  par  l'équaiion  (la), 
dont  nous  avons  indiqué  précédemment  l'intégrale. 

Nous  avons  donc  le  moyen  de  ramener  à  une  quadra- 
ture l'intégration  de 

lorsque  M,  N,;j  sont  liés  par  l'équation  de  condition{ao). 
(y)  Passons  au  cas  oiî  la  relation  (i<))  est  satisfaite. 
Elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  l'éqnation  (17)  sera  identiqaemeal  nulle  si  l'on  a 

ip-i-a  =  0,     pD'-t-  aBEw-t-a  =  0, 
qui  donnent  pour  x  la  valeur 

__  M'[D'— 4BE) 

"-""4(M  +  N) 

On  trouvera  pour  <f  la  même  valeur  que  précédemment. 
En  résumé,  lorsque,  dans  l'équation 
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(  84  ) 
M,  ^,/'[x)  satisfont  à  l'une  des  condilions  suivantes  : 

[a]      /(:r)^(B*+H>,  TA{p  +  ^)+N[p  +  /i]. 

[6)     /(x)  =*»'+",  M+]N=o, 

{e  )      y  [*)  ;=  consl.  ^  K,  M,  N  quelconques, 

(d)  /(x)  =  [{B*-hD)'-^J,     3H  +  5N=:o. 

(e)  /{x)  =  [bx-h  d]V,  M(3/J  -H)-1-N(V  +  ^)  - 

l'intégratioD  peut  être  faite  ou  du  moins  ramenée  à  des 
quadratures  et  mise  sons  la  forme 


dans  laquelle  C  est  une  conatanie  arbitraire  et  ç  une 
fonction  de  la  forme 


Les  exposanis  de  nieront  souventfractionnaires,  mais 
on  pourra  les  ramener  à  la  forme  entière  en  prenant 
u  ^  v"  et  attribuant  à  m  une  valeur  convenable. 

Remarquons  que,  si  dans  le  cas  i^f)  on  preiid 

l'équation  de  condition  sera  satisfaite.  Ce  cas  particulier 
donne  la  solution  de  la  question  n"  1289.  Si,  dans  l'équa- 
tion proposée,  on  remplace^  par  f' ,  il  vient 

aMw'-l- [H  —  N]p''— 4v/'j;)  =  o. 

H 

Si  l'on  met  à  la  placedejl'expressîon  i^*",  on  trouve 
M'       îî^ 
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(8Ô) 
Enfin,  dinslecas  (y),  prenons  ta  fonction  dcomme va- 
riable indépendanle;  nous  aurons,  en  désignant  par  û  et 
K  deux  quantités  quelconques  constantes, 

C»  diverses  éqnatioDS  pourront  être  ramenées  à  des 
quadratures  lorsque  M,  N,/(x)  satisferont  à  l'une  des 
Gooditions  {a),  (ft),  (c),  (d),  (e),  (/). 


PUnifiTÉ  DK  U  TANGENTE  k  L'KLLIPSE;  CINSTRUCTION 
N  PeiNT  CIIIUN  A  UWX  NOBIALBS  INFiKDlKNT 
TMSINKS;  BIRECTBICB  BSLATIYE  A  UN  FOYER; 

P*B  M.  L.  MALETX. 


I .  Soient  F,  Ft  les  deux  foyers  d'une  ellipse  dont  le 
grand  aie  est  aa  et  la  distance  des  foyers  ac;  décrivons 
le  cercle  directeur  du  point  F  comme  centre  avec  le 
rajon  3a  {Jig-  1}  i  considérons  la  sécanteMM,,  que  nous 
allons  faire  tourner  autour  du  point  M  jusqu'à  ce 
qu'elle  devienne  tangente;  traçons  les  rayons  vecteurs 
unissant  les  points  M  et  M,  aux  foyers,  et  prolongeons 
FM,  FMi  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  le  cercle  di- 
recteur eu  N  et  Nf  Joignons  actuellement  le  point  S,  où 
te  coupent  les  droites  MM,,  NN,  prolongées,  au  foyer 
F„  et  menons  par  le  point  M,  la  droite  M,I  parallèle  à 
FN  et  limùée  en  1  à  la  droite  NN,.  Le  inaugleFNiV,  est 
i>oicèl(;;donc  il  en  est  de  même  de  M, IN,,  et.  par  suite, 
Mil  =  M,Ni.  On  sait,  du  reste,  d'après  la  propriété  du 
cercle  directeur,  que  MIS  =  MF,  et  M ,  N,  =  M,  F,  \  on  en 
déduit,  en  observant  que  les  deux  triangles  SMN,  SM,! 
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su, 


(86) 


M,N,       H, F, 


d'où  l'on  conclut  que  la  droite  F,  S  est  la  bissecirice  de 
l'angle  exténearda  triangle  MM, F,. 

Lorsque  la  droite  MS  aura  tourné  autour  du  poîntM 
jusqu'à  devenir  tangente  à  l'ellipse,  au  même  instant 
la  droite  SN  sera  devenue  tangecie  au  cercle  et  la  bis- 
sectrice F,  S  sera  devenue  perpendiculaire  à  MFi',  les 
limiiei  des  deux  triangles MNS,  MFiSseroiitdoncdeux 
triangles  rectangles  ayant  l'hypoténuse  commune  elle 
côté  MFi  =  MN  :  donc  ils  seront  égaux,  leurs  «ngict 
en  M  seront  égaux,  et  la  propriété  connue  est  établie. 

2.  Les  normales  à  l'ellipse  aux  points  M  et  M,  vont 

se  couper  en  un  point  O  dont  nous  allons  chercher  la 

limite  quaud  le  point  M,  se  rapproche  indéfiniment  du 

Rg.  .. 


point  M.  Les  deux  droites  NF„  N,F,  [fig.  i)  sont  pa- 
rallèles k  ces  deux  normales  MO,  M,Oj  le  quadrilatère 
formé  par  les  deux  normales  et  les  deux  tangentes  en 
M  et  Ml  est  inscriplible  dans  un  cercle  dont  le  diamètre 
a  pour  limite  la  distance  du  point  M  an  point  cherché 
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sur  la  ligoe  MO;  àétigaoas  ce  diamètre  variable  par  d. 
Si  nous  comparons  le  cercle  doDt  nous  venons  de  parler 
à  celui  c]ui  est  circonscrit  au  triangle  FiNlV,,  les  rayons 
de  ces  cercles  sont  proportionnels  aux  cordes  sous-tendant 
desarcsdemèmegraduation,  comme  MM,,  NN|,  puisque 
NFiN,  =MOMi}  donc,  désignant  par  tJ,  le  diamètre  de 
ce  dernier  cercle,  on  a 

d  _  MM, 

rf,  ~  NN,  ' 

D'ailleurs,  si  l'on  considère  la  transversale  FM)  N|  au 
triangle  SMN,  elle  fournit  IVgalîlé 

SN,  X  WF  X  MM.  =  SM,  X  MF  X  HH, 
MM,       SM,       MF 


Les  limites  des  deux  membres  de  cette  égalité  seront 
Fie>.  1. 


^ates  ;  or,  si  nous  supposons  que  le  quadrilatère  S,  N  MF] 
de  iajig.  a  soit  la  limite  du  quadrilatère  SNMFt  de 
la  jîg-,   I,  observant   du  reste  que  le  cercle  circonscrit 
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aa  triangle  FiNP^i  a  pour  limite  le  cercle  passant  par 
F,  et  tangent  au  cercle  directeur  en  N,  c'est-à-dire  le 
cercle  dont  le  centre  est  en  M  et  passant  par  le  pointF,, 
désignant  enfin  par  u  ia  limite  du  point  O,  on  aura 

Mb    _S.M       MF 
2MF,~S,N'^  2a' 

Si  nous  prolongeons  Si  F,,  perpendiculaire  à  MFi, 
jusqu'à  ia  rencontre  avec  la  normale  en  M  au  point  L, 
le  triangle  MFiL  est  semblable  au  triangle  StNM  ;  on 
en  dëduit 

S|M_ML 

S,N"MF,' 

remplaçant  dans  l'égalité  précédente,  il  reste,  après  ré- 
duction, 


Il  suffit  donc,  pour  obtenir  le  point  tu,  de  prendre  sur 
MF  la  longueur  MG  =  a,  d'unir  le  point  G  au  point  L, 
et  de  mener  par  le  point  F  une  parallèle  à  GL  jusqu'à 
sa  rencontre  en  u  avec  la  normale  en  M. 

3.  I)  me  parait  intéressant  de  placer  ici  la  démonstra- 
tion d'une  proposition  que  j'ai  reconstituée  sur  mes 
souvenirs  des  examens  de  M.  Mannheim  (  i863). 

II  s'agit  de  démontrer  que  le  rapport  des  distances  d'un 
point  de  l'ellipse  à  un  foyer  et  à  une  droite  fixe,  appelée 

directrice,  est  constant  et  égal  à  -  • 

Si,  dans  la /îg-.  a,  le  point  M  de  contact  se  déplace 
SUT  l'ellipse,  le  point  Si  décrira  l'axe  radical  du  pointF, 
et  du  cei-cle  directeur.  Projetons  le  point  M  sur  cette 
droite  DD,  ;  le  quadrilatère  PQRS,,  dont  deux  angles 
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opposés  sont  droits,  est  înscriptiblc,  «l  l'on  en  déduit 

HQXMP^MRXMS,; 

du  reste,  d'après  la  considération  du  triangle  rectangle 
MFiS,,  on  a  aussi 

MRxMS,  =  mf;, 

d'où,  par  comparaison  avec  l'égalité  précédente, 

MF,  _  MQ , 

MP  ~MF,' 

■   1  MQ     ,     ,  MQ    „  . 

mais  le  rapport        i  égal  au  rapport--^)  ]  est  aussi  au 

rapport  -r-^  ^  ->   d'après  la   similitude  des  triangles 
Mi\Q,NFF,-,  doue  enfin 


Inutile  d'ajouter  que  ces  démonstrations  s'appliquent 
uns  restriction  à  l'hyperbole. 


KCtLE  SP&CIALK  MILITAIRE  (CONCOURS  BB  1878). 


Composition  matJiématiqiie  (3  heures). 

Première   question  [calcul  logarithmique).  —  Ca 
t^ulerla  lurTace  S  donnée  par  la  formule 

S  =  2itS'(cosf  —  sinç), 

o*ns  Iiquelte  R  ^  79",  575  et  (f  =  23''27'a2''. 

iVoto.  —  La  valeur  de  S  représente  la  surface  de 
i»n«  tempérée,  à  l'éclielledela  carte  de  France. 
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Deuxième  question,  —  On  donne  les  iroU  c6t^a  a,  £, 
cd'un  triangle  et  l'on  supposea>-fe>c.  Déterminer  la 
quantité  œ  qu'il  faut  retrancher  de  chaque  côlé  pour  que 
le  triangle  qui  aurait  pour  côtéa  a  —  j:,  b — x,  c  —  x 
soit  rectaogle.  (Discussion  sommaire.) 

Troisième  question.  —  On  donne  un  triangle  équila- 
téral  ABC.  Mener  par  le  point  O,  milieu  de  BC,  une  sé- 
cante qui  rencontre  en  M  te  cèté  A6  et  en  N  le  prolon- 
gement duc6té  AC,et  qui  soîttelleque  la  somme  des  aires 
des  triangles  0MB  et  ONC  soit  égale  à  l'aire  du  triangle 
ABC. 

Épure  {a  7  heures). 

On  donne  un  plan  PccP'  dont  les  traces  font  avec  la 
ligne  de  terre  XY  des  angles  PaX  =  45''et  P'a:X  =  36'' 
(le  point  a  étant  situé  à  droite  et  à  loo  millimètres  du 
point  m  milieu  de  la  ligne  de  terre).  On  donne  en 
outre  un  point  S  silué  dans  le  plan  P«P',  à  /ja  milli- 
mètres en  avant  du  plan  vertical  de  projection  et  à 
45  millinièlres  au-dessus  du  plan  liorJzontal.  Ce  point  S 
est  te  sommet  d'un  tétraèdre  SABC  qui  s'appuie  par  sa 
base  ABC  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  L'angle 
solide  S  est  Irirectangle;  le  plan  de  la  face  SAB  du 
tétraèdre  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  la  face  SBC 
est  située  dans  le  plan  PaP. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  du  tétraèdre  j 

a"  De  prendre  les  points  O  et  I  milieux  des  arêtes  op- 
posées ÂC  et  SB,  et  de  tirer  la  droite  01  ; 

3'  De  mener  par  cette  droite  01  un  plan  faisant  un 
angle  de  33  degrés  avec  l'arête  SB; 

4°  De  construire  les  projections  de  la  section  faite  dans 
le  tétraèdre  par  ce  plan. 
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CONCOURS  D'AMISSMH  >  l'ÉCOLB  CtNTRlLt. 

I"  MISIOIT.  —  3  ET  3  lom   1S7S. 


ÉPREUVES   ÉCBITES. 

I.  —  Géométrie  analjtiqtte. 

On  donne  dans  un  plan  une  droite  LL',  un  point  F 
et  un  point  A  ;  on  considère  toutes  les  coniques  pour  les- 
quelles le  point  F  est  un  foyer  et  la  droite  LL'  la  direc- 
trice correspondante.  Par  le  point  A  on  mène  des  tan- 
gentes Ji  toutes  ces  coniques,  et  l'on  demande  : 

1°  Le  lieu  de  la  projection  du  point  A  sur  toutes  tes 
cordes  de  contact  ; 

a"  Le  lien  des  points  de  contact.  Ce  dernier  lieu  est 
nue  conique  :  reconnaître  quel  est  son  genre  d'après  la 
position  du  point  A,  et,  pour  une  position  donnée  de  ce 
point,  cherclieF  à  obtenir,  par  des  constructions  simples, 
un  nombre  de  points  et  de  tangentes  suffisant  pour  déter- 
miner la  conique. 

n.  —  Géométrie  descriptive. 

Intersection  de  surfaces.  Hémisphère  traversé  par 
un  tore.  —  L'hémisphère  est  tangent  au  plan  vertical  et 
repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  ;  son  rayon  est 
égal  à  o™,ioo,  et  son  centre  C,  C  est  équîdislant  des 
grands  câiés  du  cadre. 

L'axe  du  tore  Z,  Z'  est  vertical,  à  0°,  170  du  plan  ver- 
tical, et  au  milieu  de  la  feuille;  le  centre  du  cercle 
méridien  est  à  o^^O'jo  de  cet  axe  et  k  o'ioSi  du  plan 
horisontal  de  projection;  le  rayon  de  ce  cercle  est  égal 
à  o"',o49. 
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Od  demaDde  de  représenter]' hé  mi  sphère  supposd  plein 
et  existant  seul,  en  supprimaat  la  portioD  de  ce  corps 
comprise  dans  le  lore. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  em- 
ployées pour  délerminer  un  point  quelconque  de  l'in- 
tersecUon  et  la  tangeitte  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  au  petit  côté  du 
cadre,  à  o^fiSo  du  petit  cAlé  supérieur. 

Titre  extérieur  :  Inierst^ctiou  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Hémisphère  traversé  par  un  tore. 

III.  —  Trigonoméirie. 

On  donne  deux  côtés  a  elb  d'un  triangle,  ainsi  que 
l'angle  compris  C,  savoir  : 

6  =  94  567- ,891, 
C=:i36''4a'37\42. 

On  demande  de  calculer  : 
1°  Le  troisième  côié  c*, 
3°  Les  angles  Â  et  B; 
3°  La  surface  du  triangle. 

IV.  —  Physique  et  Chimie. 

x"  Un  manomètre  à  air  libre,  qui  se  compose  d'un 
tube  en  fer  AmnpCD  trois  fois  recourbé  et  d'un  tube 
en  verre  AB,  plus  large  que  le  tube  en  fer,  renferme  du 
mercure  jusqu'à  la  hauteur  du  plan  horizontal  AC;  la 
partie  mnp  du  tube  en  fer  contient  de  l'eau. 

Le  rapport  des  sections  du  tube  eu  verre  et  du  tube  en 
fer  est  égal  à  5. 

On  demande  de  calculer  de  quelle  quantité  le  mercure 
montera  dans  lu  tube  en  verre  pour  une  pression  de 
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3a~,8(j,  en  colonne  d'eau,  exercée  dans  la  branche  ÛC. 

Densi(é  du  mercure:  i3,5. 

v  Formules  relatives  à  la  préparation  de  l'acide  sal- 
furifiuede  Nordhausen  et  de  l'acide  sulfunque  ordinaire. 

3°  Qael  est  le  volume  d'acide  suIAirique  (SO',HO) 
qu'on  peut  obtenir  avec  260  kilogrammes  de  soufre? 

Équivalents:  H=  i,0  =  8,  S=  16. 

Densité  de  l'acide  sulfurique  :  i  ,84- 

CARCOURS  B'ABMISSION  A  L'ÉGOLS  CENTRALE. 


ÉPltRUTES    ÉCniTES. 

I,  —  Ctèoinétrie  analytique. 

1°  On  donne,dansun  plan,  une  droite  Pet  un  point  F 
pris  en  dehors  et  à  nne  distance  a  de  cette  droite:  écrire 
l'équation  générale  des  hyperboles  qui  ont  le  point  F 
ponr  un  de  leurs  foyers  et  la  droite  P  pour  une  de  leurs 
asymptotes. 

a'  Du  centre  de  chacnne  de  ces  hyperboles  on  mène 
à  la  droite  P  une  perpendiculaire  qu'on  prolonge  jus- 
qu'à son  intersection  M  avec  la  direcirïce  correspondant 
au  foyer  F  :  trouver  l'équation  de  Ja  courbe  lieu  des 
points  M  et  indiquer  la  position  de  cette  courbe. 

3°  Former  l'équation  du  lieu  des  projections  du  foyer  F 
sur  la  seconde  asymptote  de  cbacune  des  hyperboles 
considérées. 

II.  —  Géométrie  descriptive. 
Intersection  desurfaces.  Solide  commun  à  deux  cônes 

circulaires.  —  On  donne,  sur  te  plan  horizontal  de  pro- 
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jection,  deux  cercles  C,  Cn  dont  la  corde  commune  ssi 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  xy\  le  rayon  de  C 
est  égal  à  o°',o6o;  celui  de  C  à  o", 046.  La  distance  des 
centres  est  égale  ào",  o3!t,  et  la  ligne  des  centres  est 
à  o",  o35  de  la  ligne  de  terre. 

Ces  cercles  servent  de  bases  à  deux  cdnes  dont  les 
sommets  respectifs  se  projettent  aux  points  (j,;'),  (Si,^,). 
On  prendra  i'à  o",  100  au-dessus  delà  ligne  de  terre  et/, 
ào-,o5o. 

On  demande  :  1"  de  représenter  par  ses  projections  le 
solide  commun  aux  deux  cônes  donnés,  en  limitant  ces 
deux  canes,  supposés  pleins  et  opaques,  d'une  part  aux 
sommets,  d'autre  part  au  plau  des  bases;  3°  de  représenter 
en  pointillé,  jusqu'aux  bords  du  cadre,  les  projections 
de  la  ligne  de  rencontre  des  nappes  inférieures  des  sur- 
faces coniques  supposées  alors  prolongées. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constractions  em- 
ployées pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'in- 
lerseciion  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtes 
du  cadre. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Solide  commun  à  deux  c6nes  circu- 
laires. 

in,  —   Trigonométne. 

Etant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle 

ff  =  ii4gi,32, 
6  =  i4364,i5, 
cr^    8618,49. 

calculer  les  angles  et  la  surface  de  ce  triangle. 
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IV.  —  Physique  et  Chimie. 

i"  Un  lube  cylindrique  en  verre,  d'une  longueur  de 
x*',a7,  muDÎ  de  deux  robinets,  est  disposé  verticalement. 

Le  robinet  inférieur  étant  fermé,  on  introduit  dans  ce 
tube  une  colonne  d*eau  de  o", 89,  et,  au-dessus,  une 
coucbc  d'huile  de  o",  ao  de  hauteur;  la  densité  de  l'huile 
est  égale  à  0,75.  Le  reste  du  tube  est  plein  d'air  sous 
la  pression  atmosphériqiie  de  0*^,750. 

Ou  ferme  le  robinet  supérieur  et  l'on  ouvre  partielle- 
ment le  robinet  inférieur,  de  façon  à  laisser  couler  l'eau 
goutte  it  goutte  jusqu'à  ce  que  l'équilibre  s'établisse. 

On  demande  de  quelle  hauteur  s'abaissera  le  niveau 
de  l'huile. 
Densité  du  mercure:  i3,6. 


a"  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammo- 
niaque. 

Formules  relatives  à  l'action  du  chlore  et  du  carbone 
sur  le  gaz  ammoniac. 

On  calculera  la  densité  théorique  du  gaz  ammoniac. 

Densité  de  l'azote  :  5=  0,972.  Densité  de  l'hydro- 
gène :  },  =  0,099a. 


GOHIBSPINBAIliCB. 

Mon  cbbh  Bkisse, 

Vous  m'avez  donné  l'idée  de  chercher  une  démonstra- 

lioD  de  la  propriété  de  la  tangente  aux  sections  coniques 

en   la   considérant  comme   intersection  du  plan  de  la 

coorbe  avec  le  plan  tangent  au  cône  droit  sur  lequel  elle 
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se  trouve;  l'idée  a  fait  son  irajei,et  je  vous  oilre  le  résul- 
tat, heureux  s'il  peut  vous  être  agréable. 

Je  parle  sur  la  figure  connue,  au  moyen  de  laquelle 
Dandelin  a  établi  la  nature  des  sections  du  c6ne  droit. 
Soit  M  un  point  d'une  seciion  plane  d'un  c6oe  droit;  par 
ee  point  je  lui  mène  un  plan  tangent  qui  va  couper  l'axe 
focal  eu  un  point  A;  AM  sera  la  tangente  â  la  section; 
le  plan  langent  tout  le  long  de  la  génératrice  du  c6ue 
passant  en  M  sera  aussi  tangent  en  C  à  la  sphère  in- 
scrite dans  le  cane  et  dont  la  surface  renferme  le  foyer  F 
de  la  section,  et  eu  Ci  à  la  deuxième  sphère  iascrite  au 
c6ue  et  passant  par  le  foyer  F,  ;  je  construis  la  généra- 
trice de  contact  CC,  et  les  droites  MF,  MF,. 

Les  deux  triangles  AMF,  AMC  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  càtés  égaux  :  AM  commun,  AF:^AC 
comme  tangentes  à  une  sphère  issues  d'un  même 
point  A,  MF  =  MC  pour  le  même  motif;  donc  l'angle 
AMF  =  AMC. 

On  voit  de  même  l'égalité  des  triangles  AMF,=AMCi, 
d'oùTondéduit  l'égalité  des  angles  AMF,,  AMC,. 

Mais,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  il  est  évident  que  les 
angles  AMC,  AMC,  sont  supplémeutaires,  et,  dans  le  cas 
de  Thyperbole,  qu'ils  sont  égaux;  donc,  dans  le  cas  de 
l'ellipse,  les  rayons  MF,  MF,  font  avec  une  même  partie 
de  la  tangente  des  angles  supplémentaires,  et,  dans  le 
cas  de  l'hyperbole,  des  angles  égaux. 

Bien  k  vous, 

L.  Maletx. 
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SOLUTKIII  D'DUE  gilKSTlOII  Di  LICBHCB  (1815) 

Pu  H.  A.  TOURRETTES. 


Un  poin  t  ma  l  ériel  pesa  ni  assujeltià  rester  sur  unespkère 
de  rayon  a  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance 
par  un  point  B  situé  sur  la  verticale  Oz  du  centre  de  la 
sphère,  à  une  distance  OB  ^=b  de  ce  centre.  On  donne 
la  valeur  (i  de  V  attraction  à  l'unité  de  distartcc,  Vin~ 
tensitè  g  de  la  pesanteur,  la  vitesse  initiale  k  du  point 
mobile,  laquelle  est  supposée  hoiizontale,  et  enfin  la 
distanceh  de  ce  point  au  planhorisontal  xOy  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère. 

On  demande  :  i"  les  limites  entre  lesquelles  variera, 
pendant  le  mouvement,  l'ordonnée  z  du  mobile;  a°  de 
déterminer  complètement  ce  mouvement  dans  le  cas 
particulier  oii  Vnttraclion  du  point  B  sur  le  centre  de  la 
sphère  est  égale  et  contraire  à  la  pesanteur. 

Soient  m  la  masse  de  A,  i  celle  de  B,  N  la  pression  sur 
la  sphère,  les  équations  du  niouvemeut  seront 


Multipliant  la  première  par  y  et  )a  deuxième  par  x, 
puis  retranchant  1ns  résultats,  on  trouve 

d'y  efx  _ 

Aan.  de  ilaihém.,  »•  sûrie,  l.  XVUI.  (Mars  1879.)  7 
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QIESTIOSS  PROPOSAIS  AD  CONCOURS  Gfi!l£lUL  N  1S7S. 

MATHÉMATIQUES  SPÉCULES; 

Pii  M.  A.  TOURRETTES. 

Etant  donné  un  pat-allélépipède,  on  considère  tivù 
arêtes  qui  n'ont  pas  d'extrémités  communes  et  les  deux 
sommets  non  situés  sur  ces  trois  arêtes  : 

1°  Trout^r  l'équation  du  lieu  d'une  courbe  plane  du 
second  degré,  passant  par  ces  deux  points  et  s^ap— 
puyant  sur  les  trois  ai-éteS; 

a"  Chercher  les  droites  réelles  situées  sur  la  surface  ; 

3"  Étudier  la  forme  des  sections  faites  dans  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  à  l'une  des  faces  tiu 
parallélèp  ipède. 

Soient  AB,  CD,  EF  les  trois  droites;  achevons  le 
parallélépipède  et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  trois 
lignes  0:r,  Oy,  Oz  menées  par  le  centre  de  la  iîguru 
parallèlement  à  EF,  CD,  AB. 

D'après  cela,  les  équations  des  trois  arêtes  seront 

ABJ'"^'''     Cd!'^""""'      EfJ^  =  ~'* 

Les  coordonnées  du  sommet  G  sont 

a,  —b,  —c, 
celles  du  sommet  H, 

—  a,  b,  c. 

Gela  posé,  la  droite  GH  a  pour  équations 

ry  -h  l/z  -■-  o. 
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ei  l'équatioD  des  plans  passant  par  celle  droite  sera 

(i)  cx-hbz  +  -).(e^-az)  =  o. 

CherchoBs  les  coordonnées  des  points  d'inieraeclion  K, 
L,  M  de  ce  plan  avec  les  trois  arêtes. 
Ponr  AB, 

Pour  CD, 


Maintenant,  projetons  les  cinq  points  G,  H,  K,  L,  M 
sur  le  plan  xOj-.  En  désignant  par  des  lettres  accentuées 
les  projections,  j'aurai 


Si  l'on  cherche  l'équation  de  la  conique  passant  par 
les  cinq  points,  on  trouve  sans  peine 

(Il        (^■-.■)v+(,_.)U-*)l+:r'-l.'i 

cette  équation  et  celle  du  plan  représentent  la  conique 
de  l'espace.  On  obtiendra  donc  le  lieu  demandé  en  éli- 
minant X  entre  les  deux  équations,  ce  qui  conduit  à 

j  (^■-.■l(.j  +  i.)'+{r'-*')(''=-")- 
C'est  une  surface  du  quatrième  d^ré. 
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La  deuxième  limite  sera  2'  : 


2[[Lb-g} 

L'autre  racine  étant  nécessairement  négative,  il  faut 
l^h—g>o. 

Je  vais  maiitlenant  examiner  le  cas  particulier  où  l'at- 
traction du  point  B  sur  le  centre  de  la  sphère  est  égale 
et  contraire  à  la  pesanteur. 

Dans  ce  cas,  y.b  =  g  et,  par  suite, 


On  prend  le  signe  — ,  parce  que  m  commence  par  di- 
minuer quand  t  augmente  *,  il  faudraau  eontraire  prendre 
le  signe  +  quand  le  mobile  aura  atleint  la  deuxième 
limite. 

L'équation  cï-dessus  s'intègre  immédiatement  et 
donne 


sans  constante. 
On  en  tire 


(8) 


Maintenant,  l'équation  (4)  peut  s'écrire 


-,  par  suite, 

k  <ja^  —  li'dt 
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La  constante  e5l  nulle;  on  trouvera  le  détail  de  l'inl^- 
gratioadans  \es  Exercices  de  Frenet,  n"*  348,  349. 

Si  l'on  veut  l'équation  de  la  projection  de  la  trajec- 
toire snr  le  plan  orO/,  il  faut  éliminer  t  entre  (9)  et 


ce  qui  donne 


v'o'cos'f +  (a'  — /*')3in'ç 
0Q|  CD  coordouuées  rectangulaires, 

a'^  -t-  (a'  —  A»)  jr'  =  a'(<i>  —  A'). 

CW  une  ellipse  ayant  pour  axes  y'a'  —  A*  et  «. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  particulier  que  je  viens 
(i'eiaminer,  la  deuxième  limite  de  2  est  —  h\  par  suite, 

la  durée  de  la  descente  du  mobile  est -j-- Cela  posé,  pour 

représenter  le  mouvemeni  ascendant,  il  faut  se  servir  de 


-A;  il  vient  pour  C 


a  * 


"(^^) 


Ainsi  la  formule  (8)  représente  lout  le  mouvement  ; 
I  en  est  de  même  de  (9),  qui  en  est  une  conséquence. 
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d'où 

C'est  une  premîèrt;  équation ,  celle  qu'on  obtiendrait 
en  appliquant  le  principe  des  aires.  En  multipliant  res- 
pectivement par  atix,  ^dy,  ^dz  et  ajoutant,  il  vieot, 
après  des  rédactions  évidentes, 

dv>=7.[y.b~  g]dz, 
d'où 
(s)  .^  =  G  +  '^[^b-g)z. 

Ces  deux  équations  avec  celle  de  la  spbère 
(3)  :='+r'  +  =':=«' 

suffisent  pour  déterminer  le  mouvement. 

U  faut  maintenant  trouver  la  valeur  des  constantes  en 
fonction  des  données  initiales. 

La  vitesse  k  étant  horizontale  se  projette  sur  xO^  sui- 
vant une  perpendiculaire  à  la  projection  de  OÂ.  Soit  r 
cette  projection  et  f  son  angle  avec  Ox;  on  aura 

dt 

dt 
Mais  à  l'origine  du  mouvement  r  =  •^a*  —  h*  :  donc 

C=  k\l  a'  —  h'. 
Pour  déterminer  C,  il  suffit  de  faire  v*  =  A*  et  «:=A, 

Par  conséquent,  les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

(41         4- 

(5)  .•  =  <■ 
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L'équation  (3)  donne 

xdx  ->r  r^y  +  *i 
Ar  dy 


dc'  +  d 


(6j 

AjouUnt  (4)  et  (5)  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
il  vient 

('•+^)^^^  =  *•(»■-*■)■ 

Remplaçant    x* -^y*    par    o'  —  «', 
A'-f-  2(u6  — s){.^  —  ^)  —  ^'  ''  vient  facilement 

(7l''5  =  ±\'«(i'»-sK=-'')l"'-''l-*'l»--*1- 

Cette  équation  donnera  z  en  fonction  de  t  ;  mais  l'in- 
t^ration  n'est  pas  possible  généralement. 

Cherchons  les  limites  de  z.  Pour  cela,  il  faut  égaler 
le  radical  ^  zéro,  r^ous  apercevons  immédiatement  le 
facteurs  — A:  ainsi  x  =  A  est  une  des  limites;  ce  qui 
était  facile  à  prévoir,  puisque,  quand  z  =^h,  la  vitesse 
est  horizontale  et  par  suite  rfi  =  o.  En  décrivant  par 
z  —  A  !e  polynôme  sous  le  radical,  il  vient 

(8)        2(pi_f)4'  +  *'8-3(f.i_j)fl>+*'A  +  0. 

Si  l'on  substitue  —  a  ei  —  eo  ,  on  trouve  —  À*(o* — h*) 
et  -4-  «  }  donc  il  y  a  une  racine  négative  qu'il  faut  re- 
jeter. L'autre  racine  sera  donc  la  seconde  limite,  et, 
puisque  le  point  est  sur  la  sphère,  elle  sera  nécessaire- 
ment plus  petite  que  a  en  valeur  absolue. 

En  résolvant  (8),  on  trouve 

__t'±VA'-8(fxA-g)[^-A-a(ftA-y)«'l 
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Cherchons  les  géuératrîces  reciilignes  situées  sur  la 
surface.  La  méthode  générale  conduit  à  une  équation  du 
quairiènie  degré  à  coefScients  compliqués.  Ces  coefii- 
cients,  égalés  à  zéro,  donnent  cinq  équations  pour  dé- 
terminer les  paramètres  des  génératrices 

U  y  aura  une  équation  de  condition  k  laquelle  les  va- 
leurs de  et,  |3,  p,  <]  devront  satisfaire.  Ce  calcul  étSDt 
impraticable,  je  considère  l'équation  (3)  de  la  surface 
et  je  vois  que  la  diagonale  cy  -^bz  =  o,  az  —  cj:  =  o 
est  sur  la  surface,  ce  qui  est  évident.  Nous  devons  aussi 
trouver  les  trois  arêtes. 

En  efiet,  faisons  z  =  c,  il  vient 

ce  qui  donne 


Nous  avons  la  droite  cherchée  CD,  la  droite   AG  et  la 
droite  DG  qui  est  double. 
Faisons  s  =  —  c,  il  vient 

ce  qui  donne 

)  y  —  ^i         l  J'  =  — *.    j  ^  —  -a, 

ou  bien  les  droites  HB,  EF,  HE  ;  la  dernière  est  double. 
Pour  ar=  fl,  on  trouve 
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d'uù 

\r^i>,  ir  =  -*,  1  »--=c, 

ou  bien  les  droites  AB,  FG,  AG;  la  dernière  est  double. 
Pcarj  =  ft,  on  trouve 

d'où 

1   x^a,    (  x:=  —  a,    i  s^-~  e, 

ou  bien  les  droites  AB,  CH,  HB  ;  la  dernière  est  double. 
Pour  X  =  —  a,  on  trouve 

OU  bien 

On  obUent  ainsi 

ou  bien  les  droites  EH,  CH,  et  la  conique 

*=— rt,     [_y+ft)(,  +  e)  — 2(c_^-i-*ï)  — o. 
Enfin,  ponr^  = —  6,  on  trouve 
(,-. 1  (.-.)[(,  +  .)(.-.)-,,(„— ■•x)]  =  o, 
ce  qui  donne  les  droites 
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Examinons  les  variations  de  AM  vi  de  M'C.  Quttnd 

M'C  —  o,  d  =  -=  cl  AM  =  -^1  la  section  «si  un  tri- 

V3  ^  _ 

angle  ^quiUtëral  ayant  a^  pour  c6ié  ei pour  sur- 
face. Entrerf  =  — =  et  (in — =>  la  section  est  un  hcxa- 

V3  V3 

gone,  puisque  le  plan  sécant  rencontre  six  arêtes;  au 
delà  de  ces  limites,  la  section  est  un  triangle. 

La  surface  S  de  cette  section  est  égale  à  la  projection  P 

divisée  par  le  cosinus  (*}  du  plan  sécant  ou-p-  Or  cette 
projection  est,  en  général,  la  différence  entre  le  carré  a* 
etdeuz  triangles  rectangles  isoscéles  CM  4-C'M',  soit 

î,      - 


par  suite 


Pour  d  = ,  la  surface  de  l'hexagone  régulier  d'un 


™'*~;=est — > — ;  c'est  le  maximum  des 

va         4 


riables. 


(*)  La  TrigOQomdtrie  est  on  dchor*  dn  programme  de  11  cUue  de 
Philoiophie,  mais  on  voit  immodialemenl  ici  coiDnieDt  on  anppléerait 
an  coilnua  par  la  considéTation  des  figurai  seinhlablei. 
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RHÉTORIQUE  ; 


Étant  donnée  une  sphère,  on  construit^  sur  un  grand 
cercle  de  cette  sphère,  comme  base,  un  cône  équivalent 
à  la  moitié  du  volume  de  la  sphère,  et  l'on  demande  : 

1°  De  trouver  le  rayon  du  petit  cercle  suivant  lequel 
la  surface  de  ce  cône  coupe  la  sur/ace  de  la  sphère; 

2°  D'évaluer  le  -volume  de  la  portion  de  cône  com- 
prise entre  sa  base  et  le  plan  de  ce  petit  cercle. 

Le  cône  ayant  pour  base  un  cercle  de  rayon  R  aura 

une  hauteur  h  =  aR  pour  que  son  volume  soîl  -  I-     —  J  ■ 

Or*  en  désignant  par  A  le  sommet  du  cône,  par  AB 
son  apothème,  par  N  le  point  de  rencontre  de  AB  avec 
lasphÂre,  parNM  le  rayon  dn  petit  cercle  d'intersection, 
par  AC  la  tangente  à  la  sphère,  on  a 


iC 

=  VOA 

-oc'= 

=  Rv^. 

AB=  V'ôÂ 

+  08  = 

»Â 

NA.AB 

AN 

3R 

et     BN 

OH 

AO.BN 

«    MN=5| 

Le  volume  du  tronc  de  cftne  est  donc 
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D'après  cela,  on  coDstrait  facilement  la  courbe,  qui  a 
quatre  branches  inânies. 
Kou.  —  La  même  queition  ■  été  réiolue  par  MM.  Barbartn  et  Brunot. 

MATHÉMATIQTJES  ÉLÉMEHTAIBES  (•); 
Pit  M.  B.  ROBAGLIA. 


On  donne  une  circonférence,  une  droite  fixe  LL'  qui 
rencontre  la  circonférence,  et  deux  points  fixes  A  el  A' 
sur  la  circonfér-ence j  on  joint  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  aux  deux  points  A  et  A',  les  droites  MA, 
M'A'  rencontrent  la  ligne  fixe  LL'  en  deux  points 
■variables  FetV:  démontrer  qu'il  existe  sur  la  droite 
LL'  deux  points  fixes  I  et  V  tels  que  le  produit  IP  X  l'P' 
demeure  constant  lorsque  le  point  M  se  meut  sur  la  cir- 
conférence j  déterminer  la  position  des  deux  points  I 
etV. 

Menons,  parle  point  A,  jusqu'en  sa  renconireN' avec 
la  circonfiérence,  la  droite  AN'  parallèle  à  la  droiie  fixe 
LL'  ;  menons  de  la  même  manière  la  droite  A'N  et  tirons 
les  droites  AN  et  A'W  qui  coupent  la  droite  LL'  en  deux 
points  fixes  I  etl'. 

Les  points  I  et  l' ainsi  déterminés  sont  les  deux  points 
cbercliés. 

En  effet,  les  deux  triangles  AIP  et  A'I'P'  sont  sem- 
blables, car  d'une  part 


(*)  Quealian  déjà  réiolue  t.  XV,  p.  37^. 
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On  a  donc 

IP         AI 

ÏPXl'P'  =  AlXA'r, 
quantité  constante. 
Note.  —L»  mAme  qnMtiOD  B  éU  résolus  par  H.  Ch.  Bruno 


Dans  un  cube  JoiU  l'arête  est  a,  on  mène  une  dia- 
gonale AÂ',  puis  on  coupe  le  solide  par  un  plan  mené 
perpendiculairement  à  la  diagonale  et  à  une  distance  d 
du  sommet  A  : 

I"  On  demande  la  figure  de  la  section  qui  corres- 
pond aux  diverses  valeurs  de  d; 

a"  On  demande  l'aire  de  la  section  et  les  limites 
entre  lesquelles  elle  varie  lorsque  le  plan  sécant  se  dé- 
place. 

Faisons  passer  un  plan  par  les  diagonales  CA,  C  A'  de 
deux  faces  opposées  du  cube;  il  contiendra  la  diagonale 
A  A'  et  il  sera  coupé  par  le  plan  sécant  suivant  uue  per- 
peadicalaire  h  AA'. 

Considérons  les  points  M,  M',  N  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  les  diagonales  A'C,  AC,  AA';  nous  au- 
rons, k  cause  des  triangles  semblables  AMN,  A'M'N  et 

AA'C, 

AM:AA'::  an  :ac, 

A'M':  AA'::A'N:  AC; 
d'où 


Wl 


^/2 
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OU  les  droites  GF,  EF  et  la  conique 


{' 


»)(■ 


-a(.. 


En  résume,  on  trouve  tjue  les  arêtes  DE,  BF,  CÂ  op- 
posées À  celles  que  l'on  a  choisies  ne  sont  pas  sur  la  sur- 
face; en  tout,  on  obtient  donc  dix  droites  distinctes, 
mais  cela  ne  démontre  pas  qu'il  n'y  eu  ait  pas  d'autres. 
Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  savait  résoudre  les  équations 
en  ce,  ^,  p,  q,  on  tomberait  sur  une  équation  du  seizième 
degré  en  a.  On  aurait  doue  au  plus  seize  droites,  eu  ad- 
mettant que  toutes  les  valeurs  trouvées  satisfissent  & 
l'équation  de  condition. 

Pour  étudier  les  seclions  par  un  plan  parallèle  à  l'une 
des  faces  du  parallélépipède,  je  fais  £  =  k  dans  l'équa- 
tion, h  étant  un  paramètre  variable.  En  développant  et 
ordonnant,  on  trouve 

I  c'x'Jr'-^-eb/l  I  x'y  +  c'a  1  xy'-i-  b'h' 
\  +ic»   1  —cah  I         ~-b'<? 

(4)  +cb'h 

I        +  ab&>  I  XX  —  a'bch  I  y  +  c*>«/<   1  x  —  a'b'A'  V 

1       —aie'  I         —a^bh'  \      —ab'A'  \  I 

Ordonnant  par  rapport  iy,  il  vient 

l  [{e'jfl-i-ae[e  —  /i)x~a'{c'—/t'+eh]]x' 
(5)  +[bc(A-i-c)x'-hab{h^~t')x~a'bh[c  +  f,)]T 

(      -f-6'(A'— c'-f-cA)*'+fli'A(c  — A)x  — a»6'A'=o. 

La  courbe  représentée  par  (  5  ]  aura  des  points  à  l'in- 
fini si  les  racines  de 

e'x>-^ae{e  —  A]x  —  a^e'  —  /i'  +  cA]  =  o 

sont  réelles  ;  on  aura  deux  asymptotes  parallèles  à  Taxe 
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des  j^.  La  condition  de  réalité  eiige  que 

3A'—  2cA  — 5e"<o, 

,      .  5 

on  que  h  sou  compris  entre  ^  c  et  — c. 

De  même,  en  ordonnaot  par  rapport  à  x,  ou  trouve 
que  le  coefficient  de  x*  est 

c"j''-(-e6(c  +  A)j  +  i'[A"— c'-(-M)j 

ce  coefBcieat,  égalé  à  zéro,  aura  des  racines  réelles,  si 

3A'+2cA  —  5c' <o, 

,      .  5 

ce  qui  exige  que  h  soit  entre  —  ■=€  et  c. 

Eu  rangeautces  valeurs  limites  par  ordre  de  grandeur, 
on  a 

5  5 

La  section  aura  deux  asymptotes,  si  h  est  entre  —  -sc 

5 
et  —  c,  ou  entre  c  et  7  c;  elle  en  aura  quatre  s'il  est 

entre  —  c  et  +  c-  En  dehors  de  ces  limites,  il  n'y  aura 
pas  d'asymptotes,  et,  par  suite,  pas  de  points  à  l'iulini  -, 
la  section  sera  une  courbe  fermée.  D'ailleurs,  il  n'y  a 
pas  d'asymptotes  non  parallèles  aux  axes. 
Si  l'on  fait  A  =  o,  on  trouve 

[3^-\- ax  —  o')  j'-l-  [bx^  —  abx'\x  —  b'x*  z^  o. 

Oo  peut  construire  entièrement  la  courbe  représentée 
par  cette  équation.  On  a  quatre  asymptotes,  deux  paral- 
lèles à  Oj' et  deux  à  Ox.  L'origine  est  un  point  isolé.  Il  n'y 

a  pas  de  points  de  la  courbe  entre  x  =  -^  aci  x  ^^ —  a. 
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SECONDE; 

Pjki  H.  LBZ. 

i"  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  lon- 
gueurs des  deux  côtés  AB  et  AC  et  celle  de  la  bissec- 
trice AD  de  l'angle  A. 

Représentons  les  cblés  AC,  AB  par  b  et  c,  la  bissec- 
trice par  p  et  les  segments  additifs  BD  et  DC  par  x,  y  v, 
nous  pourrons  écrire 

ay  =  cé-;j>=7'     et    ^  =  ^- 

Nous  avons  donc  à  chercher  un  rectangle  équivaleut 
»  un  carré  q*  et  dont  les  cAtés  soient  proportionnels  à  c 
et  à  h\  c'est  une  coustruction  très-simple  qui  fera  con- 
naître le  troisième  côié  BC.  Inutile  de  la  reproduire,  elle 
se  troDvedans  tous  les  Traités  clémeiiUÎres. 
Hoie.  —  Autre  solution  par  M.  Droi. 

3"  On  mène  les  diagonales  d^un  triangle  ABCD^  les- 
quelles se  coupent  en  un  point  O.  Étant  données  les 
aires  p*  et  g*  des  deux  triangles  AOB,  COD,  trouver 
l'expression  de  l'aire  des  deux  autres  trianglfs  ÂOC, 
BOD  et  celle  de  l'aire  du  trapèze  T. 

Représentons  les  bases  AB,  DC  du  trapèze  par  a  et  £, 
les  hauteurs  des  triangles  AOB,  DOC  par  A*  et  h,  nous 
aurons 

triangle  BOD  =  S  =  DBC  —  DOC  =  ~ 

et 

triangle  AOC  =  S'—  ACB  -  AOB  =  --  ■ 
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I)e  même 

par  stiiie 

A  a 


IVIaia  CM  triangles  BOD  et  AOC  aoai  ^uivalents  ; 
donc 

iS  =  6A'  =  «A     et     T  =  -T-  * 
Déplus 

n*       ak'       a*  P       a 

H  =  Ti:=T,     *"•         =T'-> 
g'        bh        b'  ?" 

alors 

Jt^ot».  —  Aatr«  lOlulion  p»r  M.  Rob«(;li». 


TROISIÈME; 
Pift  H.  LEZ. 


Construire  un  triangle  ÂBC,  connaissant  la  base  AB, 
donnée  de  position,  l' angle  au  sommet  C  et  un  point  P 
prij  jur  la  bissectrice  de  l'angle  formé  en  C  par  le 
côté  AC  et  le  prolongement  du  côté  BC. 

Sur  le  c6té  AB  décrivODS  un  segment  capable  de 
t'angle  C,  joignons  le  point  P  au  milieu  M  de  l'arc  AB. 
IjCS  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  C  se 
coupant  à  angle  droit,  il  sufBt  de  décrire  nu  cercle  sur 
PM  comme  diamètre,  il  rencontrera  le  segment  au  som- 
met cherché  C. 

^nm.  A  UatSf mal.,  ■i*»étlt:.  t.  \Vl\l.  (Han  1879.)  8 
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RNSBIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉaAL; 
P.H  M.  aOBAGUA. 


Étant  donnés  deitx  rectangles  égaux  su/terposê.t 
ABCD,  A'B'C'D': 

t"  Déterminer  géométriquement  un  point  O  («/,  (jw. 
si,  laissant  fixe  le  rectangle  ABCD,  on  fait  tourner 
aitlourde  ce  point  le  rectangle  A'R' CD'  jusqu'à  ce  que 
la  grand  côté  A'B',  qui  coïncidait  priitûtivement  avec 
AB,  vienne  se  placer  perpendiculairement  à  AB,  le 
milieu  de  K'W  se  troui/e  au  point  de  concours  det  dia- 
gonales du  rectangle  ABCD. 

1°  Calculer,  en  supposant  les  longueurs  des  côtés  AB 
et  AD  égales  à  iaetà^b,  les  dislances  du  point  O  aux 
deux  côtés  AB  et  AD. 

i"  Joignons  respeclivemeat  les  points  A'  et  B',  e>- 
trémilés  de  la  droite  A'  B'  dans  ta,  «econde  position,  aux 
points  A  et  B.  Sur  les  droites  AA'etBB',  en  leurs  mi- 
lieux, élevons  des  perpendiculaires  :  le  point  O  où  res 
deux  perpendiculaires  se  coupent  est  le  point  cherché. 

Remarquons,  en  eifet,  que  AB  égale  A'B';  AO  égale 
A'O  comme  obliques  s'écartant  également  du  pied  de  la 
perpendiculaire  et  de  mëmeOB  égale  OB';  que  par  suite 
les  angles  AOB  et  A'OB' sont  égaux.  En  retranchant  de 
ces  deux  angles  la  partie  commune  A'OB,  on  en  eoiiclut 
que  les  angles  AOA' et  BOB' août  égaux. 

Si  mainlenant  nous  faisons  tourner  le  renanglc 
A'B'C'D'  autour  du  point  O,  de  l'angle  BOB',  le  rayon 
OB  viendra  sur  OB' ut  le  point  Ban  point  B';  de  même  le 
rayon  OA,  tournant  de  l'angle  AOA'=:BOB',  viendra 
sur  OA'  et  le  point  A  au  point  A'.  Ainsi,  le  ret-iangle 
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A'B'C'D',  api-és  nvoir  lotirné  autour  du  point  O,  déter- 
miné comme  nous  l'avons  dit,  de  l'angle  BOB',  prendra 
la  posittoo  marquée  dans  l'énoiioédu  iiroblèiiie. 

a**  Soient  OE  et  OE'  les  perpendiculaires  abaisst-es  du 
point  O  sur  AB  et  AD,  H  le  point  où  la  perpendiculaire 
OE'  reiicoutre  A'B',  M  et  N  les  milieux  de»  droites  AB 
ctA'ii'. 

De  l'égalité  des  deux  triangles  BOA  et  B'O'A',  on  con- 
clut que 

OE^OII,     OE'  =  a-OE,     OM=ON. 

Le  triangle  MON  étant  isoscèle  et  OH  éunt  égal  à  OE, 
on  en  conclut  que 


Les  dislances  du  point  O  aux  deux  autres  côtés  du 
rectangle  ABCD  sont 


SOLimON  IS  U  QtKSTION  DB  NËC&KIQliE  tlfilSNTAlU 

PROPOSAS  kv  co^coDns  d'icbéoition  eu   1876; 
P*«  M.    M  OR  ET- BLANC. 

On  donne  une  circonférence  O  située  daifi  un  plan 
vertical,  et,  sur  la  verticale  du  centre  O,  au-dessus  de 
ce  point  et  en  dehors  du  cercle,  on  prend  un  point  C 
quo  l^on  considère  comme  une  poulie  infiniment  pe- 
tite. 

Sur  une  poulie  passe  un  fil  ACB-,  à  l'extrémité  B  est 
suspendu  un  poids  Q,  à  l'autre  e.rirêmité  A  estjixé  un 
8 
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anneau  qui  supporte  un  poids  P  et  qiù  est  assujetti  à 
glisser  sans  frotlement  le  long  de  la  circonjérence  O. 

Déterminer  les  positions  d'équilibre  du  système  et 
indit/uer  pour  chacune  d'elles  si  T équilibre  est  stable 
ou  instable.  (On  néglige  le  poids  du  fil  et  celui  de  l'an- 
neau, ainsi  que  les  dimensions  de  la  poulie  et  celles  de 
l'anneau.  ) 
Posons 

04  =  r,      OC  =  b,     AOC  =  a,      ACO  =  p. 

Les  composantes  Ung«niielles  do  poids  P  et  de  la  ten  - 
sion  Qda  fil  AC  sont  P  sina  etQ  sin{<):  +  j3],  quel  que 
soit  l'angle  a.  La  condiUon  d'équilibre  est  donc 

(l)  PMna=::Qtin(ix4-p). 

Le  triangle  OAC  donne 


(2)  AsiDp  =  rrin(a  +  p]. 

En  divisant  ces  deux  équations  membre  i  membre,  il 
vient 

Psina  _Q 


,    ,   „— ^,     d'où     sinp^ 
D'autre  part,  l' équation  (a)  donne 
tang^=:-r 1     d'où     sinp=:-rr 


En  égalant  ces  deux  valeurs  de  sin|3,  on  a 

(3)  rsino(Pv'A'-t-r'  — az-Aciwa  — QA)  =  o. 

La    solution  sîna:=o,  d'où  x  =  o   et  a  =  n,  donne 
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comme  positions  d'équilibre  les  deux  exlrémilés  D  et  D* 
da  diamèire  vertical. 

En  ^ftlattt  à  zéro  le  fadeur  ciiiie  parenthèses,  on  a 

P'{A'+  r'}  —  Q'A' 

ce  qui  donne  une  troisième  position  d'équilibre  pourvu 
que  le  second  membre  soit  compris  entre  +  i  et —  i,  ou 
qael'on  aït 

L'angle  a  sera  d'ailleurs  aigu  ou  obtus  suivant  que  P  sera 

plus  grand  ou  plus  iwtit  que  ■ 

Au  point  D,  ce  =  o,  l'équilibre  sera  stable  ou  instable 
■nivaut  qu'on  aura,  pour  de  très-petites  valeurs  de  a, 

Qsin(<(-f  ?)—  Psina^o, 

ou,  en  ne  négligeant  que  des  quantités  infiniment  petites 
par  rapport  à  celles quel'on  conserve, 

Q(^  +  P)-P«§o,     Qp  =  ^%. 

La  condition  de  stabilité  de  l'équilibre  est  donc 

Au  point  [/,«==  R,  l'équilibre  sera  stable  ou  instable 
suivant  que,  pour  de  trèd-petites  valeurs  de  c/  =  n  —  x, 
on  aura 

P8m;,-Qsin(a+p!5o 
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La  condilioit  de  slabilil4  est  donc 


Si  doue  P  esi  comprit  emre  7^  -  et  -p —  >  l'équilibre 

sera  stable  aux  points  D  et  T/,  et  il  y  aura  entreces  deux 
points  une  troisiènie  position  d'équilibre,  nécessairement 
instable.  En  eflet,  si  l'on  écarte  l'anneau  de  l'un  des 
poiiiuD,D',illendày  revenir  jusqu'à  ce  quel'on  atteigne 
la  position  d'équilibre  intermédiaire  :  donc,  dans  celte 
position,  l'équilibre  est  instable. 

Si  l'on  a  P^    _   .  l'éqnilibreestinstablevnDetslable 
en  ir. 

Si  Pi  .?— ,  lëquilibre  est  stable  en  D,  instable  en  D". 

Dans  CCS  deux  cas,  il  n'y  a  pas  d'autre  piisiiion  d'équi- 
libre. 

Lorsque  P  tend  vers  l'nnedes  limites  7-^ — 1   z— — >  la 
'  A  —  rh-i-r 

|>osiiion  d'équilibre  A  tend  vers  la  limite  Dou  D*,  où  l'é- 
quilibre devient  alors  instable. 

.è  réiulite  pir  IHH.  Cumbey  el  Tour- 


801IJTMII  IB  U  «URSTIOS  M  LICBKCE  PUOPASKS 
Al  C«KC01RS  D'AGRÉGATION  EN  1816  ^ 

Par  m.  a.  TOURRETTES. 


l/it  point  nuttén'el  M  se  moût  sur  un  cercle  hori- 
ontal  qui  louritf-  d'un   mouverninl   uniforme  autour 
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H'un  axe  vertical  passant  par  un  point  O  de  la  circon- 
Jérence  : 

i"  Etudier  te  mouvement  relatif  du  mobile  M  sur  le 
cercle  ,■ 

a"  Déduire  de  Ut  les  lois  du  mouvement  absolu  du 
mobile  dans  le  plan  fixe; 

3°  Examiner  en  particulier  le  cas  oà  la  vitesse  du 
mobile  sur  le  cercle  devient  nulle,  quand  le  mobile 
arrive  au  point  O  ;  dans  ce  dernier  cas,  calculer  et  dis- 
cuter la  valeur  de  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur 
le  Cercle. 

On  fait  abstraction  de  la  pesanteur  et  du  frottement. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle  [*),  Oj-Ia  position  ini- 
tiale du  diamètre  OC  A,  ula  vitesse  angulaire  de  rotation, 
6  l'angle  du  rayon  CM  à  l'époque  l,  alors  ut  sera  l'angle 
du  diamètre  OA  avec  Ox. 

1°  Cela  posé,  le  inonvement  du  point  M  est  unique- 
ment dû  aux  forces  qui  naissent  de  ta  rotation  o».  Ces 
forces  sont  an  nombre  de  deux  :  la  force  d'entraînement 
prise  en  sens  contraire,  qui  n'est  autre  que  la  force  cen- 
trifugea*.OM  ou  aau'cos-;  la  force  centrifuge  com- 
posée, qui  a  pour  expression  3<âiv,  et  dont  la  direction 
est  MO. 

La  première  force,  projeiée  sur  la  tangente  au  point 
M,  donne 

2aw'ciH  — sin-     ou     rtti'sinO; 
quant  à  la  seconde,  elle  n'intervient  pas  dans  le  niou- 


il  pri«  lia  faire  li  figur 
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(  ■»»  ) 

L'équation  du  mouvement  relatif  sera  donc 

(.)  2  =  —^... 

en  remarquant  que  la  force  tangenlielte  tend  à  diminuer 
l'angle  d. 

Cette  éqaation  n*e3t  autre  que  celle  du  pendule  simple, 

où   l'on  remplacerait  ~  par  u*.  Je  multiplie  les  deux 

membre  de  ())  par  3<^?,  et  j'ai  par  une  première  inté- 
gration 

M' 
(a)  — =c  +  2«'cose, 

d'où 

M 
dt  =  -. 

On  aura  donc  6  en  fonction  de  t  par  une  quadrature,  qui 
ne  peut  s'effectuer  en  quantités  6nies  généralement. 

a"  Il  est  facile,  quand  0  est  connu,  d'avoir  la  position 
du  mobile  dans  le  mouvement  absolu.  Soicntria  valeur 
deOM,  et  f  son  angle  avec  0:c,  on  aura  immédiatement 


r^  zacoa— 

3°  Passons  au  cas  particulier  où  la  vitesse  du  mobile, 
sur  le  cercle,  devient  nulle  quand  le  mobile  arrive  au 
point  O. 

Dans  ce  cas,  l'Àjuation  (2)  donne 


—  =2»'(l  +  cose)  =  4■»'c..s■- 


^,a,l,zt!dbvGoogIe 


(  '"  ) 

On  peut  écrire  successivement 


pai-snite, 

wf  -t-  c*  ^  -  lognép  - 


Si  l'on  suppose  qu'à  ForigiDe  du  mouvement  Ir  poînlM 
esta  l'extrémité  du  diamètreOA,  il  faut  rjuec'rso.  Donc 


2uf  ^lognép —  • 

I  —  »in  - 

2 

Cette  équation  donne  le  mouvement  relatif:  on  en  tire 
par  suite. 


Ce  sont  les  équations  de  la  trajectoire  dans  le  mouve- 
ment absolu.  En  prenant  les  dérivées  de  r  et  de  f  par 
rapport  à  f ,  on  trouve  que  r  diminue  et  que  f  augmente 
avec  t^  on  en  conclut  que  la  trajectoire  absolue  est  une 
spirale  qui  s'enroule  autour  du  point  O. 

Les  résultats  que  je  viens  d'obtenir  me  permettront 
de  calculer  aisément  la  pression,  qui  n'est  autre  que  la 
résultanie  de  la  composante  normale  des  forces  centri- 
fuges et  de  la  forre  centrifuge  composée. 
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La  composante  normale  de  la  force  ceiilrifdge  prove- 

nanide  la  rotalîon  est  aau'cos*-:  il  T  a<  en  outrv,  la 
a'       J     '  ' 

force  centrifuge  proveitant  du  mouvement  relatif  de  M  : 
n  — =  4ifo'cos'--  DoHC,  en  somme,  j'ai  pour  les  forces 

centrifuge»  6aai*cos*  -• 

II  faut  enfin  tenir  compic  de  la  force  centrifoge  com- 
poséu  awi/,  =  au.auucoa  -  =  Aw'acos  -,   dont  la 

*  2  2 

direction  est  de  M  vers  C. 
Par  conséquent,  la  pression 

Pour  6  =  o,  R  =  2aai*,  c'est  la  force  centrifuge  due  à 
la  rotation  '•>;  prenons  la  dérivée  de  R, 


M 


„î(._3.„.i), 


rfR 


nous  voyous  qnp,  pour  9  =  o,  —  =:o,etque  la  valeur  de 

R=:  2000*  est  un  maximum;  6  augmentant,  R  diminue 
et  s'annule  pour 


puis  R  devient  négatif  et  s'annule  de  nouveau  pour 
S  =  7t.  Quand  cos9=  —  -,  R  est  un  ininîmiim;  il  est 
maximum  pour  Ù^  v. 
Xole.  —  L>  mdiue  question  ■  àto  rénolui-  par  MM.  Gimbcy  et  EMir;. 
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4HIB$TIHS  N  LICENCE  (1877) 

(FACDLtï    DE    mu); 

pa>  m.  h.  courbe. 

i .    Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
représentées  en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

dans  laquelle  c  est  un  paramètre  variable, 
Ed  eniployaDt  les  coordoiinéea  rfclaoguUim 


OH  met  réquatio»  (i)  sous  la  forme 
(a)  ,.+_,.>  _a.log£  = 


■f['.r]  = 

:0. 

Celle 

fournit  la  rel 

ation 

qui,  portée  dans 

l'équation  de  conditiou 

donne 

=  o. 

(3) 

■ 

:^-o, 

le  paramétrée  a  disparu  par  la  dinerentialiou,  de  sorte 
que  l'cqualion  (3)  est  l't'qiiation  diflérciiticlie  des  tra- 
jectoires demandées. 
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(  "4  ) 
Pour  l'intégrer,  on  sépare  les  variables  etl'ou  obtieot 
l'équation 

"dx       _      ydy 

x>-\ J-' 

a  a 

dont  l'iotégrale  est 

ou 

(4)  ,x'-î4V+»'('  +  »')  =  ». 

h*  désignant  une  consume  arbitraire,  qui  a  dû  être  prise 

positive. 

L'équation  (4)  représente  les  trajectoires  orthogonales 
des  courbes  (i)  ;  ce  sont  des  hyperboles  ayant  leur  centre 
à  l'origiue,  leurs  foyers  sur  l'ase  des  y  à  une  distance 

±  — = — -  de  l'origine,  el  dont  les  asymptotes  sont 

représentées  par  l'équatîon  double 


2.  V angle  a.  étant  supposé  compris  enitv  o  et  ~y  sot't 

l'équation  d'une  courte  en  coordonnées  polaires;  on 
demande  si  l'aiiv  du  secteur  limité  par  cette  courbe  et 
par  les  rayons  vecteurs  correspondant  à  &>  =  a  et 
tù^~  a  une  valeur  finie  ou  infinie. 

Le  rayon  vecteur  p  s'annulant  pour  u  ^  a  et  deve- 
naut  infini  pour  u  ^  ->  le  secteur  dont  on  veut  étudier 
l'aire  est  illimité  et  compris  entre  ta  courbe  passant  à 
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(  ■"  ) 

l'origine  et  tangenle  à  la  droite  qui  fait  un  angle  x  avec 
r»e  polaire,  et  âne  perpendiculaire  menée  À  cet   axe 
psf  l'origine,  et  qui  est  une  asymptote  de  la  courbe. 
Il  s'agit  de  savoir  si 


^lang», 
"Unga 

a  une  valeur  finie  ou  iniinie. 
Pour  cela,  comme 


1  iniinie. 

B 

I     log  — —  dtt^    j       lojflanguiAi)  —     j       lograngai/w , 

il  suIGt  de  chercher  si 

j   '  legtangur/» 

a  une  valeur  finie  ou  infinie. 
Je  remarque  que 

I  '  l(^tangM'/w  =:    I      joglangHiAii  —    i      logtangurfw. 

Or,  X  étant  inférieur  k  -■,   aucun  des  éléments  de 

I     logiangai</u  nedevient  infini;  cette  intégrale  a  une 
Tfllenr  finie,  et  il  reste  jt  considérer 

I     logiangufbi. 
Hais 

)   '  logtanguf/u  :=    J      )ogsinu(/u  —    |    '  logrosu<&t, 
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(  "6) 
et,  romme  on  a  évidemment 

l'inlégrale   f  '  logtangw/u  est  nulle;  parcoiiséqneni, 
l'intégrale  pi^iposéc  a  une  valeur  finie  qui  est 

1  n,og'iî!E^,/« 

=  —  -  I  ("  —  «1  logiang*  -h  j     It^wngwrfw    • 

TBÉOItlE  fiLÉHERTAIBB  DBS  FONCTI«?IS  BLLIPTIQUES; 

Pai  m.  h.  laubrnt. 

PaKMlfeRBS   ÂPPLICiTlONS   CÉOhATKIQUES.   —    rORMDLES 


Dans  les  applieatioiis  <lu  Calcul  intégral,  les  fonctions 
trigonoinétri(]aes  se  présentent  sous  leurs  formes  in- 
verse» quand  on  ne  les  introduit  pas  directemenl  dans  le 
calcul  sous  leur  forme  normale.  Il  faudra  donc  nous  at- 
tendre à  rencontrer  par  analogie  les  inlégrales  ellip- 
itqnes  avant  les  fonctions  directes  :  aussi  allons-nous  re- 
venir un  instant  sur  ces  fonctions  inverses. 


(')  Nounllei  Aonalei,  n*  «èrie.  t.  XVI!,  p.  537.  La  tectrur  e*t  prié  d« 
«upprimer,  dam  ce  dernier  article,  l«  théorème  de  Poncelet,  qa'ana 
errrur  de  miie  en  pngm  y  ■  bit  (ntfrentni'  et  qu'on  itttroiiïe  plu»  loin 
ilani  ce  r.lui[>itr<-. 


3,a,l,;t!dbïP00gIe 


?Ious  avons  posé 


X' 


_Jt ^ 


=  F(,!-=F(j,,; 


et  de  là  noas  tirons 

siny=:snF,     f  =  amF, 
Nous  poserons  eiinore.  avec  Legcndre, 


w 


/"'^,',-i'd„-,  =  E(,!  =  E(,,i). 


La  Tonclion  (i]  est  l'intégrale  de  première;  espèce,  l'ht- 
tâgrale  Eff)  est  l'ioiëgrale  de  sccoade  espèce  de  Le- 
gendre  :  elle  dîllèrede  celle  de  Jacoti.  On  a 


E(f) 


^'i  —  A'ïin'f 

La  seconde  intégrale  est  celle  de  Jacohî,  qui  se  réduit 

à  Z(j;)  =  A*  /    sa'xdx  quand  on  fait  sinif  =  sinainx; 

nous  ta  désignerons  par  1  (9)1  de  sorte  que  J  (amx-)  =  Z(:r}  ; 
nous  aurons  alors 

Cl         E(,)  =  F(,1-JW,    J(,)  =  F(,1-E(,). 
La  fonction  elliptique  de  seconde  espèce  E(f)   repré- 
sente un  arc  d'ellipse  dont  les  coordonnées  seraient 

f  est  alors  le  complément  de  l'anomalie  excentrique,  et 
l'on  trouve 


cl.  par  suite,  eu  prenant  u  pour  unité,  et  en  faisant 

DiailizodbvGoOgle 


dr^=:d^ijt  —  -Crin'»; 
on  a  donc 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Si,  pour  évaluer  l'arc  d'hyperbole,  on  posait 

on  trouverait 


Par  une  suite  de  transformations,  on  finirait  par  ra- 
mener cette  expression  aux  fonctions  ellïptiqnes,  mais  il 
est  plus  simple  de  suivre  une  autre  voie  pour  évaluer 
l'arc  d'iiyperbole ^  nous  prendrons  l'équation  de  cette 
courbe  aous  la  forme 


Si  l'on  forme  l'élément  d'arc  ds  =  yjdx*  -t-  dy*,  oq 
trouve 


sj{' 


'+«■)«■+- 


1  peut  écrire,  en  posant  d'abord  -  =  x-', 
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(  "9) 
après  quoi,  oonfonnémeiit  aux  règles  qne  nous  avons 
données  pôar  la  réduction  des  fonctions  elliptiques,  nous 
poserons 

V     «-  ,/,-x-.' 

nons  aarons  alors 


<u= 


\/<--l(-..-^.-)^- 


x"t^ 

..BT. 

a' 

t:^. 

-h 

=  k\ 

et 

nons  aurons 

rf*-- 

àf 

c^l 

t  —  *' 

?îau5  poserons 

l'arc  d'hyperbole  sera  donc  représenté  paraT(f  )  et  sim- 
plement  parT(cf),  quand  a  sera  l'unité.  La  suite  des 
transformations  que  nous  venons  d'efiectner  revient  à 
faire 


COMPAKAI505   DES   ARCS  D  SLLIPSE  ET  D  BTFKnBOLE. 

Pfoos  continuerons  dans  ce  paragraphe  le  numérotage 
de   formules  employé  dans  le  précédent  et  nous  prou- 

Amii.  d*  Matkimat..  ■>•  («rie,  t.  XVIII.  (Murs  1879.)  9 


^laiiizodbvGoogle 


(  .30) 
veroDB  d'abord  que  la  fonction  T  se  ramèDo  à  E  et  à  F 
(il  eslbon  de  remarquer  que  T  est  un  cas  particulier  de 
l'intégrale  de  troisième  espèce);  on  a 


rW  =  X'- 


(■-'■)Jt 


cos'f  ^1  —  X*'sin'f 
Si  Fou  observe  alors  que 

i-~r —        ,  /         I  A-'tane'»      A->sin'«\ 

\co»'?V  V  v'  / 

Lcoï'ïV  V"  V     J 

on  aura,  en  intégrant  et  en  ayant  égard  à  (i),  (a),  (3), 
(5)  iang,V'-*'wn'T=lf{?)+{*'-i}F{f)-E(,): 
la  fonction  T(f  )  se  ramène  donc  à  F(7}  et  à  E(i])). 

Mais  on  peut  aller  plus  Iota,  et  exprimer  T(f)  au 
moyen  de  deux  fonctions  E  d'amplitude  et  de  modules 
diOërents.  Ce  théorème  sera  démontré  si  l'on  prouve 
que  F(f)  peut  être  évalué  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions E;  ce  théorème  célèbre,  en  vertu  duquel  un  arc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse,  est 
dû  à  Landen  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Landen  permet  d'écrire 


et  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  angles  f  et  f,  peut 
s'écrire 

[7}         sin'ifi  =:  -{1  +  Xsin'y  —  coSfy't  —  jf'sin'f); 

d'ailleurs, 


3,a,iJdbïGoogIe 


(  <i'  ) 

Si  DOus  mulliplions  menibre  à  membre  (6)  et  (7),  noua 
anroDs 

on,  en  venu  de  (3), 
,^[F(i„,.)-E(*„,,)] 

mail  It  formule  (6)  donne 

en  remplaçant  alors  F  (k, ,  ai,  )  par  cette  valeur,  on  a 

ce  qoi  démontre  le  théorème  énoncé. 

sot  l'aDDITIOH  des  tHTËORALES  UE  PHEUIÈHE  ESPECE. 

Les  questions  traitées  ci-dessus,  quoique  se  rattachant 
à  U  théorie  des  fonctions  elliptiques,  pourraient  se 
traiter  sans  avoir  aucune  notion  de  ces  fonctions  ;  il  était 
boD  de  les  signaler,  parce  qu'elles  ont  fait  naître  des  re- 
cherches ultérieure*  et  ont  été  le  point  de  départ  de  la 
théorie:  ou  saitqu'Euler  avait  deviné  l'intégralealgébri- 
qne  de  l'équation  d'où  dépend  le  théorème  de  l'addition 
des  fonctions  aux,  cnx,  dnx.  Il  convient  de  faire  con- 
naître ici  nne  méthode  géométrique  due  à  Lagrange,  qui 
a  dû  contribuer  pour  sa  part  à  faciliter  les  premières 
recherches. 

9- 
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(  '3a  ) 
Soient  f,  >^,  fi  les  c6té$  d'un  triangle  sphériqne  et  C 
l'angle  opposé  à  fc;  posons 


Snpposons  actuellement  qne  l'on  fasse  varier  f  et  ip  en 
laissant  ft  constant,  ainsi  qne  l'angle  C,  nous  aurons 


(i)  «»ft:=coSf  cos^d^iiinfsin^'v^i  —  iCsinY; 

mais,  le  calé  ft  variant  seulement  de  position,  ses  extré- 
mités décrivent  sur  les  cAtés  f  et  ^  des  éléments  d^  et  t/^ 
dont  les  projections  sur  fi  doivent  être  égales.  En  effet, 
soient  AA' et  BB'Ies  positions  voisines  du  côté^,  si  du 
point  O  on  se  croisentces  positions,  comme  pAle,0D  décrit 
les  arcs  BC,  A'C,  comme  OB  =  OC,  A'O  =  CO,  il  Tant 
bien  que  AC  =  B^C.  Or 

AC  =  (/f  cos(f,  [(),     B'C'  =  rf^lCOs(^|l,fl): 


donc 


donc 


I  —  sin'(f,  ft)^iA|iv'i  —  8in'(^,fi); 

sin(<f,  (i) sinC 

sin  4  sin  fi 


La  formule  précédente  donne  alors 


(a)  ''tv''  —  A'sin'4i^±rf+vi  ~  i'ùn'if- 

La  formule  (i)  est  donc  l'int^rale  de  cetle-ci,  fuy  est 
constant;  si  l'on  fait  alors  ¥  =  o,  on  a  fc  =  f.  Si  l'on 
écrit  (3}  ainsi 

(3)  .       "y       ■,--A_^„, 
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an 

F(fii)  daignant  la  consiante,  fisc  rednira  h  f  pouriJi=:  o, 
et  (i)  sera  équivalente  à  la  relation  transcendante  (4)t 
Ufonnnle{i)  devant  avoir  lieu  pour/i=  o  et  f  ^ —  <{<, 
il  findra  alors  prendre  le  ligne —  devant  le  radical.  Que 
l'oa fasse i^  =  ama,(J'=  ami, fi^am(a-l- &),  on  aura 
alors 

en  (a  +  b)  ^cnacn^  —  sDauibdn{a  -1-6). 

Celle  «quatioD,  combinée  avec  les  saivanlea  ; 


daa  ^  ^  I  —  i'tn'a , 
feraconnritre  cn(a-l-fc),  dn(a4-  i)elsn(fl+i):  ou 
retrouve  ainsi  les  formules  fondamentales  de  l'addition 
da  foticlions  elliptiques.  On  peut  retrouver  ces  formules 
en  cherchant  tes  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  :  c'est  ce  que  nous  allons  voir. 

LIGUES    DB   COOHBOBE    DE    l'UYPBBBOLOÏOE. 

Od  peut  considérer  les  lignes  de  courbure  de  l'hyper- 
Inlolde  gaucbe  comme  les  lignes  bissectrices  des  géné- 
ratrices. Or  les  génératrices  ont  pour  équations 

-  =z  -  coif  -Hs'my,     -  rr:-sin^  — C"Sïi 

■^  =  -  sin  f  —  cosç,     j  =-cosiJi4-5in^. 

I^  paramètres  f  et  i{i  servent  k  caractériser  une  généra- 
Irice;  en  les  prenant  pour  variables,  les  équations  dilTé- 
reaiielles  des  lignes  de  courbure  prennent  la  forme 
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équalions  dans  lesquelles  o 


(I) 


en  effectUBDt  les  calculs,  on  a 


-  «o'+i/f  =  ±^i  —  sia'fd-^. 


^i— «n'y      ^1  —  sm'ili 

d'où  l'on  conclnt  IVqnation  des  lignes  de  courbure  sous 
forme  6iiie.  Il  est  assez  curieui  que  l'on  puisse  ramener 
ainsi  aux  fonctions  elliptiques  la  solution  d'un  problème 
résolu  par  une  tout  autre  voie. 

THËOR^HE  DE  POMCELET. 

Voici  encore  une  interprétation  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  ^e  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  l'un  à   l'autre  l  soient  R  et  r  leurs 


rayons  et  PQ,  P'Q'  deux  tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  r;  soit  OO'la  ligne  des  centres 
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Oa  aura 

PP'  _  rfy 

mais  les  irian(;Ies  semblables  PPM,  QQ'M  donoent 


aitui 

d,  _MP 

MQ' 

Dr,  à  la  limile,  1«  point  M  vient 

«or  le  cercle  r  au 

point 

de  contact 

de  PQ,  et  l'on  a 

MP' 

=  Wi'  -,•  =  &'  +  •• 

—  r'-f-aRacosif, 

Hq 

=  ffQ'-H  =  R-  +  «' 

-H  +  îRflco» 

a,f 

on  a  àonc 

rf?         /R'-t-T'  — ''^  aottcoaay 
rf+      V  R' +  "'  —  '•*  + ^''Rcoaï'i' 

SITonfai 

V  (R  +  .)--,' 

—  aaRsin'ç 
-3«R.in't 

-(R+«f 

—  r*' 

OQ  a  l'équation  connue 

lil 

rf, 

''* 

d'oà  l'on  peut  conclure  une  construclion  géométrique 
de  sou  intégrale.  Mais  on  peut  en  déduire  un  résultat 
nouveau. 
L'équaiion  précédente  devient,  en  intégrant, 

irf_ d^ /■i'  df 
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et  fx  est  la  valeur  de  i}.  pour  f  =  o.  On  voit  que  ft  ne  dé- 
pend-ni  deçni  de  t|r;  si  donc,  à  partir  du  point  iç,  on 
■-"""  une  seconde  tangeote  QR  au  cercle  intérieur,  et 


mène 


SI  l'on  pose  AR  =  a^,  on  aura  encore,  en  posant 

I—  X'sin'ç  =  *,      I  — X-'sin'+  =  l',     ...,     i— X'ain'f.  =  M, 

(3)  _  f*dt+  r^^=  r^. 

Jo     V''»'      Jo     V^      Jo    ^"' 

en  menant  par  R  une  nouvelle  ungenie  RS,  on  aurait 
entre  l'arc  a0  =  AS  et  l'arc  a^  une  relation  analogue: 
les  iut^rales  P^,  Ç*^,  ...  forment  donc  une  pro- 
gression arithmétique  dont  la   raison  est  \      ■^. 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  et  que 
le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  arcs  ç,  t(t,  x, . .. 
sera  de  la  forme  9  -<-  2  n  n.  Eu  ajoutant  alors  les  formules, 
telles  que  (a)  et  (3),  on  a 


n 
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donc  le  premier  membre  de  cette  formule  ne  dépend  pas 
de  f  *,  donc  : 

S'il  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  infinité 
de  pofygones  de  m  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s'applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet;  la  dé- 
monstration précédeote  est  de  Jacobi. 

AOniTIOR  DES  IKCS  d'eLLIPSB.  —  THâORÈMEnE  FIGMINO. 

Nous  avons  posé 

Z{x}=  i    H'in'xtU. 
Nous  aurons  alors 

/      t'sn' {x+y]  il*  =:  j  *'S0'(j4-r)'ir 

—  f    A'sn'j-'/r 

OU 

£  k^w^{x-y)dx  =  Z{x-y)+Z[x). 

Ketrauchons  ces  formules  l'une  de  l'autre,  en  ayant 
^^rd  aux  relations 

,  ,  ,  ,        asnx  cnr  dnr 

sn  [x  -t-  y)  ■¥  m  [x  ~y]  = --— / ^  , 

,  ,   .        /  ,         asnr  o^  d""* 
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4X-'  sDx  snj'  cnx  cny  dar  ànjr 


=  Z(.r-(-j-)-2Z(j-)-Z(x-j). 

Le  premier  membre  est  une  dérivée  exacte,  sî  l'on  ob- 
serve que  2snxcaxdnx  est  le  dérivé  de  sn*x,  et 
l'on  a 

I  — A'sn'xan'/  v        ^  '  '-'  '  > 

Si  l'oD  pose  alors 

<p  =  aniT,  i^amj-,  [i^=  ara  (*-»-/),  ii^am[i— /), 
et  si  l'on  observe  que  Zu  devient  ][amu),  et  que 

Z(x)=J1t)  =  F(t)-E(ç^  ..., 
la  formule  précédente  devient 


2sin><p  sinili  cos^  ^/T 


'■{•i). 


=  F(f.)-2F(^.i-F(v;-E[^t)-(-2E(|;+E(..'. 

et  comme  F(u)  =  F(i') -l-F(>j-), 

asin'f  siniji  cos-}'  V  r  — A'  : 
I  —  i'  sin'^  sin'îli 

si  l'on  échange  f  et  if,  ft  ne  change  pas,  v  se  change  en 
—  V  et  le  second  devient  —  E(fi)  — E(v)  -)-  aE(tj). 

Ed  ajoutant  alors  à  cette  formule  celle  que  l'on  obtient 
en  changeant  o  en  il*!  et  vice  versd,  on  trouve  [eu  ^ard 
à  la  formule  qui  fait  connaître  sn  (x  -i-Jf  )] 

E(î]  -)-£(-}.)  — E(f*)  =  X-'ïin?sini;.  sin//. 

On  obtient  te  théorème  de  Fagnano  eu  posant  f/  ^  -. 
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alors  E{n)  est  le  quart  d'ellipse;  nous  le  désignerons 
par  E  et  nous  aurons 

iil  F(yj  +  E(i}.]  —  E  =  X-'  sioTsiU']'. 

Entre  les  angles  <f,  '^,  [A,  on  a  la  relation 


rosft^rcos^cosil' — sÎDf  ûoi|'^i  — A'BÎn'fi. 
Si  alors  on  fait  fi  =  - 1  on  a 

o  =  cos<f  COS+  —  siuf  aiit^  V  —  *' 

6  tangf  tangi^  ^  r. 

La  formule  (i)  montre  que,  si  les  arcs  d'ellipse  E(^)  et 
E  — E(i[')  sont  tels  qu'ils  correspondent  à  des  anoma- 
lies f ,  ^  satisfaisant  à  la  formule  (2),  lenr  différence  est 
reclï&able.  Les  équations  de  l'ellipse  sont 

X  ^  siuf ,    y^\l  i  —  *  ■  cosf  ^  b  cosip. 

Si  l'on  cherche  la  distance  /  du  point  (^  de  l'ellipse  à  la 
perpendiculaire  menée  de  l'origine  sur  la  tangente,  on 
trouve 

\/(i'tany»+i)(i  +  'ai'(;'T) 
Enchâssant  les  dénominateurs,  on  trouve  une  équation 
tluqnatrièrae  degré  en  tang<]),  à  savoir 

i'Ung*.p  ■+■  lang'fi  I  1  +  i' ■-  —  J  +  1  =  o- 

Soient  1^  et  '|  les  deux  solutions  de  cette  équation,  on  en 
déduit 

b  tangf  taog  ^  ^  1 . 

Lidentîié  de  cette  formule  avec  (a)  montre  de  quelle 
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façon  doivent  être  coDsimits  les  augl^sf  «ti^.  On  voit 
que  leii  arcs  E(cf)  et  E — E(i{()  aaront  une  dififérence 
rectifiable,  s'ils  sont  choisis  de  telle  sorte  que  les  nor- 
males nien^  par  leurs  extrémités  soient  à  des  distances 
égales  du  centre  de  l'eltipsc. 


1 .  Mémoire  sua  L'ËLimBATiozi,  par  M.  H.  Lemonnier, 
docteoT  es  sciences,  professeur  de  Matliéinaiîques  spé- 
ciales au  Lycée  Henri  IV.  Paris,  Gauthier-Vïllars; 
1879. 

Dans  les  séances  du  II  et  da  a 5  janvier  1875,  H.  Bertrand  a  bien 
voulu  communiquer  à  l'Académie  les  principaux  résultats  d'un  tra- 
vai!  que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  aujourd'hui  (  a6  juillet,  même 
année)  à  son  appréciation. 

Ce  mémoire,  annoncé  par  H.  le  Secrétaire  perpétuel,  dana  la 
séance  dn  aS  janvier,  est  divisé  en  trois  Parties. 

La  première  a  pour  objet  de  mettre  en  évidence  l'intime  liaison 
qui  unit,  au  point  de  vue  analytique,  les  méthodes  d'élimination 
connues  sous  les  noms  d'Euler,  de  Sylvesler,  de  Cayley,  de  Bezout, 
de  Cauchy.  J'en  ai  déduit  l'expression  et  la  formation,  par  des  dé- 
terminante, des  conditions  su^santes  et  requises  pour  que  deux 
équations  entières  en  x, 

F(x)=Ax--i-...-(-A„,    /(x)  =  fl.r"  +  ...-i-a., 

aient  p  racines  communes,  ainsi  que  de  l'équation  propre  à  donner 
cas  racines,  ou  du  plus  grand  commun  diviseur  de  F(f  )  et/(;t). 
La  deuxième  Partie  consiste  dans  l'élude  des  polynômes  qu'il  con- 
vient de  former  de  proche  en  proche  pour  obtenir  ces  conditions,  et 
l'équation  aux  racines  communes.  L'application  en  est  immédiate  au 
Ihéorâme  de  Sturm.  Les  polynômes  qui  proviennent  d'une  fonction 
entière  et  do  sa  dérivée  sont  des  fonctions  équivalentes  aux  fonc- 
tions de  Stunn  proprement  dites.  Les  premiers  tonnes,  les  derniers. 
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lels  termes  qu'on  veut,  peuvent  se  calculer  k  part.  Le  procédé  de 
calcDl  nous  paraît  d'une  grande  sûreté  et  d'une  simplicité  qui  pourra 
contribuer  à  donner  un  intérêt  pratique  au  théorème  de  l'illustre 
Genevois. 

Dans  la  Iroisiëme  Partie,  les  mêmes  considérons  sont  appli- 
quéee  i  la  résolution  de  deui  équations  entières  en  x  et  y, 

♦  (j-.jr)  ^o,     f[j:,j-)  =  o. 

Les  solutions  du  systènte  s'obtiennent  sans  omission  et  direclenient, 
sans  calculs  qui  portent  à  faux,  avec  l'avantage,  si  les  deux  poly- 
D^nes  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de^  et  dej', 
de  le  faire  trouver  en  même  temps  que  l'équation  finale  due  à  sa 
suppression. 

Ajoutons  que  les  systiroes  particuliera  auxquels  conduit  la  mé- 
Ibode  de  H.  Labatie  s'obtiennent  également  par  l'applicaliou  de 
notre  procédé,  de  sorte  que  l'équation  finale  peut  être  débarrassée 
des  racines  qui  y  figurent.  Hais  la  méthode  de  M.  Labatie,  par  la 
succession  même  des  divisions,  donne  lieu  à  une  complication  qui 
KBwrtdes  liaisons  qui  unissent  nos  polynômes,  comme  du  rappro- 
chement que  nous  faisons  entre  las  deux  procédés. 

U  n'est  question,  du  reele,  dans  ce  travail,  que  de  racines  com- 
munes apnt  des  modules  finis,  et  de  solutions  communes  pour  lea- 
qnelles  les  inconnues  ont  des  valeurs  finies,  déterminées. 

iTiamiimion.  —  Objet  du  Mémoire,  *a  dtvision  en  trois  Partfei. 

Pimlu  PjtiTiE.  —  I.  N»  I,  2.  Sur  l'identité  d'Euler  an  cas  d'une 
nose  commuDe  et  au  cas  de  p  racines  commune*. 

il.  N'  3,  4,  5,  e.  ËqaiTkiciiM  d«  procédé  ds  Srtveiter  et  de  celui 
d'Ealer  puur  une  radna  comuinna.  La  nnlIiU  du  détemlnant  qu'ils 
donoeot,  d'ordre  m-t-ii,  et  le  fiil  qu'un  autre  délerroinanl  d'ordre 
m  +  n  —  1  constitue  ce  qui  est  nécessaire  et  suffisant  pour  l'existence 

III.  N"  7-15.  On  ëublit  comme  conditions  néceasaires  et  suffisantes  de 
l'ciiitence  de  p  racinea  communes  le  fuit  qa'un  déterminant  défini 
d'ordre  m  +  a  —  ap  soit  dilTcreot  de  léro  et  que^  déterminants  d'ordm 
n+a —  jp-t'j,  également  fliéa,  soient  nuli  sépatément.  —  Hoda  par- 
lî«alier  de  formation  de  l'éqaation  aux  racinei  communes,  du  plus 
erand  commun  diviseur  de  degré  p. 

IT.  N-*  \b~\S.  Équations  de  Béiout,  équations  de  Csncliyau  cas  d'une 
ridae  commune  ;  leur  équivalence  ï  celles  de  SjlTester.  Antre  forme 
que  précédemment  pour  les  conditions  néccssairM  et  iiillisanlM  an  cas 
d'unr  seule  racine  commune. 
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N"  19,  20,  2U  Lea  conditions  âublies  au  pingripbe  prieôdent  (ont 
préseoUei  tous  une  forme  différents  :  d'une  part  p  délermlnanti 
d'ordre  m — p-ht  l'égalant  k  léro,  et  d'autre  part  un  délermlnint 
d'ordre  m—p,  diiHrent  de  léro.  —  Nullité  qui  ('ensuit  de  détarmi- 
nauta  d'ordre  supérieur  jusqu'à  celui  de  S^lreiter. 

DtiiiitHa  PitBTii.  —  I.  N-  12,  23,  2i.  Calcul  des  polTuamea  H_^  qui. 
d'après  la  règle  du  n*  14,  sont   tes  plus  grands  eommuDl  diTÎwars 

{lour  ^  =  n  —  I,  n  —  3,  n  —  3, Le  polynôme  R,_.  dirise  les  prioé- 

denls,  s'il  y  t  p  racloei  commnnea  ;  la  fait  que  son  premier  coeffldent 
ne  soll  pas  nul,  et  la  nullité  des  coefficients  de  R^  sont  lea  condi- 
tions pour  BToir^  raelnea  commnnea,  et  dèalors  les  poIynAmea  d'indiee 
plus  élevé  sont  tous  nuls. 

N"  25,  26.  Lea  polynAmea  R  sont,  à  des  facteurs  près  iadépendanta 
de  z,  lea  dinteurs  eonaécutifa  que  donne  le  procédé  de  la  divialon  dana 
la  reclierehe  du  plua  grand  commun  diTiieur. 

N"  27,  28.  Relationa  entre  )e«  poljmdmn  B  : 

a ^'  F(jr)  =  /■(4r;.Q-.-R,  (  -  i)  ~^  "  ■"      . 

«:/(.()  =  R,Q,-a— ■"«,[- 0^         ""-V-, 

«:R.^=n,Q,-«;B,. 
'p+i  •*,=-=  '',.1  Q^i — «',,  "pti- 

N**  29,  30.  Sur  ln>  polynômes  R  ,  quand  leur*  degrés  ne  sont  pas  oon- 
séeutifs. 

N'  31.  Sur  les  paljTDdroes  déduits  de  R  et  II  en  lea  traitant  comme 
F(a:)et/C')- 

N"  32-35.  Remarques  dlTersea. 

II.  N**  36,  37.  Autre  mode  de  formation  de  poljnanies  R  ,  ponr  les- 

-^■+'F(4r)=/(r).Q-ff,(-l)~i~. 

N*  3fi.  Caa  particulier  de  ni'^n. 

III.  N-  39.  Application  au  théorème  de  Sturm. 

?j°  40,  Le9premiencocfficientsdnpolfn((mesR,,R,sontlesnombp«a/> 
de  H.  Borehardt. 
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N'  il.  EiampleB  divers.  —  Abaitietnent  'd'une  unité  dans  l'ordi 
dei  déterminanis,  en    opérant  par /(i)  =  p  (j,  ;-),   par  f'^^x.j)    • 

?'.(■■.  r). 

TMaiBBE  PiaiiE.  —  I.  Appli 
titres  «n  x  et  j-.  —  Règle 

II.  ÉTalualioD  du  degré 
nAmea  en  R  ou  R  . 

III.  Comparaison  entre  ce  procédé  et  celui  de  M.  Labatie, 

IV.  Eiemplee  dlTers. 

2.  MtHOIKS  SITIl  LÀ  TRlnSFOBHÂTlON  DES  FOBHEB  LIDÉÀIBES 
DES  KOMBRES  PRElllEBS  BU  FOBllES  QOlDBATIQX!E5,  par  G. 

Oltramare,  professeur  à  ITJDiversné  de  Genève, 

3.  Dbdx  Lettres  ikédites  de  Joseph-Louis  Lagrange, 
tirées  de  la  Bibliothèque  royale  de  BerlÎD.  (Collection 
Meusebacli,  portefeuille  n"  21,  et  collection  Radowitz, 
a"  4952),  et  publiées  par  B.  Boncompagni.  Berlin, 
imprimerie  de  Gitstav  Schade  (OttoFrancke);  1878. 


GORRBSPONDANCR. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

Dans  le  numéro  de  février,  M.  Lucas  donne  des  for- 
mules par  lesquelles,  connaissant  une  solution  i^x,j,z) 
(le l'équation aX'-|-iY'=  (o-!-i)Z',  on  obtientdeiix 
antres  solutions  :  les  polynAmcs  X  et  Y  sont  d'ailleui's 
respectivement  du  vingt -quatrième  et  du  vingt-deuxième 
d^ré  en  x,y,  z.  Mais,  dans  les  Comptes  l'en/lus  du 
ai  octobre  1878,  j'ai  donné,  pour  résoudre  la  même 
équation,  deux  systèmes  de  formules  qui  permettent 
chacun  de  déduire  d'une  première  solution  connue  deux 
autres  solutions,  et,  suivant  qu'il  s'agit  du  premier  ou  du 
«rond  spièmc,  X,  Y  sont  tous  deux  des  polynômes  du 
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troisième  ou  do  sixième  degré  (').  Si  donc  on  applique 
simultanément  les  formules  des  deux  systèmes,  d'une 
première  solution  on  en  déduira  quatre  autres. 

Ainsi,  en  partant  de  la  solution  (i,  a,  7)  de  l'équa- 
tion X*  +  3Y*=:Z*,  on  obtient  les  quatre  soIuUods 
(1,0,  i),(ii,3,  iaa),(47,  28,  a593),(i3,  475,39074), 
dont  la  deitiière  paraît  avoir  échappé  aux  formules  de 
M.  Lucas.  Le  jeune  et  habile  arithmol<^e  montre  d'ail- 
leurs que  le  cas  particulier  dont  il  s'est  occupé  conduit 
immédiatement  à  la  résolution  de  l'équation  générale 
aX.*-hbY*^cZi*f  et  je  lui  suis  très -reconnaissant  de 
l'importance  nouvelle  qu'il  donne  à  mes  formules  par 
son  heureuse  généralisation. 

Je  rappelle  encore  que,  dans  les  Comptes  rendus  du  7 
et  du  aa  octobre,  j'ai  donné  de  nouvelles  formules  qui 
s'appliquent  immédiatement  à  l'équation  générale  et  qui 
peuvent  même,  comme  je  l'ai  annoncé,  s'étendre  au  cas 
où  l'équation  biquadratique  contient  le  terme  supplé- 
mentaire dx'y*,  tandis  que  M.  Lucas  ne  fait  cette  exten- 
sion que  dans  un  cas  particulier. 

En  résumé,  il  me  semble  que  la  résolution  de  l'équa- 
tion biquadratique  n'est  pas  restée  stationnaire,  comme 
le  croit  M.  Lucas,  i  qui  sans  doute  les  résultats  de  mes 
recherches  sont  restés  inconnus. 

A.  DXSBOTES. 


ERRATVM. 
Pi([e  75,  >u  liea  de  Boulliau,  liiez  BoulUau. 

[*)  Dm»  1«t  Complet  reiviin,  je  diuli  que  le  noubre  doe  tolvlion* 
donné  par  chaque  lydènie  élalt  égal  k  /[  ;  mis  j'ai  reconnu  Hrpui*  qu'il 
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THfiaBIK  fiLÉaSIITAlRK  BBS  FAKCTIOSS  ELLIPTIQUES; 

Pak  m.  h.  LAURENT. 


SUR    LES    IRCS    DE    LEMStSCiTE. 

La  lemnîscateest,  comme  l'on  sait,  une  courbe  telle 
«juele  produit  de  ses  rayons  vecteurs  issus  de  deux  points 
Gxes  est  constant.  Son  équation  en  coordonnées  po- 
laires est,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint 
les  points  fixes  et  pour  origine  le^ailieu  de  cette  droite, 

r'  —  na't'  co829  4-iï'^=  b', 
aa  désignant  la  distance  des  points  fiies  et  h  une  con- 
stante. 

M.  Serret,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  Vmdu 
Journal  de  M.  Uouville,  a  montré  que  toute  fonction 
elliptique  de  première  espèce  pouvait  être  représentée 
par  deux  arcs  de  leraniscate.  Voici  son  analyse  : 

Soit  -  <[  1 ,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 
distinctes.  On  pose  — =  sin  2  ij(.  Soient  /,  et  a',  les  deux 

arcs  de  Icmniscaie,  dont  les  extrémités  ont  pour  angles 
polaires  B,  et  6],  on  a 


V-c 

0S2C 

1  + 

^cos' 

'afl. 

-ce 

■'•'* 

<l 

eus' 

0.9  — 

cos 

■^i 

■V'co.a 

9- 

-•Jtoi 

l'ai 

)-_ 

ÇOrt 

* 

,1.  r'.l 
'"'  "Jt.  / 

(■)  Nomrliti  Jnaalei,  l*  lérifl,  t.  XVriF,  p.  116. 
AMH.tta  Ualhfmal.,1.*  Urle.t.  XVHI.  (Avril  1819.) 
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On  déduit  de  là,  en  ajoutant  et  en  rctranehant, 


•'»   Vc. 


rf'e 


Si  l'on  pose,  dans  ta  première  forniulc, 

gin@=3  3in4'  siiif , 
dans  la  seconde, 

siDd-~cos<|isinf , 
on  a 

*;  +<^;  =  7  [F  («n^.Ti}-  F{si'>'l',T,)l 

.<  -=';--  ^  [F  (<-osf  ?,)  -  F  [cos^-.çj]. 

On  Toit  que  les  modules  de  s\  ■+-  a',  et  de  s\  —  ffj  sont 
com  pi  cm  e  n  ta  i  res . 

Un  calcul  un  peu  différent  conduit  aux  mêmes  con- 
clusions qnand  on  suppose  -  ^  i  ;  mais  alors  ce  sont  les 

arcs   correspondanl    n  des  rayons  vecteurs  perpendicu- 
laires qu'il  faut  désigner  par  s\,  crj. 

La  lemniscate  de  Bemoulli  est  la  plus  célèbre  ;  elle  a 
pour  équation 

r'  ^=  aa'  cosxS. 

L'arc  de  cette  courbe  est  donné  par  ta  formule 

^cos2E) 
Si  l'on  pose 
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on  a 


On  CD  conclut,  en  comptant  convenablement  l'a 


On  trouve  anssi 


*  =  «F    -»  arc  8iD(v'2  sine)    ■ 


'It: 


(a 


AIRES  DE  QDBLQrES 

La  qiudratare  d'une  courbe  du  troisième  degré  ne  dé- 
pend absolument  que  des  fonctions  ellipttqnes  ;  pour  nous 
en  convaincre,  plaçons  l'origine  sur  la  courbe:  l'équation 
de  la  courbe  sera  de  la  forme 

f.('.J') -+- 2,r,(x,  r) -i- f  .{'i  J-)  =  o. 

?■>  ?ii  ?*  désignant  des  polynâmes  homogènes  de  d^rés 
1 ,  3,  3.  On  peut  l'écrire 

et,  en  posant 

/  =  '^, 
on  a 

On  en  tire 

—  »,  di  ^f  l  —  »,  »,  _ 
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(  148) 
eii   appelant  alors  R  un  polynôme  tlu  qualrîème  degré, 
on  voit  que  xesl  de  la  (brmey(/,R),  où  y  désigne  uoe 

fonction  rationnelle;  -^  et  y  =  tx  seront  de  la   mente 
forme,  et  par  suite  l'intégrale 


f''"=!''7i- 


ne  dépendra  que  des  fonctions  elliptiques. 

Lorsqu'une  courbe  du  quatrième  degré  a  deux  points 
doubles,  on  peut  aussi  exprimer  son  aire  au  moyen  des 
fondions  elliptiques.  En  effet,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation lioniograpbique,  on  peut  transporter  les  deux 
points  doubles  à  l'inriiii  :  soit 

l'équation  de  la  courbe  ainsi  transformée  ;  on  peut  sup- 
poser que  z  =  Q,  X  :=  o  et  z  =  o,y  =:o  soient  les 
coordonnées  des  points  doubles.  Quand  on  fera 

1^0,     x^o 
dans  tes  formules 

^=0      i^=o      ^=o 

elles  devront  être  satisfaites;  les  dérivées  des  termes  du 
quatrième  degré  en  j;  et  T*  devront  donc  s'annuler  pour 
j:  =  o,  ce  qui  exige  que  le  terme  en  /'  et  le  terme  en  Xj* 

soient  nuls  ;  ta  dérivée  -p  étant  nulle  pour  x  =  o,  il  faut 

que  le  terme  en  :c' soit  nul  également;  on  verrait  de  même 
que  les  termes  x*j',  et  X*  ainsi  que  ^',  disparaissent. 
L'équation  de  la  courbe  prend  donc  la  forme 

Ax'r'  +  Bj'/  +Cxy'' 

-t-  D  J-'  +  V.xy  +  ry  +  Cjt  +  Hr  +  K  =  o, 
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(  -49) 
ei,  ti  l'on  résout  cette   équation  par  rapport  à  y,  on 
trouve  pour  cette  fonction  une  espression  rationnelle  par 
rapport  à  j;  et  par  rapport  à  un  radical  recouvrant  un 
polynôme  du  quatrième  degré. 

SUA  LES  COURBES  DB  DEOKÉ  m  QUI  QUI  -  (m 1  )  («t i) 

POINTS  DOrBLES. 

On  sait qae  -(m —  ')  ("i —  a)  est  le  nombre  maxi- 
main  de  points  doubles  que  puisse  posséder  une  courbe 
d'ordre  m. 

Une  courbe  il'ordfe  m  qui  possède  -  {m  —  i  )  (  "i  —  a) 
points  doubles  est  quarrable  par  les  fondions  algé- 
brigues  et  logarithmiques  [y  compris  les  fonctions  cir- 
culaires infersei). 

Il  sufGt  de  prouver  que  l'x  et  t'^  de  celte  courbe  sont 
fondions  rationnelles  d'un  même  paramètre  À;  pour  y 
parvenir  par  les -(m —  i)  (rn  —  -i)  points  doubles  Dde 
la  courbe 

10  f[-',r]  =  <>, 

d'ordre  m,  faisons  passer  unecourbed'ordre  m —  a.  Cette 
courbe  est  déterminée  quand  on  l'assujettit  à  passer  par 
-[m  —  a)   {m-t-i)   points;   or,    elle  passe   déjà   par 

-{m  —  I )  (m  —  a)  points  D  :  on  peut  donc  l'assujettir 


-(m-2)(m+  ,)--{m-t]{m  —  :t]=m  —  3 

coudiiions.  Mous  l'assujetti rBns  à  rencontrer  la  courbe 
(i)  en  m  —  3  points  Gxes  que  nous  appellerons  A  :  elle 
coudendra  alors  dans  son  équation  un  paramètre  arbi- 
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(  .5o  ) 
traire  ).,  et  celte  équation  sera 

Mais  cette  courbe  (3)  coupe  (i)enm  (m  —  a)  points;  sur 
cesm(in  —  a)  points,  les  points  D  comptent  pour  deux 
et  équivalent  à  (m — ')  ("^  —  =»)  points  d'intersection; 
si  l'on  y  ajoute  les  m  —  i  points  A,  on  voit  que 
[m  — 1)  (m-2)  +m  — 3  =  ni'  — îM—  I 
points  d'intersAction  des  courbes  (1)  et  (a)  sont  Bxes  et 
connus;  il  n'en  reste  plus  que 

qui  soient  variables.  Si  l'on  forme  alors  la  résultante  des 
équations  (1)  et  (2),  toutes  les  racines  x  de  cette  résul- 
tante seront  connues  et  indépendantes  deX,k  l'exception 
d'une  seule  que  l'on  obtiendra  par  suite  à  l'aide  d'une 
simple  division  et  qni  sera  rationnelle  en  X,  Ainsi  X  et  ^ 
s'exprimeront  rationnttlleinent  en  fonction  de  X, 

c.  Q.  F.  n. 
Réciproquement,  on  peut  prouver  que,  si  x  et  y  "ont 
des  fonctions  rationnellei  de  }.  de  la  forme  -r—— ,  ^   --t 
(f,  y_,  <^  étant  de  degrés  m  ait  plus,  x  et  y  seront  les  coor- 
données   d'une  courbe   d'ordre    m  ayant -(m  —  1) 

(m  —  2)  points  doubles. 
Posons,  en  effet, 

z  étant  introduit  ici  pour  l'iiomogénéité  ainsi  que  [t 
(nous  supposerons  ul té li purement  x=i,  ^i.  =  i).  La 
courbe  représentée  par  les  équations  (1)  coupera  ladroite 
(a)  ax -i- by -^  Ci— o 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


(    IDI    ) 
en  m  points,  car  les  X  d'interseciion  seroat  donnés  par 
la  formule  du  degré  m 

l  aara  m  valeurs  et  par  suite  x  et^  auront  m  valeurs 
simultanées. 

Comptons  maintenant  les  points  d'inflexion  -,  ces  points 
satisfont  à  l'écjuation  [3)  et  aus  suivantes  : 


HX 


or,  en  vertu  da  iliéorèmedesfonctioDsIiomogènes,  (a]et 
(3)  peuvents'écnre 


(61 


dlif/ 


. .  =  o; 


a^-^+b"- 


la  résultante  des  formules  (4))  (5),  (6)  donnera  les  X  des 
points  d'inQesîon,  Or  (5)  et  (6)  se  simplifient  et  peu- 
vent s'écrire 

,d'r        A', 

et  la  résultante  cherchée  prend  la  forme 


tljidp      (lÀdft 
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Cette  équation  est  maiûresteiuent  du  degré  3{fn — 3]; 
ainsi  la  courbe  coiiaidérée  possède  3  (m  —  2)  points  d'in- 
flexion. Or  une  courbe  d'ordre  m  possède  nonnalement 
3m  (m  —  3)  points  d'influxion;  celle  que  nous  considé- 
rons en  a  donc  perdu 

Or  on  sait  que  les  points  d'inBexion  ne  disparaissent 
que  parce  qu'ils  se  irouveut  remplacés  par  des  points  sin- 
guliers.  Chaque    point    double  faisant  disparaître  six 

points  d'inflexion,  on  en  conclut  que     '    -        '  '    —     ^ 

ou  — (m  —  <}(">  —  3)  points  doubles  se  sont  attachés  à 
la  courbe.  c.  q.  p.  d. 

Il  faut  bien  remarquer  que  dans  notre  raisonnement 
nous  avons  tenu  compte  de»  points  situés  à  l'infini,  ce 
qui  résulte  de  l'emploi  des  coordonnées  homogènes.  En 
second  lieu,  nous  n'avons,  en  fait  de  points  singuliers, 
considéré  que  des  points  doubles,  mais  il  est  clair  que  nos 
énoncés  devront  être  corrigés  si  les  points  singuliers,  au 
lieu  d'être  des  points  doubles,  devenaient  pointa  triples 
ou  seulement  points  de  rebrou ssemen t. 

Les  théorèmes  précédents  sont  dus  à  M.  Clebsch  qui 
les  a  établis,  mais  moins  simplement,  dans  le  Journal 
dcCre/le{l.6i,p.  43). 


,i„(™ 


SUR  LES  COVSBES  O  OKORE  m  POSSÉDIKT  - 
1 
POINTS    DOUBLES. 

Les  courbes  d'ordre  m  possédant-  m  (m  —  3)  point» 

doubles  sont  quarrables  par  les  fonctions  elliptiques. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  courbe 
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d'ordrem,possédant-m  (m  —  3)  points  doubles  D^ce 

nombre  est  ^gal  à-(m —  i)(w  —  a) —  i,  c'est-à-dire  au 

maximum  du  nombre  des  points  doubles  moins  un. 
Pour  détenuiuer  une   courbe    d'ordre  m  —  a,   il  faut 

-{m  —  2)  (toH-  i)  conditions; on pourradonc assujettir 

une  courbe  d'ordre  m  —  a  à  passer  par  les  -  m  (  m  —  3  ) 
poinu  D  et  par 

i(„_,)(„  +  ,)_i„(„_31_,=™-, 

autres  points  delà  courbe  (i),  que  nous  appellerons  A. 
Cette  courbe  contiendra  dans  son  équation  un  paramètre 
arbitraire  X  et  pourra  être  représentée  sous  la  forme 

mais  cette  courbe  (3)  coupe  la  courbe  (i)  d'abord  eu 
m  (m — 3}  points  confondus  avec  les  points  doubles  D  qui 
comptent  pour  deux,  el  en  m  —  2  points  A,  ce  qui  fait 
en  tout  m'  —  2  m —  a  points  ;  or  les  courbes  (1)  et  (a) 
derantse  couperen  m  (m  —  2)  points,  il  restera  deux 
points  que  j'appellerai  B  sur  la  courbe  (  t  )  et  par  les- 
quels passera  encore  la  courbe  (:>].  Nous  supposerons  les 
pointsA  fixes;  les  points  B  dépendront  alors  de  la  valeur 
attribuée  à  X;  nous  les  déterminerons  comme  il  suit  : 
Par  l'origine,  imaginons  une  série  de  droites 

passant  par  les  intersections  A, B,D  des  courbes  (i)et 
(a);  les  coefficients  angulaires  a  seront  racines  de  l'équa- 
tion 

'4)  (j-i  — «3^,1  (n  — «^OUj  — «•^>)' ■  ■  —  o    '*"  R  — "1 
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dans  laquelle  (j^n^'i),  (Xi.^i),  ■.-  sont  les  solntions 
communes  à  (  i)  et  (3);  on  peut  supposer  quexi/i  et 
XtYt  sont  les  coordonnées  des  points  B.  Alors  on  voit: 
i°que  l'équation  (4)  est  la  résultante  de  (  i),  (2)et  (3)i 
a"  que  cette  résultante  est  divisible  par  le  facteur 

(r.--'.)(r.-«.). 

que  nous  représenterons  par 

(5)  Aa'  +  aBa  +  C^o    ou    R,  =  o, 

etqu'il  sera  facile  de  former.  Cefacteur  fera  connaître  les 
coefficients  angulaires  des  droites  allant  de  l'origine  aux 
points  B  ;  3°  la  résultante  R  =::  o  pouvant  s'obtenir  en 
éliminante;  entre 

f{x,ax)  =  o     f t     <f[x,ax)  -i-l«^[*,aj)  =  0 

sera  de  degré  m  par  rapport  à  X;  mais  comme,  dans  celte 
résultante,  x^.jx,  X(.^|.  .  . .  sont  indépendants  de  X,  le 
facteur  Aa*  +  aBa  +  C  le  contiendra  seul  et  par  suite 
l'équation  (5)  sera  du  degré  m  en  X. 
On  tire  de  (5) 

(6)  .^-'-"^'"^ 

en  ne  considérant  que  l'une  des  valeurs  de  a  ;  la  valeur 
correspondante  de  x  s'obtiendra  par  lea  considérations 
suivantes  :  soieui  a^  et  bij  les  coefGcionts  de^Cj'dansif 
et  iji  ei  C;;  =■  a,7  ■+•  X  bf,,  faisons  varier  nj^.  Jj,-,  <i;i,  &»  de 
manière  à  ne  pas  altérer  la  résultante  R,  =  o\  tes  quan- 
tités X  ne  varieront  pas,  et  l'on  aura 

'IR     „         dR, 
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dC, 

'C» 

"^dC, 

«,=-:.. 

dC(, 

"■c,, 

+11 

(  .55) 
celle  deriiîèit:  formule  peut  s'écrire 

«lion  en  conclut 

^''  dCy        -^         dCw        ^' 

delà  plusieurs  manières  de  se  procnrer  x  en  fonction 
rationnelle  de  et  et  de  X,  par  exempte  au  moyen  de 
l'^uation 

dB,,     _  dR, 

dC,  '  *  ~  (it«  ' 

Maintenant  revenons  à  la  formule  (6),pour  étudier  la 
<}iianiitéB*  — AC  placée  sous  le  radical  et  la  décom- 
poser en  facteurs.  Pour  cela  aniiiilons-la  ;  l'équatiou 
Ri  =  o  aura  une  racine  double-,  lesdroites  allant  de 
l'origioe  aux  points  B  seront  confondues,  ce  qui  peut 
avoir  lien  :  t"  soit  parce  que  les  points  B  sont  en  ligne 
droite  avec  l'origine;  2"  soit  parce  que  les  points  B  sont 
confondus. 

1°  Supposons  d'abord  les  points  B  en  li^nedroileavec 
l'origine,  x  doit  être  indéterminé;  donc,  dans  les  for- 
mules (7),  les  — ^  doivent  être  nuls.  Or  on  a 

mais,  l'équation  (5)  ajant  une  racine  double,  on  a  aussi 

dR,_ 

da  ""' 

,  dR,  .  _  A 

or,quanuonpoBe  -7—  =  oouAa-t-B  — y,  ouiJ!  =  — -• 

R,  se  réduit  à 
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,     ,        dR,  ,      ,  , 

en  égalant  ■—  a  zéro,  on  a  alors 

I  <I(B'-AC)_''â,„,      ,.,_„. 

donc  eafin  B*  —  ÂC  s'annule  en  même  temps  que  sa  dé- 
rivée pour  les  valeurs  X  pour  lesquelles  deux  points  B 
soûl  en  ligne  droite  avec  l'origine;  B'  — AC  aura  donc 
autant  de  facteurs  doubles  qu'il  y  aura  de  valeurs  de  X 
pour  lesquelles  les  poinU  B  sont  en  ligne  droite  avec  l'o- 
rigine, et  l'on  pourra  écrire 

v'B'  — AC=e(i]Vv. 

3°  Supposons  maintenant  les  points  B  confondus,  les 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  celle  circonstance  se  présen- 
tera s'obtiendront  en  exprimant  que  les  courbes  (i)  et 
(a)  se  toucHent  :  alors  aux  points  de  contact  on  aura 

a^'\dx^     d^J~ày-  \dx  àr)~dz'  \,dî  d«j' 

eu  égalant  ces  rapports  à  ->  en  cUassant  les  dénomina- 
teurs, puis  en  éliminant  ^  et  X,  on  trouve 

m  j=o, 

J  désignant  le  déterminant  dey,  '^,  ^.  L'équation  (8)  est 
celledelayacoîie/ine  des courbe8y=  o,  9)  =  o,  <^  =  o; 
or  on  sait  que  (Sii.iion,  Leçons  d'j4lgèbre  supérieure, 
traduites  par  Baxin,  p.  72}  si  les  courbes  ^  ^  o,  <]'  =  o 
sont  de  même  degré  :  1°  la  jacobienne  passe  par  les  points 
communs  aux  trois  courbes;  2''  siy=o  a  un  point 
singulier  en  D,  la  jacobienne  y  a  un  point  singulier  avec 
les  mêmes  tangentes  et  par  conséquent  coupey=o  en 
six  points  confondus  en  D;  3°  la  jacobienne  loucbe  la 
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courbe /"aux  points  A  et  par  conaéqnent  y  coupe  yen 
deux  po'iDts  confondus, 
Orlajacobienne  est  de  degré 

m-.+2(/n-3)=:3ff.-7; 
ellecoapey=  o  en  m(3'R  — 7)  points  dont  il  faut  dë- 
fil^uer  les  points  D  au  nombre  de 

et  les  points  A  au  nombre  de  a  (  m  —  2)  ;  il  reste  donc 

„,(3«-7)-3m(w-3)-2(;7.~a}  =  4 
points  où  la  jacobienne  peut  rencontrer /=  o  et  par 
mite  où  la  courbe  (2)  peut  toucher  (1),  et  par  suite 
quatre  valeursdeXpourlesqiietles  B*  —  4  ACs'annulepar 
le  fait  du  contact  de(i]  et  (2).  Lepolyuâme  V  est  donc  du 
quatrième  degré  en  À;  d'où  il  résulte  que  IV  et  par  suite 
l'i  et  y  y  d'un  point  variable  B  de  la  courbey=:  o  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  foncuon  d'un  para- 
mètre À  et  d'un  radical  de  la  forme 


cequi  démontre  le  théorème  énoncé  plus  haut, 

La  première  démonstration  de  ce  théorème  est  due  à 
M.  Clebsch  (Journal de  Crelle,  t.  64,  p.  210), 

Renmnjue.   —  On  pourra  représenter  les  coordon- 
nées X,  y  de  la  courbe  (t)  sous  la  forme 


^=.F[a,v/(.~X')(.-*'i')J. 

r  =  *[l,V(i-i'Hi-A'X')]. 

à  l'aide  d'une  transformation  rationnelle  opérée  sur  la 

nriable  \  ;  si  l'on  fait  alors  \  =  snt,  on  aura 

3;  =  G(snf)  +sn'(H(snl} 

j'  =  K(snf)  -t--Bn'/L(8nf), 
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G,  H,  K,  L  désignant  des  foactions  raiîonnelles.  En 
effitt,  le  radical  entrera  si  l'on  vent  dans  :i;  et  _^  sons 
forme  linéaire;  or  il  est  égala  cnfdnf,  c'est-à-dire  à  sii'f. 

C.  Q.  F.  D. 

Ainsi,  quand  une  courbe  a  son  maximum  de  poinu 
doubles  moins  i,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  ra- 
lionne  Iles  d'un  même  sinus  amplitude  et  sa  dérivée,  ou, 
si  l'on  vent  encore,  sonldes  fonctions  doublement  pério- 
diques de  même  période  d'une  même  variable. 

QDELQDBS  COOHBKS  BBXASQUABLES  BOUT  l'ÉQUITIOH 
DÉPEJID  DBS  FoacTlOBS  ELLIPTIQUES. 

Lorsque  l 'on  cherche  une  courbe  plane  dont  le  rayon 
decourbure  soit  proportionnel  à  l'inverse  de  l'abscisse,  on 
est  conduit  à  l'équation 


^r 


^a'-i^-^-,f 


Cette  courbe  est  une  élastique,  on  la  rencontre  encore 
quand  ou  cherche  parmi  les  courbes  isopérimètres  celle 
qui  engendre  le  volume  de  révolution  minimum;  en 
transformant  convenablement  les  coordonnées,  on  peut 

prendre  c  =  o:  alors  on  a  —  =  o,  quand x  =  o,  cl 


V(-ï)(-5) 
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{  '?9) 
Si  l'on  fait  -  =  /,  on  a 


X' al>f/t 

or,eti  prenant  le  module  Régala  —  *  en  sorte  que  A*  =  A'*, 


-'■) 


»  donc  OQ  fai  t 


r=cn9,    dr=  — i-^[i  —  (")  Il  -i-r'jtrt, 
on  aura 

.r'.»5.. "fir'" 


reestd'aîlleun 
l'origine  :  on  a 


la  limiteinférieure  est  d'ailleurs  arbitraire  si  l'on  choisit 
convenablement  l'origine  :  on  a  alors 


4 


La  courbe  de  M.  Delaunay  engendrée  par  le  foyer 
dune  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser 
SOT  nue  droite  a  pour  équation 

(j'±  A>)  dx 

son  abscisse  et  son  ordonnée  s'eiprimeront  facilement 
aussi  p«r  le»  fonctions  elliptiques.  Dans  cette  coorbe,  la 
moyenne  harmonique  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  est  constanle. 
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SCH  LE  MOUVEMEMT  DE  HOTATION  IVTOUR  d'uH  PÔIBT. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui 
présente  un  point  Gxe  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure  sont,  comme  on  sait, 

lA^=(B-C)yr, 


C  —  =  (A~B]pç. 

A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  principaux  rela- 
tifs au  point  fise  ■,p,tj,r  sont  les  composantes  de  la  ro- 
tation instantanée  autour  des  axes  principaux  relatifs 
au  même  point;  enfin,  t  est  le  temps. 

L'analogie  entre  les  équations  (i)  et  celles  qui  lient 
entre  eux  sno;,  eux,  dax  et  leurs  dérivées  est  telle,  que 
l'on  est  tenté  de  poser 

p  =  a.cBe(t  —  T), 
9=psn^(r-T). 

a,  |3,  y,  g',  r  et  le  module  h  désignant  des  constantes  ar- 
bitraires ;  et  l'on  satisfera  effectivement  aux  formules  (i) 
si,  observant  que 

cu'x  ^  —  sn^rdnx, 

<ln'*^^  —  *'snj;cni, 


i   -  ,. .  /       'c 

r-«'V(A-B)(A-C)' 

j  P  =  «*\/(i_B)(B-C]' 

I  ,  /  *B 

I  7-f  y  (A-C)(B  — Ci' 
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(  .6.  ) 

Ces  formules,  aa?f(|uelles  on  est  conduit  ainsi  par  la 
méthode  des  coefficients  iDdétermioés,  fourniront  pour 
H,  3,  f  des  valeurs  réelles  si  l'on  a  A  >■  B  >  C,  ce  qu'il 
est  toujours  permis  de  supposer. 

Les  irois  arbitraires  de  la  solution  sont  gy  k^  t.  On 
peut  faire  abstraction  de  la  dernière  t,  et,  en  comptant 
«iQTeDablemcDt  le  temps,  poser 
(a)  p  —  9itagt,     q=  M»*''-     '■=iAagt. 

Les  formules  (i)  sont  donc  intégrées. 

Mais,  pour  résoudre  complètement  le  problème,  il  ne 
suffit  pas  de  connaUre/),  q,  r,  il  faut  encore  calculer 
les  valeurs  des  angles  d,  f,  <]',  qui,  dans  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées  d'Euler,  servent  à  définir 
la  position  des  axes  principaux  d'inertie  par  rapport  à 
trois  axes  fixes  passant  au  point  fixe.  On  démontre  dans 
les  Traités  de  Mécanique  que  l'on  a 

=  „„çs.ne^-.-cos,^, 

.3)  ^  7  — co8f»ine^  — sinf^, 

.^  +  cose#. 
dt  de 

Prenons  le  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  inva- 
riable, pour  plan  des  a/.  On  sait  que  A^,  B^,  Cr  sont 
les  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  aux 
axes  principanit.  Si  donc  on  désigne  par  G  la  constante 


=  Gcos(b,  C), 


des  aires 

yJA*p'  -+-  b'q*  -h  Cl-" ,  on  aura 

A;.=  Gcos(ï,A),      By=.Gcoï{3,B).      Cr 

ou  bien 

A;)=GsinSsin7. 

(4) 

B9  =  Gsinecosf , 

Cr  =  Goose. 

Jim.Jtlt 

'-(*.«■(.,  l'iério,  l.  XVlll.  (ATrit  iSjg) 
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(  i6.  ) 
La  constante  G  «st  facile  à  calculer  au  moyen  de  k  et 
de  ^.  De  ces  trois  formules  on  tire  B  et  ^;  il  reste  à  cal- 
culer l'angle  ^.  Pour  cela,  entre  les  formules  (3),  éli- 

d9 
minons-;-)  nous  aurons 
dt 

osmf  4-  7  cosf  ;Tr.  sin9-j^ 

ou 

«^  ^ ^Ki 

Eliminons  f  et  B;  Je  U,  au  moyen  des  formules  (4)> 
nous  aurons 

'"'      "g-  — C'r"  A>"4-BV 

ou  enfin 

(5)  ^+  =  6Aî;2!lC±_»£i"lC:rf,. 

^    '  '  A'a'  cn'g(  -H  B'p'sn'yf 

Posons,  pour  abréger 

(6)  jt==»i 

nous  aurons  alors 

G  A.'cn'x  +  Bp'sn'r  ^^^ 
"^       j  A'a'cn'x  +  B'P'sn'^'*' 

Remplaçons  cn'jr  par  i  —  sn'x,  et  «,  |5,  y  par  leurs 
valeurs  (<i);  nous  aurons 

_G       B  — C-h(A—  BUn'j 
^  '  y  A(B-C)-l-C(A~B).ii'**^- 
Posons 

,    ,  ,    /A  B-C  , ; 

et  a  sera  réel,  puisque  sna  est  une  fonclloD  impaire; 
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(  163  ) 
nous  aurons  alors 

B  — C 

,/^^.g,     *-» _ 

g*-  sn'i  —  sn'oy  — 

C  ,— 

sn'ar sn'ai'  - 

■«1=— — 1=- 

S^   sn'«  —  sn'a v^ 
ce  que  l'on  peut  écrire 


Désignons  par  F(x)  la  quantité  placée  sous  le  signe  f, 
en  sorte  que 

Nous  allons,  pour  pouvoir  intégrer,  décomposer  F(x) 
en  éléments  simples,  par  la  méthode  de  M.  Hermile. 
Nous  désignerons  par  V  l'intégrale  de 

prise  le  long  d'un  parallélogramme  de  côrés  aK  et 
a  K'  yj — I  (périodes  des  fonctions  elliptiques).  Celte  quan- 
tité r  est  indépendante  de  x  ;  elle  est  ^ale  à  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  f[z)  pris  à  l'intérieur  du  pa- 
rallélogramme en  question.  Sî  l'on  suppose  que  ce  pa- 
rallélogramme «.-oiitienae  le  point  x,  le  résidu  relatif  n 
ce  point  sera  F  (x);  quant  aux  résidus  relatifs  auK  autres 
infinis  (i^ —  i  et  —  a\l —  i,  ils  sont  de  la  forme 

H'(a^-x)  ^ 
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(  '64) 
multiplia  par  la  limiU!  de 

sa'*  —  ta'a^ —  i 
ponrx  =  a^ —  i  ;  or  cette  limite  est 
(A  — Cjan'a/"— ~  (A  — CUn'*/^ 


auid^ —  isn'a^—  i         2tna^ —  i  cnnv' —  i  dna^ —  i 
ainsi  donc  on  a 


*H(a^ —  1  —  j)    »n«v' —  icna^—  I  dna /^ 
2H(nV— ^+*)  sn«v'—  i  cn«  v'— ^  dn^  ^- 


_  Asn'x  —  Cm'a^ —  t 
sn'*  —  m*a^ —  i 

I    (A  — C)sn«/^ 


Subsliluant  cetle  valeur  dans  (8),  on  a 

in(A-c) 


U  = 


X  ii>e  -^ 1=^^/ 


Cette  formuie  se  simplifie  beaucoup  quand  on  remplace 

DiailizodbvGoOglc 


(  iCS  ) 
G  par  sa  valeur.  On  a 

G'  =  A'p'  ■+■  B'î'  -4-  C'r' 

=  A=a'cn'*-t-  B'p'sn'x^-  Cv'dn'x; 

si  (ce  qui  est  permis,  puisque  G  est  conslant)  ou  fail 
X  =  o,  on  a 

G'  — A'a'  +  C'7' 

et,  en  remplaçant  xety  par  leurs  valeurs  (a), 

_    ,    ABC    AX'fB— C)-4-CfA— B)_ 
"*  A  — C  (A  — B)tB  -C)  ' 

(l'un  autre  côté,  si,  à  l'aide  de  (7),  on  calcule  en  ay' —  1 
et  du  a  y'  —  '  )  ^'  BÏ  alors  on  forme  la  quanti  té 


gAC 


on  la  troave,  réductions  faites,  égale  à  ~ 
que  la  formule  (g)  se  réduit  k 


"ffAC"' 


-log 


-;  il  en  résulte 


/^) 


H(x  +  W-.) 


On  peut  introduire,  comme  l'a  fait  Jacobi,  la  fonction  0 
à  la  place  de  H,  en  observant  qu'à  un  facteur  constant 
près  on  a 


a(. 


7)  =  eU 


Si  donc  on  fait  a+  K'  =  !^,  on  aura,  en  négligeant  une 
constante, 


(.0) 


-  log 


>(^-W~) 
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Rueb,  en  modifîanldesformulesdon liées  par  Legeadre, 
ëtait  parvenu  par  une  tout  autre  voie  à  ces  résuluts; 
Jacobi  est  allé  plus  loin  en  calculant  encore  les  lignes 
trigono métriques  de  <^  de  manière  à  revenir,  au  moyen 
des  formules  d'Euler,  aux  neuf  cosinus  qui  définissent  )a 
position  du  corps.  Indiquons  rapidement  la  marche  qu'il 
a  suivie. 

La  formule  (lo),  en  ayant  égard  à  (6),  devient 


si  l'on  pose 

4,  =  ^ 


et  i}' se  composera  d'une  partie  proportionnelle  an  temps 
(et  l'on  pourra  appeler  la  quantité  n  le  mojen  mouve- 
ment) el  d'une  partie  <{'i  dont  nous  allons  calculer  le 
sinus  elle  cosinus.  On  a 


M- 


et  l'on  en  conclut  facilement  cosilii  et  sinij'i.  Pour  plus 
de  développements,  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
Jacobi  inséré  dans  ses  Mathemat.ische  Werhe,  t.  XI, 
p.  i39,  écrit  en  français, 

IfOnVEMEDT  DV  PEDOULE   COMQUE. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  descendante  du 
point  de  suspension,  pour  plan  des  xy  le  plan  horizon- 
tal passant  par  le  même  point.  Soient  r  la  longueur  du 
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(  ■«?) 

pendule,  9  sa   coUiiiude,  (J'  ^^  longitude  :  le  théorcma 
des  forces  vives  donnera 

'0  '■m 

el  celai  des  aires 

a  et  c  sont  deux  constantes  dont  nous  allons  user  la 
Talear.  Soient  v|  :=  ngfi,  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
h  Si  hauteur  initiale  au-dessus  du  point  le  plus  bas;  en 
faisant!  ^o  dans  (i),  nous  aurons 

pj  ^ayreosS, -t-o, 
ou 

2gkt:=  2g/i  ■+-  a  ; 
d'où 

(3;  a  =  t,g(A.-A). 

Désignons  par  [t  l'angle  que  v,,  fait  avec  l'hoi-ÏEon.  En 
faisant  t='o,  $  =  0^  dans  (a),  nous  aurons 


Maintenant,  entre  (i)  et  (2),  éliminons  — î,  nous  au- 


(1)'=^ 


Si  nous  posons 

6; 
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(  i68  ) 
Dons  aurons 

(''  "(S) '=!=«•  + ")(''- '■!-'• 

OU,  en  vertu  de  (3)  et  (4), 

'"  (s)' =  '«[<'  +  *•- '1  1" -'■)-''•'''-*'' "''••!■ 

Si  l'on  substitue  r  z,  dans  le  second  membre, 
—  00  ,  —  r,  A,  -t-  r,  on  oblieut  des  résultats  ayant  pour 
silènes  +,  — ,  -t-,  — ;  on  peut  donc  poser 

1^'       '■{ï)'=-»s(— «)I»-P)(— r). 

a,  |3,  Y  désignant  des  quantités  réelles  dont  deux  sont 
comprises  entre  — rei-f-r,  et  dont  la  troisième  est  né- 
gative et  moindre  que  — r. 

On  sait  que,  pour  ramener  l'équation  (8)  à  celle  qni 
définit  la  fonction  elliptique,  il  faut  poser  z  =x  -i-pu'; 
posons  donc 
(9]  ST=a+pan'tili 

nous  aurons,  au  lien  de  (8),  en  écrivant  s  au  lieu  de 
an  tat  et  en  désignant  par  A  le  module  inconnu  de  snu/, 

+  «'[(>  +  *')  a/*-V-^ftr'(2"-p-î)] 
Celte  formule  aura  lieu,  quel  que  soit  s,  si 
—  »'X'^- 
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(  ■69) 
En  éliiuiDaiit  (■>  p-ir  divisioD,  on  en  tire 

*■      _        -P  ^„ P^ . 

d'oà,  galant  les  valeurs  de  X', 

;,.4-(,_p)(,-.,) 
P  2.-P-7 

En  résolvant  par  rapport  \  p,  on  trouve  —  (a  — 13) 

ou  —  (« — y);aIor8A'  = ?ou Z'   Pour  que  k 

\  '"  a.  —  7«  —  p 

soit  réel,  il  faudra  que  a  —  P  et  «  —  y  soient  de  même 
signe,  ce  i  quoi  ou  arrivera  en  prenant  pour  k  la  racine 
posiUve  la  plus  grande.  Enfin,  pour  que  k  soit  moindre 

qaerunilé,  on  prendra;)  =  —  («  — ^),  A'  =     _    •  et 

l'on  supposera  que  y  soit  la  plus  petite  des  racines  ; 
alors  on  aura 


la  formule  (9]  donne  alors 

«  =  «  —  («  — pjsn'uf, 
ou  bien 

1=  acn'uf  4-  psn'ur, 

ou,  en  vertu  de  (6), 

(11)  rcosB^acn'ttr-(-psn'w(. 

Mainienanl,  la  formule  (a)  donne 

dt       T^sin'e 
el,€n  vertu  (je  (ii), 


'      i' — (icn'o»ï+  psn'uï]' 

_edt/ I 

2r  \r — acn'uf  —  Bsn'u 
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(  'T>) 
Od  a  donc  eoRii 


I         /»' d 


Lea  deux  iniégrales  qui  figureat  ici  sont  de  seconde 
espèce  j  —  (  iji  —  ^g  ]  se  composera  donc  d'un  terme  pro- 
portionnel à  f  et  de  termes  périodiques  de  la  forme 


Si  donc  OH  imprimait  au  pendule  uu  monvemeot  uni- 
forme de  rotation  convenable,  son  mouvement  relatif 
seraitpériodique. 


SOLUTION  M  U  QGBSTION  Dl  HATIIÉNATI^VES  SPiGULES 

PROPOSÉK  ÀV  COHCOCBS  D'AGnÉClTION  DE   I  877  (*); 

Pai  m.  L.  BOIIRGUET. 


On  fionne  un  ellipsoïde  et  un  point  A  : 

1°  Trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant  par  ce 
point  un  plan  quelconque  P,  la  droite  AB  soit  toujours 
l'un  fies  axes  tlu  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et 
pour  base  la  section  tie  l'ellipsoïde  par  le  plan  P; 

(*)  Celle  queslion   se  Irouïe,  aui  Icrmc»  prw,  don»  y  Aperça  hùtu- 
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t"  Le  probicme  a  en  général  ti  ois  solutions  :  trouver 
poar  quelles  positions  du  point  A  le  nombre  des  solu- 
tions devient  infini; 

y  Le  point  A  restant  fixe,  on  suppose  que  l'el- 
lipse^ se  déforme  de  façon  que  les  trois  sections  prin- 
ciptdes  conservent  les  mêmes  foyers,  et  l'on  demande  le 
lieu  que  décrit  alors  le  point  B. 

Soit  CD  une  corde  de  la  surface  passant  par  B.  Le 
conJDgaéB'deB,  par  rapporta  C,  D,  est  sur  la  bissectrice 
eitérieure  de  Taugle  CAD,  perpendiculaire  i  AB.  Donc 
lepUn  polaire  de  B  passe  par  A  et  est  perpeudiculaîre 
à  ÂB.  Celle  propriété  va  nous  permettre  de  déterminer  B. 
Soient  x,,yi,z,  les  coordonnées  de  ce  dernier  point, 
1,^,7  celles  de  A.  Le  plan  polaire  de  Best 


La  condition  que  ce  plan  passe  par  A  et  soit  perpeu- 
dîcalaire  à  AB  donne 


On  voit  d'abord  que  B  se  trouve  dans  le  plan  polaire 
de  A.  Les  deux  plans  suivant  lesquels  se  coupent  les  deux 
surfaces  passent  par  B.  Le  plan  représenté  par  la  première 
équation  coupe  les  cylindres  représentés  parles  autres, 
suivant  deux  coniques  ayant  une  asymptote  parallèle,  se 
cnopant  par  conséquent  en  trois  poiuls.  Donc  à  A  cor- 
respondent en  général  [rois  points  B. 
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(  "7»  ) 
On  lire  de  ces  équations 


Ceci  prouve  que,  si  par  le  point  A  on  fait  passer  trois 
surfaces,  ayant  leurs  sections  principales  homofocaln 
avec  les  sections  principales  de  la  sui-face  donnée,  les 
trois  droites  AB  sont  les  normales  à  ces  trois  surfaces. 
Les  trois  droites  AB  forment  donc  un  angle  trireclangle. 

Si  la  surface  se  déforme  de  telle  sorte  que  les  foyers 
des  sections  principales  restent  fîzei,  on  voit  que  le 
point  B  décrira  les  trois  normales  aux  surfaces  dont  nous 
avons  parlé. 

i  est  complètement  déterminé  quel  que  soit  A;  pour 
queBdevieune  indéterminé,  il  faut  donc  qu'on  ait,  par 
exemple,  a'  —  ).  =  o,  «  ^  o  ;  alors  te  lieu  du  point  B  est 
une  parallèle  à  l'axe  OX,  passant  par  A. 
Note.  —  Autres  wlutioni  de  MM.  DumotoD,  TonrrelMt  et  Gimbe;. 


S«LIin«N  m  LA  QUfiSTION  DR  lUTUfilATIQtlBS  fiLÉHENTAIIES 

phofoséb  au  concuuns  n'icRÉGitTiOM  de  1877-, 

Pae  m.  COTTEREAU, 

Élâve  du  lycée  Charleniagne  (lustitution  Hassiu). 

l/ne  droite  AB,  de  longueur  donnée,  tourne  autour  de 
son  milieu  O,  supposé  fixe,  de  façon  que  les  rapports 

aIî'  ïin  *'"■*  *'"''*'"^<''  ''*"  "^^  exirémilés  A  etHà  deux 
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(  '73) 
poinU  fixes  C  et  D  soient  toujours  égaux  entre  eux; 
trouver  le  Heu  engendré  par  cette  droite  AB. 

Eu   posant  AO  =  m,  CO  =  a,  D0=1,  COB  =  «, 
BOD  =  |3,  on  a  immédiatement 


h  b'-^^bmtMi^ 


iséquent,   la 

droite  AB  décrit  un  plan  perpendiculaire  au  plan  ÂC. 
Le  lieu  de  la  droite  AB  serait  encore  un  plan  ai  le 
point  O  était  un  point  quelconque  de  cette  droite. 


mxtm  BB  LA  QUESTION  II  MKUNIQllR  ELUENTAIRB 

PKOPOSÉE  AU  COHCOmiS  D'ÀSKËGlTlOIf  DB  1877; 

P*B  H.  A.  TOURRETTES. 


Deux  poids  V  etV  sont  assujettis  à  se  r 
dcuT  plans  inclinés  dont  l'intersection  est  horizontale  ; 
cet  deux  poids  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
mottes  et  à  une  puissance  connue  h  de  leur  distance 
mutuelle:  trouver  leur  position  d'équilibre  (o/i  négli- 
gera les  dimensions  des  deux  poids). 

Etudier  le  même  problème  en  tenant  compte  dufivt- 
tement  que  l'on  suppose  le  même  pour  les  deux  plans 
inclinés. 

Il  est  d'abord  évident  que  les  points  A  et  B  sont  dans 
an  même  plan  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux 
pUus  inclinés;  caria  direction  AB  de  l'atiraction  doit 
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être  dans  leplaa  vertical  contenant  la  normale  en  Aei 
aas9Î  dans  le  plan  vertical  contenant  la  normale  en  B; 
par  conséqueni,  ces  deux  plans  verticaux  se  confondent. 
Considérons  la  section  ACB,  et  soient  a,  |3  les  inclinai- 
sons des  deux  plans  sur  l'horizon,  m,  wt  les  niasses, 
d  la  distance  AB,  |ji  la  constante  de  l'attraction  et  0  l'in- 
clinaison de  AB  sur  rhorïzontale  du  point  A,  dans  la 
position  d'équilibre  des  deux  points. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  système  sont  les  poids 
mj,  m'g'  et  leur  attraction  mutuelle  ftmm'd'-  J'exprime 
que  chaque  point  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
qui  le  sollicitent  : 

t  gsin!i  =  ftm'J*cos(a -6), 
jysinp  =  ,umJ'cos(p  +  «i, 

d'où  l'on  tire 


tangSr^ 


»p-« 

en 

»(P 

/n  sin  a  co 

■P 

-m 

'lin^COK 

Connaissants,  l'une  des  équations  (i)  donnera  d',  et  par 
suite  i.  La  première  partie  est  résolue. 

Maintenant  tenons  compte  du  frottement.  On  sait  que 
le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression  normale,  et 
à  un  coefScienty,  qui  est  ici  le  même  pour  les  deux  plans. 
La  force  de  frottement  agissant  sur  A  sera^/zngcosix; 
celle  qui  agi  t  sur  B  sera  de  tnéme  fr^S  cos^-  Comme  ces 
forces  exercent  leur  action  en  sens  inverse  du  mouve- 
ment qui  tend  à  se  produire,  nous  aurons  les  deux  équa- 
tions d'équilibre 

g(sina— /cosb)  =  (.™'o^cos[i — ^'■, 
^(sinp  -/cospl  =,«/n  J'cosfp  -\-  61, 
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P  + 
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ei,  CD  posaat  a  —  o  =  «',  ^  —  ^  =  p',  on  trouve 

"°«'-°"";lr!.i;:l'y''- 

C'est  la  même  formule  cjue  dans  I«  premier  cas,  seule- 
ment 1rs  plans  ont  été  inclinés  de  l'angle  <f,  qui  est 
l'angle  (lu  frottement. 

Conoaissant  $,  on  n'aura  qu'à  substituer  dans  l'une 
ia  formules  (3)  pour  avoir  i*.  On  déduira,  du  reste, 
celle  valeur  de  celle  trouvée  dans  la  première  partie  en 
remplaçant  et,  ^,  [i  par  a',  |3'  et  ft  cosî'. 


iamm  m  la  «urstion  bk  lici!ncb 

FËOPOSÉE    AU    CONCOURS    d'aGRÉGAT[ON    DE  1877: 

P*K  M.  A.  TOURBETTES. 


Etudier  le  tnouvement  des  deux  points  pesants  m  et  fi 
lui  s'attirent  proportionnellement  à  leur  masse  et  à 
leur  distance  :  le  point  [j.  est  assujetti  à  rester  sur  une 
verticale  Oz,  et  le  point  m  à  rester  sur  un  plan  hori- 
zontal qui  tourne  uniformément  autour  de  la  verti- 
cale Oz. 

Considérons  d'abord  te  mouvement  du  point  m.  En 
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appelanl  /i  le  couHGcîent  de  l'attraction,  on  trouve 

Posant 
on  trouve  TiDlégrale 

s=  — -^  +  Acos(\^  +  Paint  v'*}'' 

Pour  déterminer  lus  constantes,  je  suppose  que,  à  l'ori- 
gine <]u  mouvement,  z  =  A  et  —  =  o.  On  trouve  ainsi 


-J-,*[''*T-,)''"^"' 


La   vitesse,  d'abord    négative,    devient  nulle   pour 

Le  mobile  remonte  ensuite  à  la  hauteur  h,  et  ainsi  de 
suite  indëGniment.  La  durée  d'une  oscillation    simple 

Je  pa&sc  maintenant  à  l'étude  du  mouvement  de  ji. 
Soit  OL  une  droite  fixe  dans  le  plan  des  xOy,ei  u( 
l'angle  de  Ox  avec  cette  droite.  En  tenant  compte  de 
l'attraction  du  point  m,  et  appliquant  le  tliéorèmc  de 
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Conolis,  J'ai  réqiiation 

u  —: —  :^  —  KUI  ax  -i-  uai' J 
'^  dt'  .  r- 


rf(' 


le  premrer  terme  du  second  membre  est  la  composante 
de  l'attraction  suivant  Ox,  le  deuxième  et  le  troisième 
sont  les  composantes  (le  la  force  d'entraînement  prise  en 
sens  contraire,  et  de  la  force  centrifuge  composée. 
On  aura  de  même 


ePjr 


=  —  *m  (i/  -I-  [*«'j  —  2  fiw  - 


En  divisant  par  [jl  les  deux  équations,  j'aurai  à  intégrer 
le  système  suivant  : 


w 


'']■ 


Lelîmiuation  de  y  conduit  à  l'équation 

[3)  — -  -i-  3(u'-l-  im)  -77-1-  ("' —  km)'=o. 

Pour  l'int^rer,  je  pose  l'équation  auxiliaire 

V  +  a  (»'-!-  /■«)!=-+-(«'—  Am]'=  o, 
dont  les  racines  sont  de  la  forme 


Par  suite,  l'intégrale  sera 

(4)  «=  Acoï(af  +  h)  +  Bcos(6f-f-p), 

où  A,  a,  B,  ^  sont  des  constantes  arbitraires. 

Aia.de  llalkimal.,  3*«êrie,  1.  XVtlt.  (Arrit  1S79.) 
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i)e  la  deuxième  des  équations  (t)  je  lire 

mais  la  première  donne 

ifx  rPr      ,   ,      ,     ,  rf-r 

substituant  daus  la  prccédeute  la  valeur  de  au  --tt'  >' 
vient 

il  n'y  a  plus  qu'à  former  -j-i  —  au  moyen  de  (4).  On 
aura  donc 

(5)  r  =  A,cos(<.(-(-a,)+Bi':(«(i'+p.), 

où  Ai,a,,B|,^i  sont  des  constantes,  fonctions  de  celles 
quientrenidans  réquatior)(4).  ainsiquedeu,  A:,  m,  a,  b; 
du  sorte  qu'il  n'y  a  en  réalité  que  quatre  cousiautes  ar- 
bitraires :  A,  or,  B,  j3.  On  les  déterminera  au  moyen  de 
la  position  et  de  la  vitesse  initiales  du  point  ja. 

Les  équations  (4)  (-'t  (5)  représentent  la  trajectoire  re- 
lative du  point  (;t. 

Celte  courbe  n'a  pas  de  branches  infinies;  mais  on 
peut  se  demander  si  le  mouvement  est  périodique.  Il  faut 
que,  si  l'on  obtient  le  point  M  pour  t  =  /«,  on  obtienne 
ce  mùme  point  pour  t^t,.  Or  cela  exige  que 

fl^+-a—  (o/,-f-«i  =  2rtit.  ' 
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En  donnant  Ji  n  et  n'des  valeurs  de  la  forme  aS,  hi, 
où  ^est  arbitraire,' on  satisfera  à  cette  condition.  Mais  il 
faut,  en  outce,  que  a3,bi  soient  entiers.  S'il  en  eat 
aiiuî,  ce  mouvement  sera  périodique,  et  la  période  sera 


Nm  SIR  LA  RBStLVTlON,  AU  lOÏBN  DE  TABLEAUX  fiRA- 
PIIQUES,  DE  CERTAINS  PROBLÈMES  BE  COSNMiRAPBIE 
n  DE  TRIfiOXOMETRlS  SPUÉRlQliE; 

P*a  M.  E.  COLUGHON, 

Ingsniear  en  chsf  de»  PonU  «  ChsiiaiËea. 


Proposons- nous  de  construire  un  toblean  graphique 
<fa\  fasse  connaître,  par  une  simple  lecture,  les  heures 
dn  lever  et  du  coucher  du  Soleil  en  un  point  quelconque 
dn  globe  terrestre  et  à  une  époque  quelcoaquede  raniiëe. 
Les  heures  cherchées  dépendent  de  la  latitude  du  lieu 
et  de  la  déclinaison  du  Soleil  à  l'époque  donnée.  Nous 
retondrons  le  problème  en  faisant  abstraction  de  la  dé- 
pression de  l'horizon  sensible,  de  l'intluence  de  la  ré- 
fraction  des  rayons  solaires,  de  la  petite  variation  subie 
ptr  la  déclinaison  pendant  ta  journée,  et  enfin  de  l'é- 
quation du  temps. 

Soit(')  O  le  lieu  de  l'observation;  Z  le  zénith  de  ce 

'  (')  t«  lerlear  ett  prié  de  taire  l«s  flgiirei. 
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lieu;    EON    le    plan    de    l'Iiorizon;    N   le    nord   vrai; 
E  l'i'st:  S  le  point  où  le  Soleil  se  lève-,  P  le  pôle  bn- 
réal  du  monde. 

L'aie  PîN  représente  la  latitude  X  du  lieu  ;  l'arc  PS, 
distance  du  Soleil  au  pôle,  est  le  oomplémenl  de  la  dé- 
clinaison D.  L'angle  ZPS  est  Vangle  horaire  Am  lever; 
nous  le  représenterons  par  H.  Cet  angle  est  donné,  soit 
par  le  triangle  sphériqne  ZPS,  dans  le({uel  le  côté  ZS  est 
égal  à  un  rjuadranl,  soit  par  le  triangle  PNS,  ()ui  est  rec- 
tangle en  N,  ei  où  l'angle  en  P  est  le  supplément  de 
l'angle  clicrclié.  On  obtient  la  relation 

(t)  tangl  tBngD  =  —  cosH, 

qui  fait  connaître  l'angle  horaire;  il  n'y  a  plus  qu'à 
convertir  les  degrés  decetaugleen  heures,  minutes,...  à 
raison  de  une  heure  pour  i5  degrés.  Le  résultat,  re- 
tranché de  douze  heures,  sera  l'heure  du  lever  rapportée 
au  temps  vrai;  l'heure  du  coucher  sera  exprimée 
par  l'angle  H  lui-même,  converti  en  heures. 

Dans  la  formule  (i),  les  variables^,  D  doivent  recevoir 
des  signes.  Nous  admettons  qu'elles  sont  positives  quand 
elles  se  rapportent  à  l'hémisphère  boréal,  et  négatives 
quand  elles  se  rapportent  à  l'hémisphère  austral.  On  re- 
marquera, d'ailleurs,  que  le  changement  de  A  en  —  \ 
équivaut  au  changement  de  D  en  — D,  de  sorte  qu'on 
peut  prévoir  tous  les  cas  possibles  en  regardant  X  comme 
positif,  saufà  faire  varier  D  eutre  ses  deux  Uniiies  ex- 
irèmes, — (f  et 4-7,  f  désignant  l'inclinaison  de  l'éclïp- 
tique  sur  l'équateur. 

L'équation  (1)  se  résout  graphiquement  par  la  con- 
Eilruclion  suivante  : 

Sur  une  droite  quelconque,  prenons  une  longueur  Olî 
égale  à  une  unité  arbitrairement  choisie.  Au  point  It, 
faisons  l'angle  ORA  ^X,  et  élevons  au  point  O  une  [ler- 
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pend!  cal  a  ire  OA  sur  OB  jusqu'à  la  renconlreducAtéBA. 
La  longueur  OA  sera  égale  a  tangX.Par  le  point  A,  me- 
DODs  une  droi le  AC,t|ui  fasse  avec  OA  un  Biig]eOAC  =  D, 
k  droite  de  OA  si  D  est  positif,  à  gauclie  si  1)  est  négatif. 
La  droite  AC  coupe  en  C  le  càté  BO,  prolongé  s'tl  est  né- 
cessaire, et  l'on  a 

OC  =  OA  tangD  =  langi  tangD. 

Pour  avoir  l'angle  H,  il  suffit  donc,  puisque  OB  est  lu- 
nîlé,  de  décrire  du  point  O  comme  centre,  avec  OB  pour 
rajou,  une  circonférence  BB'  <|ui  coupera  en  E  ta 
'iroiie  CE  élevée  au  point  C  perpendiculairement  à  BO. 
Joignant  OE,  on  aura  en  BOE  l'angle  demandé.  En 
eûel,  OC  est,  dans  le  cercle  8EB',  égal  à  —  cosBOE,et, 
par  conséquent,  angle  BOE  =  H.  Si  D  était  négatif,  le 
point  C  serait  silué  entre  les  points  O  et  6,  et  l'angle  BOE 
serait  aigu  ;  son  cosinus  changé  de  signe  serait  donc  en- 
core égal  au  produit  laiigï  tangD,  devenu  négatif  par  le 
vliangement  de  signe  de  tangD. 

Od  voit  sur-le-cliamp  qu'il  est  inutile  de  tracer  ta 
droite  BA,  et  que  la  construction  reste  identiquement  la 
même  si  l'on  prend  la  longueur  OA  égale  n  langX.  Elle 
reale  encore  la  même  si  l'on  déplace  le  cercle  BKB'd'une 
quantité  quelconque  le  long  de  la  direction  AO,  ce  qui 
permetti;a  de  faire  partir  du  mËme  point  fixe  A  les 
(Iroiies  AO  dont  tes  longueurs  représentent  les  latitudes, 
et  tes  droites  AC  qui  correspondent  aux  déclinaisons  du 
Soleil.  Enfin,  en  achevant  le  ceiclc,  on  pourra  attribuer 
sa  moitié  supérieure  au  lever  du  Soleil  et  sa  moîtié  infé- 
rieure au  couclier,  et  y  marquer  les  vingt  quatre  heures 
avec  leurs  subdivisions,  de  manière  à  lire  l'heure  du 
leversuruncdes  demi-circonférences,  riicure du  coucher 
sur  l'autre.  On  obtient,  en  définitive,  le  tracé  suivant  : 

A,  origine  fixe  des  longueurs,  AO:=:  tangX; 
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MN,  droite  perpendiculaire  à  AO,  correspondant  r 
oue  latitude  donnée  X  ; 

AC,  droite  issue  du  point  A,  et  faisant  avec  OA 
l'angle  D  égal  à  la  déclinaison  (à  droite  ou  à  gauche 
de  AO,  suivant  que  la  déclinaison  est  boréale  ou  aus- 
trale)} 

(y,  cercle  de  rajron  égal  à  l'unité,  divisé  eu  vingt- 
quatre  parties  égales  représentant  les  vingi-quaire 
tieures;  la  ligne  BF,  midi-minuit,  est  perpendiculaire 
à  la  droite  AO.  Le  centre  du  cercle  est  situé  sur  ta 
droite  AO  prolongée. 

La  droite  COiy,  parallèle  à  AO,  menée  par  le  point  C, 
où  se  coupent  des  droites  MN  et  AC  qui  représeutent 
respectivement  la  latitude  ^  et  la  déclinaison  D,  ren- 
contre le  cercle  précédent  en  deux  points  E'  et  E,  qui 
définisscnl,  l'un  l'angle  boraire  du  lever,  E'CB,  l'autre 
l'angle  bo rai re  dnconclier,,  BO'E.  Les  heures  inscrites 
en  E  et  E' donnent  inimédiatement  la  solution  du  pro- 
blème. Celle  solution  est  fournie,  comme  on  le  voit,  par 
rinlersection  d'un  cercle  uniqne  tracé  une  fois  pour 
toutes,  avec  une  droite  d'un  parallélisme  défini,  menétt 
par  le  point  commun  à  deux  droites  qui  dépendent  des 
données  X  et  D. 

On  remarquera  l'analogie  de  notre  construction  avec 
celle  du  Cadran  universel  des  hauteurs,  décrit  dans 
V Encyclopédie  méthodique. 

Il  est  aisé  de  compléter  ce  Tableau  en  y  faisant  pa- 
raître un  élément  que  nous  avons  laissé  jusqu'ici  de 
côté,  V époque  de  l'année,  qui  déiermioe  approximati- 
vement la  déclinaison  du  Soleil,  et  aussi  V équation  du 
temps,  qui  permet  de  corriger  l'heure  en  la  rapportant 
au  midi  moyen,  au  lieu  du  midi  vrai.  Du  point  A, 
comme  centre,  avt^  un  rayon  arbitraire,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  sera  cou{>é  en  divers    points   par  les 
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rayons  correspondant  aux  tiédi  liaisons.  Inscrivons  en 
chacun  de  ces  points  le  jour  de  l'année  auquel  le  Soltil 
a  la  déclinaison  indiquée;  puis,  portons  sur  le  rayon  à 
partir  de  l'arc  de  cercle,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  sui- 
vant qu'elle  est  positive  ou  négative,  une  quantité  pro- 
portionnelle à  l'équation  du  temps  relative  à  cette  même 
date,  évaluée  à  une  échelle  arbitraire.  Nous  pourroDs 
construire  ainsi  une  courbe  continue  qui  fera  connaître 
à  la  fuis,  par  les  dates  inscrites  le  long  du  tracé  et  par 
les  cotes  de  ses  ordonnées  successives,  l'époque  de  l'an- 
née et  l'équation  du  temps  qui  correspond  à  cette  époque. 
Ces  résultats  ne  peuvent  être  complètement  rigoureux, 
puis(]ue  les  deux  élémenis  qui  y  sont  donnés  varient  lé- 
gèrement d'nne  année  à  l'autre. 

Les  limites  du  Tableau  sont, d'une  part,  les  deuxdroites 
menées  à  droite  et  à  gauche  de  la  ligne  moyenne  AO, 
et  faisant  avec  cette  droite  des  angles  égaux  à  l'angle  (^ 
de  l'équaleur  et  de  l'éclîplique  :  elles  correspondent  aux 
solstices.  Eu  haut,  le  Tableau  se  termine  au  point  A, 
puisque  nous  excluons  les  latitudes  négatives.  Versie  bas, 
il  peut  èireindélîni  meut  prolongé,  puisque  la  tangente  de 
90  degrés  est  infinie;  nous  l'avons  arrêté  arbitrairement 
à  la  latitude  de  70  degrés.  La  latitude  du  cercle  polaire  est 
représentée  par  une  droite  dont  la  portion  inscrite  dans 
l'angle  des  déclinaisons  extrêmes  est  égale  au  diamètrt 
du  cercle  des  heures.  A  l'un  des  solstices  le  jour  n'y  dure 
qu'un  instant,  à  l'autre  il  dure  vingt-quatre  heures. 
Pour  les  latitudes  plus  élevées,  le  Tableau  indique  clai- 
rement que  tes  grandes  valeurs  absolues  de  la  déclinai- 
son laissent  le  Soleil  au-dessus  de  l'Iiorizon  ou  au-dessous 
pendant  les  vingt-quatre  heures,  les  points  de  rencontre  E 
et  E'devenant  iroaginaires.  Au  pôle,  qui  correspond  à  une 
droite  infinie  en  longueur,  en  comparaison  de  laquelle 
le  diamètre  du  cercle  des  heures  devient  négligeable,  le 
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Soleil  reste  entièrement  au-dessus  de  l'horizon  ou  entiè- 
remeot  au-dessous,  d'un  équinose  à  l'autre,  époques  qui, 
sar  l'épure,  correspondent  à  la  droite  moyenne  AO. 
Rien  n'est  plus  facîleque  de  déterminer  de  même,  d'après 
la  courbe  des  époques,  les  durées  du  séjour  du  Soleil  au- 
dessous  ou  au-dessus  de  l'horizon,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  zone  glaciale. 

KnGn,  ce  tableau  s'applique  seulement  aux  latitudes 
)M)9iiives,  c'est-à-dire  boréales.  Ou  peut  s'en  servir  pour 
lin  point  de  l'hémispUère  ausiral,  en  cliangeant  à  la  fois 
le  signe  de  la  latitude  et  le  signe  de  la  déclinaison,  ce  qui 
fait  connaître  les  heures  rapportées  au  temps  vrai.  Mais, 
pour  la  correction  de  ces  heures,  on  aura  soin  de  prendre 
l'équation  du  temps  qui  s'applique  à  Vépoçiie  vraie,  en 
observant  que  la  symétrie  de  la  figure  par  rapport  à  la 
ligne  moyenne  AO  ne  s'étend  pas  à  la  courbe  des  époques. 

Le  même  Tableau  faitconnaitre  aussi  les  coordonnées 
géographiques  des  points  du  globe  pour  lesquels  le  Soleil 
se  lève  ou  se  couche  au  même  instant.  Proposons- nous, 
par  exemple,  de  trouver  les  points  de  la  Terre  pour  les- 
quels le  coucher  du  Soleil  a  lieu  à  la  même  heure  que 
pour  Paris,  lorsque  la  déclinaison  est  de  lo  dcgi^s  aus- 
trale. 

Soit  AC  la  droite  qui  correspond  à  la  déclinaison  iode- 
grés  anscrale,  CD  t'horizonlale  qui  correspond  à  la  lati- 
tude de  Paris.  L'heure  marquée  en  E  scia  l'heure  du 
coucher  du  5oleil  à  Paris.  Au  même  jour,  le  Soleil  se 
couche  à  l'heure  E|  pour  la  latitude  OiC,,  à  l'heure  Ei 
pour  la  latitude  OiC,  (heure  des  localités),  cl  ces  heures 
correspondent  au  uièinc  instant,  s'il  y  a  entre  les  points 
où  on  les  observe  et  Paris  des  dilTérences  do  longitude 
^àles  auTc  angles  E.CE,  E.OE.  II  suffit  donc  pour 
résoudre  te  problème  d'associer  aux  latitudes  rencontrées 
par  la  droite  AC  les  longitudes  ri-piésciitécs  dans  le 
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cercle  pai-  les  angles  au  centre  correapondant  aux  arcs 
horaires.  Les  angles  comptés  en  arrière  de  (^E  corres- 
pondent aux  longitudes  occidentales,  les  angles  compta 
dans  le  sens  des  heures  correspondent  aux  longitudes  à 
l'est  du  méridien  aoquol  on  rapporte  le  temps.  Le  cercle 
des  heures  permet  donc  d'introduire  dans  le  problème 
la  considération  des  longitudes. 

II. 

Un  abaque  analogue,  que  nous  avons  construit,  fait 
connaître  à  vue  Yangie  azimutal  NOS,  compris  entre 
le  nord  et  le  point  de  l'horizon  où  le  Soleil  se  lève,  angle 
qu'on  appelle  parfois  Yamplitude  ortive  du  Soleil  et  qui 
est  égal,  si  l'on  néglige  la  variation  diurne  de  la  décli- 
naison, à  l'angle  azimulal  compris  entre  le  nord  et  le 
coucher,  c'est-à-dire  à  Yamplitude  occase. 

Cet  angle  u  est  donné  par  le  triangle  rectangle  FNS; 
on  a,  en  effet, 

cosPS  :=  cosPN  cosNS, 
ou  bien 

(2]  sînD  =  cas)Lcosu. 

Posons 

x:=c.(na,     j  =  sînD; 
il  viendra 

J-:=:iC0S>, 

équation  qui  représente  en  coordonnées  rectangles  une 
série  de  droites  passant  toutes  par  l'origine  et  dont  les 
coefficients  angulaires  sont  égaux  aux  cosinus  de  la  lati- 
tude. Ayant  tracé  ces  droites  pourdiflérentes  valeurs  de  1, 
on  les  coupera  par  une  série  de  parallèles  à  l'ase  des  x, 
ayant  pour  ordonnées  le  sinns  de  la  déclinaison.  Le  point 
d'intersection  d'une  droite  du  premier  système  avec 
une  droite  du  second  aura  pour  abscisse  le  cosinus  de 
l'angle  a  ;  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  lire  la  valeur 
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de  cei  angle,  ai  l'on  a  soin  de  graduer  l'axe  des  abscisses 
inifsnt  la  loi  exprimée  par  l'équation  X  ■=■  coso»  et  d'y 
iiDcrire  les  valeurs  de  l'angle  u,  et  non  celles  de  l'ab- 
ici»ex.  L'axe  des _^  sera  gradué  suivant  la  loi j^=sinD, 
en  donnant  à  D  des  valeurs  positives  ou  négatives,  com- 
prises entre  ces  deux  liniiles  exirêtnes.  Enfîn  cliaque 
droite  passant  par  l'origine  porte  une  cote  qui  fait  cun- 
naitrela  latitude  correspondante. 

lie  même  Tableau  graphique,  prolongé  et  complété, 
peat  servir  à  résoudre  à  vue  tout  triangle  sphérique  rec- 
tangle. On  obtient  ainsi  le  Tableau  n°  3. 

SoilAlîC  un  triangle  rectangle  en  A;  soîenta  l'hypo- 
lènuse,  fr  et  c  les  côtés  de  l'angle  droit,  B  et  C  les  angles 
opposés.  Oo  aura,  entre  ces  divers  éléments,  les  deux 
équations  principales 

cosfl  =cosico»c, 
sini  i^sinisinB; 
et  si  l'on  parvient  à  tracer  deux  séries  de  lignes  qui  cor- 
respondent l'une  auparamètre  c,  l'autre  au  paramètre  B, 
les  coordonnées  dépendant  des  arguments  a  et  b,  on  aura 
construit  un  Tableau  grapliiqiie  qui  liera  ensemble  ces 
quatre  éléments,  et  qui  permettra  de  résoudre  à  vue  le 
triangle,  quelles  que  soient  les  données.  Nous  ferons  pour 
cela,  comme  tout  à  l'iieure. 


et  il  viendra 


y  ■=  cosa. 


équation  de  droites  passant  par  l'origine  ci  représentant 
les  lignes  c, 

^T-x'^d-.sinB^/i-^', 
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équation  d'hyperboles  qui  passent  toutes  par  1p^  points 
du  plan  x^±i,  jr^=±:\,et  qui  correspoudcnt  cUa- 
cune  À  une  valeur  de  l'angle  B,  Si,  dans  cette  dernièru 
cqualion,  oa  fait^  =  o,  il  vient 

.!'=  I —  sin'B  =cos'B. 

Donc  j?  =  ±cos6.  Chaque  hyperbole  coupe  donc  l'axe 
des  abscisses  en  un  point  dont  l'abscisse  est  le  cosinus  de 
l'angle  cherché.  Or  l'axe  des  x  est  déjà  gradué  suivant 
la  loi  X  =  coib.  L'arc  inscrit  en  cbaquu  point  de  l'aie 
représente  donc  un  angle,  et,  par  couséqueut,  le  point 
d'intersection  de  chaque  hyperbole  avec  l'axe  des  ab- 
scisses donne  l'angle  B  qui  défiuit  la  courbe. 

Mais  on  pourrait  aussi  se  passer  de  ces  courbes,  en 
observant  que  l'équation 

sin/':=sina3iDB 
équivaut  à  celle-ci 


«(ï-»)  ="»(;- 


de  sorte  que  les  arcs b, a,  -  —  B  forment  un 

triangle  rectangle  dont b  est  l'hypoténuse.  La  rela- 
tion entre  les  trois  éléments  a,  b,  B  est  donc  donnée  par 


le  mênie  diagramme  que  celle  qui  lie  les  éléments  a,  b,  c, 
moyennant  qu'on  remplace  respectivement  <t,  b,  c  par 

2  2  2 

On  pourrait  construire  de  même  une  série  de  courbi'S 
donnant  les  valeurs  de  l'angle  C,  compris  entre  les  c&lés 
a  cl  c. 

En  attribuant  à  cet  angle  difTérentes  valeurs  succes- 
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sivcs,  on  aurait  entre  x  ef  y  une  ('quailon  du  qnatiièmc 
«tegré;  mais  ce  iraté  surcliargeraît  trop  Të pure.  Après 
avoir  coTisidéré  dans  le  triangle  les  càtés  et  les  angles 
pris  dans  l'ordre  a,M,  c,  1>,C,  on  peut  aussi  bien  les 
prendre  dans  Tordre  inverse  a,  C,  b,  c,  B,  et  permu- 
ter B  en  C,  C  en  B,  è  en  c,  c  en  b.  Alors  cosx  devient 
l'abscisse,  cosA  le  coefficienl  angulaire  des  droites  issues 
de  l'origine,  cosa  reste  l'ordoniiée,  et  les  liyperboles, 
({iii  lout  à  l'heure  correspondaient  aux  angles  B,  cor- 
respondent maintenant  aux  angles  C.  Il  n'y  aura  donc 
de  difGculié  que  pour  le  problème  où  l'on  donnerait  les 
deux  angles  B  et  C,  qui  seraient  représentés  tous  les 
deux  |)ar  des  courbes  du  même  système.  Le  Tableau  ser- 
vira encore  à  résoudre  le  triangle,  mais  à  l'aide  d'un 
[àlonnement. 

Soient  FiK,  NC  les  hyperboles  qui  correspondent  aux 
angles  donnés  C  et  B.  Si  l'on  mène  arbitrairement  une 
droite  hori^onlale,  correspondant  li  une  valeur  de  l'hy- 
poiénuse  a,  cette  droite  coupe  les  deux  hyperboles  en 
des  points  P  et  Q.  La  droite  OP  prolongée  coupe  MN 
en  un  point  L;  la  droite  QR,  abaissée  perpendiculaire- 
ment sur  OM,  coupe  l'axe  des  abscisses  en  un  point  Tt. 
Or  les  deux  segments  OR,  ML  représentent  tous  les  deux 
le  cosinus  du  mtïme  côté;  ils  doivent  donc  être  égaux, 
et  la  droite  (a)  doit  être  Telle  qu'on  aitML  =  OR.  Les 
droites  OL,  QR  étant  tracées  en  grand  nombre  sur  le 
Tableau,  il  sera  facile  de  déterminer  par  quelques  essais 
la  position  de  la  droite  (o),  qui  assure  cette  égalité  ties 
deux  segments. 

Remarquons,  en  finissant,  que  le  triangle  plan  OMN, 
partagé  par  les  lignes  issues  du  point  O,  peut  ëire  re- 
gardé comme  la  carte,  dans  un  système  particulier  de 
iracé,  d'un  triangle  sphérique  Irirectangle  ornn.  Le 
point  0  correspond  au  pôle  o,  pris  en  l'un  des  sommets. 
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Le  côté  MN  est  l'équateiir,  et  les  rayons  issus  du  point  0 
sout  les  méridiens.  Les  droites  perpendiculaires  à  OH 
représentent  les  parallèles  LL'.  Si  l'on  désigne  par  Xli 
latitude  pi  d'un  point  p,  et  par  L  sa  longitude,  comptée 
à  partir  du  cdté  om  pris  pour  premier  méridien,  on  aura, 
dans  le  triangle  mpl,  rectangle  eu  /, 

l'hypoténuse  (»/)  =  a,     ml:=e^h,     /il=:b  =:}., 

et  la  relation 

cosd— -cosfccosc. 

Les  formules  de  transformation  seront 

X  =  COsi  =:  GOSl, 

y  =  cosa  =:  coslcosL. 

L'hypoténuse  a  donne  la  distance  sphériqne  du  point/' 
au  point  m  de  l'équateur,  et  les  angles  B,  donnés  par 
les  hyperboles,  sont  les  angles  pml  formés  par  cette 
distance  spliérique  avec  l'équateur.  On  reconnaît  les 
deux  éléments  nécessaires  au  tracé  central  d'égale  su- 
perficie, qui  a  pour  centre  un  point  m  pris  sur  Féqnatenr. 

Le  même  Tableau  permet  aussi  de  résoudre  à  vue  la 
question  qui  consiste  i  trouver  ta  distance  de  deux 
points  sur  la  splière,  connaissant  les  latitudes  et  les  lon- 
gitudes de  ces  deux  points. 

Soient  "k,  y  les  latitudes  données,  L  la  différence  des 
longitudes  données,  et  A  la  distance  cherchée;  ou  aura 

coiA  :^^  sinXsinl'  +  cos)lcos1'cosL 
=  sinX(sinV  +cat]icos]L'cosL]. 
Appelons  <f  un  arc  auxiliaire  donné  par  la  formule 
tangfr^  cotlcosL, 


il  viendra 


sini    sinV+^— icosi' 


n{l'H 


^laiiizodbvGoogle 


(  '9') 
Cela  yosé,  considérons  trois  triangles  r<?ctaQgle5,  savoir: 
("  Un  triangle  ayant  ponr  càiés  de  l'angle  droit  les 
arcs  f  et  90" —  L;  l'angle  opposé  au  côlé  cp  sera  égal  à 
90' — ),,  car  on  a 

iaDgfr=  810(90°—  L)  tang(go'  — i), 

ta  vertu  de  la  relation  «jai  définit  l'arc  auxiliaire.  Ce 
premier  triangle,  où  Ton  connaît  le  c6lé  90**  —  L  et 
l'angle  adjacent  90° — À,  fait  donc  connaître  le  côté  f, 
qne  l'on  trouve  sur  le  Tableau  graphique. 

3**  Un  triangle  rectangle  ayant  pour  cdtés  de  l'angle 
droit  90° —  X  et  90° —  X —  ^.  Si  l'on  appelle  x  son  hy- 
paiénnse,  on  aura 
C0S*ir:C08(9O»— l]cos(9o'—  1' —  ç)  =;  iinl  SID  (i' -I- çj. 

Le  c6té  X  sera  donc  encore  facile  à  trouver  sur  le  Tableau . 

3°  Imaginons  un  troisième  triangle  rectangle  ayant 

pour  hypoténuse  x,  et  tf  pour  l'nu  des  c6tés  de  l'angle 

droit.  L'autre  côté  sera  égal  à  la  distance  cherchée  A, 

,     ,  .    coix 
car  sou  cosinus  sera  égal  a  ou  a 


8iolsin(  V+  ç)  _ 


Le  Tableau  résout  donc  le  problème,  en  introduisant 
ilenx  auxiliaires,  iç  etx.  Ces  opérations  successives  sont 
résumées  dans  le  Tableau  symbolique  suivant  : 

Qmntitcs  donnén.  Quanlitéi  cherché». 

c  =  90"- 
*=go"- 
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PlIBLiCATIdKS  IIÉCEnES. 

Siilla  risoluzione  délie  coiigruenze  numeriche,  e  su  Ile 
tavole  clic  ilanno  i  logarilmi  (iodici)  degli  inceri  rispelto 
ai  vari  moduli  ;  Mcmoria  del  prof.  G.  BcUavilis.  Extrait 
des  Transunti  délia  reale  Accaiîemia  dei  Lincei;  1 877. 

Frima,  seconda,  leiza  ed  ultima  parif:  ddla  qiiailor- 
dicesima  Rivista  di  Giornali  del  prof.  G.  Bf.Uavilù. 
Eslraitdut.  VI,  série  V,  Aai^lti  del  R.  Islituto  venelo. 

Applications  mécaniques  du  Calcul  des  «juatemions. 

—  Sur  un  nouveau  mode  de  transformation  des  courbes 
et  des  surfaces;  par  M.  Laisaiii,  In- 4".  Prix  :  5  francs. 

—  Paris,  Gauthier-Villars;  1877. 

Sur  la  théorie  des  é<jualions  algébriques.  —  Sur  la 
lliéorie  des  surfaces;  par  M.  A.-E.  Pellet.  111-4"  — 
Clermont-Ferrand,  F.  Thibaud;  1878, 


«uESTiems. 

1309.  On  donne  deux  coniques  A,  B  et  un  point  S 
dans  un  plan.  Par  ce  dernier  on  tire  une  ligne  quel- 
conque, et  l'on  prend  son  pôle  a  par  rapport  à  la  coni- 
que A.  On  joint  Srt  et  l'on  prend  son  pôle  b  par  rap- 
port à  B;  on  lire  Sb  cl  l'on  prend  son  pôled,  par  rapport 
à  A,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Démontrer  que  : 

i"  Quatre  droites  consécutives  quelconques  des  fais- 
ceaux S,  fi,  a,,  a,,  ...  et  S,  6,  £,,  ht,  ...  ont  des 
rapports  anharmoniques  constants-, 

a°  Donner  l'expression  d'un  de  ces  rapports; 

3°  Si  ce  procédé  est  épuisé  à  la  cinquième  ligne,  en 
d'autres  termes,  si  S&,  coïncide  avec  la  première  ligne 
arbitraire  issuedu  point  S,  les  quatre  tangentes  menées 
par  S  aux  deux  coniques  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. (C.  uE  Polighac.) 
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ROTE  SUR  LE  PBINCIPE  DE  L4  iOIKDRE  ACTION; 

Pi»  M.  Th.  SLOUDSKT, 
ProfeiMur  k  l'IIairenEM  da  Moicou. 


1.  L'illuslre  anienr  de  ]»  Mécanù/ue  analytique,  qui, 
in  premier,  a  formulé  le  principe  de  la  moindre  action 
daus  toule  sa  généralité,  admit  malheureusement  dans 
MU  exposition  du  principe  une  obscurité  et  même  une 
certaine  imprécision.  Ayant  démontré  que 
3.Smfuds  =  o{'), 

il  n'a  pas  indiqué  quels  sont  les  mouvements  comparés. 
Ayant  différentié,  par  rapport  à  la  caractéristique  S, 
IVquation  des  forces  vives  et,  par  conséquent,  assujetti, 
lODs  les  mouvements  comparés  à  la  condition 


il  n'a  pas  fait  attention  à  ladite  condition,  ni  en  formu- 
lant le  principe  même,  ni  en  déduisant  de  ce  principe 
les  équations  du  mouvement.  Cette  omission,  peu  grave 
eu  elle-même,  mena  cependant  à  des  méprises.  Grâce  à 
cela,  plusieurs  éminents  géomètres  de  l'Europe,  tels  que 
Jacobi  en  Allemagne  et  Ostrogrxdsliy  en  Russie,  n'ont 
pas  compris  le  principe  de  la  moindre  action,  tel  qu'il 
est  exprimé  par  Lagrange;  ils  le  trouvèrent  inexact  et 
le  remplacèrent  par  leurs  propres  théorèmes.  C'est  aussi 
grâce  à  cela  que,  jusqu'à  présent,  il  ne  s'est  pas  formé 
jianaï  les  géomètres  une  idée  nette  du  principe  en  ques- 


{')  Mécanique  analjlique,  3*  édition,  t.  I,  p.  174  Bt  ai 
Am.  itil»ihémmt..i' ièrli,  t.  X.V111.  (Mii  1879.) 
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Contnbaer  à  éclairer  le  sens  de  ce  principe,  tel  est  le 
but  de  la  présente  Noie, 

2.  En  approfondissant  l'analyse  de  Lagraoge,  il  n'est 
pas  difficile  de  reconnaître  le  sens  du  théorènie  qne  le 
célèbre  géomètre  français  a  nommé  le  principe  de  la 
moindre  action.  On  voit  par  cette  analyse  qu'outre  Irs- 
tiaisons  du  système  tous  les  mouvements  comparés  sont 
sujets  à  ces  deux  conditions  :  i°  les  positions  initiales  ei 
6nales  du  système  doivent  être  les  mêmes  dans  tous  les 
raouverocnts  comparés;  a°  les  coordonnées  des  points  dn 
système  doivent  satisfaire  à  l'équation 

(,)  s(l"  +  n)n,  =  H. 

II  étantune  certaine  fonction  des  coordonnées,  et  H  une 
constante  donnée. 

A  ces  conditions  d.Smyu(/5  =  o  pour  celui  des  mou- 
vements qoi  a  n  pour  fonction  des  forces. 

Pour  les  autres  mouvements  comparés,  Il  ne  doit  et  ne 
peut  être  fonctiou  des  forces  :  ils  doivent  avoir  lien  sous 
l'action  d'antres  forces  motrices. 

De  ce  que  tous  les  mouvements  comparés  sont  sujets  à 
la  condition 

S|— +  n)  m=:H, 

il  ne  s'ensuit  nullement  qu'ils  doivent  avoir  lieu  sous 
l'action  des  mêmes  forces  motrices.  L'équation  (i)  n'est 
l'équation  des  forces  vives  que  pour  celui  des  mouve- 
menu  pour  lequel  d.Sm/uds  =  o. 

Bien  entendu,  la  variation  des  forces  motrices  peut 
être  remplacée  par  l'introductiou  de»  nouvelles  yorc« 
des  liaisons.  Avec  ces  dernières,  les  mouvements  com- 


^laiiizodbvGoogle 


par^  peuvent  avoir  lieu  sous  Faction  des  mêmes  forces  ' 
motrices. 

Voici  le  pen  qui  doit  être  ajouté  à  l'exposilioa  du 
principe  de  la  moindre  acùon,  faîte  par  Lagrange, 
pour  loi  donner  la  clarté  et  la  précision  qui  lui  man- 
quent. 

Pour  ce  qui  concerne  romission  menUonnée,  que  La- 
graDge  avait  faite  en  déduisant  les  équations  du  mouve- 
ment à  l'aide  du  principe  de  la  moindre  action,  elle  a 
été  suggérée  encore  en  i8i4  par  O.  Rodrîgues,  dans  sa 
Note  remarquable,  mais  malheureusement  peu  connue  : 
Delà  manière  d'employer  le  principe  de  la  moindre 
action,  pour  obtenir  les  équations  du  mouvement  rap- 
portées aux  variables  indépendantes  {*). 

3.  Pour  mieux  éclaircir  ce  qui  est  dit,  prenons  un 
exemple. 

Représentons-nous  un  mouvement  parabolique  d'un 
point  pesant,  lancé  dans  une  direction  faisant  un  angle 
7  avec  l'horizon.  Supposons  que  la  niasse  du  point  soit 
%ale  Â  l'unité,  sa  vitesse  initiale  f,  très-grande,  et 
l'angle  (f  très-petit.  Ce  mouvement  ditl%re  d'abord  bien 
pen  du  mouvement  uniforme,  suivant  une  droite  hori- 
zontale avec  la  vitesse  v,.  Supposons  que  les  deux  mou- 
vements s'effectuent  dans  le  plan  xz.  Les  équations  du 
premier  mouvement  seront 


celles  du  second, 

La  fonction  des  forces  pour  le  premier  mouveraeni  sera 
—  gz  ;  poor  le  second  elle  sera  zéro. 

(•)  Corrtiponilaase  i«r  l'teoU  Polyieehiûque,  l.  il[. 
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L'équation 

«'  =  p;  —  a  je 

sera  satisfaite  par  ces  deux  mouvements. 

Comparons  tes  deux  tnouveoienls  entre  les   points 
d'inierseciion  des  Irajectoires.  Comparons  les  intégrales 


X 


Tdt. 
Dans  le  premier  mouvement, 


Ainsi,  tant  que  l'angle  <f  est  petit,  l'intégrale    /     Tdt 

est  plus  petite  dans  le  premier  mouvement  que  daus  le 
second . 

i.  Le  célèbre  Jacobi,  dans  ses  P^orlesitngen  iiber  Dy- 
namik,  professées  en  1842-43  à  Kunigsbei^  et  éditées 
en  1S66  par  Clebscb,  s'exprime  ainsi,  eu  parlant  du 
principe  de  la  molndrcactîon,  p.44  '-  <(DiesPriucipwir(l 
fast  inallen  Lehrbiichern,  auch  in  dcn  besten,  in  denen 
von  Poisson,  Lagrangeund  I.aplacc,  so  dargestellt,  dass 
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vs  iiach  meiner  Ansiclit  nicht  zu  verstcben  ist.  Es  wîrd 
n&mlich  gesagt,  es  soll  das  Intégral 

(worin  f,  =^  -7^  die  Geschwindigkeit  des  Punkles  m,  be- 

zeicboet)  em  Minimum  sein,  wenn  man  das  Intégral 
von  eïner  Position  des  Systems  zu  andem  ausdebne.  Es 
wirddabei  gesagt,  dieserSatzgeltenur,  so  lange  derSaiz 
(1er  lebendigen  Krafte  gelte,  aber  es  wird  eu  sagen  ver- 
gessen,  dassman  durch  deu  Satz  der  lebendigen  Kraft 
die  Zeit  ans  obigeni  Intégral  eliminin  und  ailes  auF 
Aaumelementereduciri  annehineii  musse. Das  Minimum 
des  obigen  Intégrais  ist  ûbrigens  so  zu  vcrstehen,  dass, 
nenn  die  Anrangs-undEndposîtionen  gegeben  sind,  das 
Intégral  unter  allen  von  der  eînenlzur  auden)  Position 
muglichen  Wegen  fur  den  wirkiicb  dorchlaufenen  ein 
Minimum  vrird.  » 

Âjant  éliminé  de  l'intégrale  fLmiVidsi  le  temps  t  à 
l'aide  de  l'équation  des  forces  vives,  Jacobi  arrive  à  l'ex- 
pression juste  (wahre  Form),  d'après  son  opinion,  du 
principe  de  la  moindre  action  : 

«SîndzweiPo5ÎtionendesSystemsgegebGn,unddehnt 
mandas  Integra) 

/\/a[U-t-A)  \jïtn,ds^ 

auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von  der  ersten  Position 
2ar  zweitea  ans,  so  îsL  sein  Werth  fur  die  wirkiiche 
Hahn  ein  Minimum  in  Bezïehung  auf  aile  môglicbe 
Balinen,  d.  h.  seiche,  welcKe  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  (wenn  es  deren  gibt)  vereinbar  sind.  Es  vrird 
ah» 

/'^2(U  -t-A)  \IZm,dsl 
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cin  Minimum  oder 

a/v'TfÛTT)  <:/Zmids>  =0.  . 

Certainemeatonpeutëlimïnerle  temps  t  de  l'iniégralc 
JXmiV{  dsi  à  l'aide  de  l'équation  des  forces  vives  ;  mais 
il  n'y  s  aucune  nécessilé  dans  cette  éliminatioD.  Les 
expressions 

les  variables  étant  liées  par  l'équation 


sont  des  expressions  tout  k  fait  ëquivalentea.  Pas  une 
seule  n'est  plus  vraie  que  l'autre.  Jacobi  a  entièrement 
tort  d'affirmerque  l'exposition  du  principe  de  la  moindre 
action,  donn^  par  Lagrange,  est  incompréhensible.  H 
ne  l'a  pas  comprise  et  il  a  donné  sa  propre  expression, 
qui  essentiellement  ne  diffère  en  rien  de  celle  de  La- 
grange. 

L'exposition  du  principe  de  la  moindre  action  faite  par 
Lagrange  pèche,  comme  nous  l'avons  dit,  par  une  cer- 
taine  imprécision  :  l'exposition  de  Jacobi  a  le  même 
défaut.  Jacobi  non  plus  ne  précise  pas  exactement  les 
mouvements  comparés.  En  assujettissant  les  mouvements 
comparés  à  la  condition 

Jacobi  suppose,  à  ce  qu'il  parait,  qu'ils  doivent  tous 
s'effectuersous  l'action  des  mêmes  forces  motrices  ;mais, 
comme  nous  le  savons  déjà,  cette  limitation  n'est  pas  du 
tout  nécessaire. 
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D.  L'opinîoQ  du  célèbre  géiinitre  de  Kônigsbei^  sur 
l' exposition  du  principe  de  la  moindre  action  par  La- 
grange  a  été  reçne  par  ses  compatriotes  sans  réplique  et 
MDS  objection.  En  parlant  du  principe  en  question  dans 
lenrs  ouvrages,  ]es  mathématiciens  allemands  contem- 
porains ont  en  vue  exclusivement  l'expression  de  ce 
principe  donnée  par  Jacobi.  C'est  aussi  dans  cette  forme 
^'ils  l'exposent  dans  lenrs  conrs  de  Mécanique  [*).  Sans 
se  donner  la  peine  d'approfondir  la  question,  ils  prennent 
la  Torine  de  Tacobi  pour  la  seule  exacte.  Ils  voient  dans 
Vexplication  du  principe,  donnée  par  Jacobi,  an  grand 
pas  fait  par  la  Science.  Ils  traitent  avec  courroux  les 
géomètres  étrangers,  qui  n'admettent  pas  on  qui  ignoren  t 
ce  mérite  de  leur  grand  compatriote.  M.  Serret,  par 
nem^Je,  a  bien  souffert  ponrne  pas  avoir  fait  attention, 
^maoa&tceUeat  Mémoire  sur  le  principe  de  la  moindre 
action,  imprimé  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXXII 
ei  LXXm,  aux  travaux  de  Jacobi  et  d'autres  géomètres 
allemands.  (Voir  Jahrhuch  iiber  die  Fortschritte  der 
Mathematûc,  t.  III,  p.  174.) 

M.  Mayer,  prefessenr  à  l'Université  de  Leipzig,  qui 
>  occupe  de  longue  date,  mais  avec  peu  de  succès,  duprin- 
cipe  de  la  moindre  action,  a  publié  dernièrement  sa  bro- 
clmre  Gesckichte  des  Princips  der  Meinsten  jiction. 
L'élude  historique  du  sujet  aurait  dû  l'amener  à  une  es- 
timation exacte  du  principe  et  k  l'appréciation  juste  du 
mérite  de  Lagrange.  Mais  M.  Mayer  ne  s'est  pas  donné 
la  peine  de  bien  étudier  la  littérature  de  la  question.  £11 
imitant  Jacobi,  il  dit  que  le  principe  de  la  moindre  ac- 


(')  ScBSU.,  Théorie  der  Betvcguag  uad  der  Krd/ie. 

Dut  la  mémo  forme  oD  expose  leprincipe  de  ta  moindre  aclioii  di 
qutlqnes  noureaux  cours  fl-anfu*  de  Mécanique,  par  ciomplo,  dans 
trmé  de  Méioniqut  ralionaelle  par  LàdKExt. 
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don,  tel  qu'il  est  exposé  par  Lagrange,  n'a  aucun  sens. 
Tâchant  de  IV'xpliquer,  il  arrive  â  la  conclusion  que 
c'est  le  principe  d'Hamilton  qui  est  exprimé  par  le  théo- 
rème de  Lagrange. 

6.  L'expression  du  principe  de  U  moindre  action, 
donnée  par  Lagrange,  a  été  blimée,  comme  nous  l'aTons 
déjà  dit,  non-seulement  par  Jacobï,  mais  encore  par 
Ostrogradsky.  Dans  son  Mémoire  sur  les  équations  dif- 
férentieUes  relatives  au  problème  des  isopèrimètres  (Mé- 
moires de  l'yicadémie  de  Saint-Pétersbourg,  6'  série, 
Sciences  m  a  télématiques  et  physiques,  I.  IV)  et  dans  sa 
lettre  n  Braschmann,  publiée  dans  te  premier  volume  du 
Journalde  la  Société  Philomathique  de  Moscou,  Ostro- 
gradsky déclare  que  l'analyse  de  l'article  40  (3'  section, 
a*  Partie,  1. 1)  de  la  Mécanique  analytique  est  inexacte, 
et  qae  le  principe  de  la  moindre  action  doitétre  exprimé 
par  l'équation 

J/[n  +  T)d(  =  o, 

c'est-à-dire  que  ce  principe  est  celui  d'Hamilton. 

L'opinion  d 'Ostrogradsky  a  trouvé  des  défenseurs  dans 
la  littérature  matbématiqne  russe,  tels  que  Brasdimanu. 
RacbmaninofT*,  mais  elle  a  eu  aussi  des  adversaires, 
Sloudsky,  SokoIofT,  SomoFT.  La  controverse  ainsi  levée  a 
fini  au  proGt  de  Lagrange.  Il  a  été  démontré  que  son 
analyse  n'a  point  de  fautes  et  que  sou  théorème  est  es- 
sentiellement différent  du  principe  d'Hamïllou. 
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LIGUES  8B  COURBURB  DE  U  SURFACE  2=Lcos>^—Lco3X} 

Pa&  m.  a.  de  saint-germain. 

M.  Ilsserand  a  étudié,  dans  ses  Exercices  sur  le  Calcul 
infinitésimal  [f.  3^9),  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
A  représentée  par  l'équation 

a  =  —  L  cos*  —  L  coa  7"  ; 

OD  peut  faire,  entre  cette  surface  et  la  surface  B  que  je 
considère,  un  rapprochement  analogue  à  celui  que  leur 
mode  de  génération  établit  entre  les  deux  paraboloïdes. 
Deux  séries  de  droites  rectangulaires  menées  dans  le 
plan  des  xj'  parallèlement  à  OX  et  à  OY,  à  des  distances 
deccsaxes  égales  à  un  nombre  impair  quelconque  de  fois 

-t  dt^sinent  une  sorte  d'échiquier  indéBni.  Or  les  sur- 
faces A  et  B  sont  formées  d'une  infinité  de  nappes  égales, 
dont  chacune  se  projette  sur  le  plan  des  jcy  à  l'intérieur 
d'une  case  qui  serait  de  même  couleur  que  la  case  ayant 
Min  centre  à  l'origine,  aucun  point  ne  se  projetant  dans 
Jes  autres  cases  ;  mais,  tandis  qu'une  nappe  de  A  peut 
être  engendrée  par  une  branche  de  la  courbe  ^=o, 
2  =  —  Lcosj:,  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même 
de  façon  que  son  sommet  glisse  sur  (a  courbe  j;  =  u, 
1  =  — Lcosy,  concave  comme  la  première  vers  les  n 
positifs,  une  nappe  de  B  pourra  être  décrite  par  la  même 
génératrice,  maïs  en  faisant  glisser  son  sommet  sur  la 
1ignex  =  o,  z  =  Lcos^,  concave  vers  les  z  négatifs; 
la  surface  B,  comme  le  parabuloïde  hyperbolique,  aura 
partout  des  courbures  opposées. 
La  projection  des  lignes  de  courbure  de  B  sur  le  plan 
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des  xy  est  donn^  par  une  équalioa  différentiel  le  bien 
moins  simple  que  pour  A;  nous  efTec  tuerons  l'intégration 
à  l'aide  d'un  procédé  avantageux,  et  la  discussion  des 
courbes  obtenues  pourra  offrir  de  l'intérêt.  Il  sufBt  d'ap- 
pliquer la  formule  connue  qui  donne  la  projection  des 
lignes  dccourbure  d'une  surface  quelconque  pour  trouver 
sans  difficulté,  dans  le  cas  de  la  surface  B,  l'équation 

ianga:tang)'(»^c'«(il«'-i-séc'j'dj'')  —  a»6c'«»éc'j-rf*rfr  ^^o- 

Après  avoir  mnlUplié  cette  équation  par  ungx  tang/, 
on  peut  lui  donner  la  forme 

(I  \  sin'jiii' 

cos'r         /    cos'^c 

Eu  faisant =  u, =  v,  on  trouve 

cosx  cQsj 

(i)  (urff-  <.rf«)'— (rf«'-t-</<^)  =  o. 

Si  u  et  i'  éuient  des  coordonnées  rectangulaires,  cette 
équation  se  simplifierait  en  passant  aux  coordonnées 
polaires  ;  je  suis  donc  conduit  à  poser 

H  ^pcosoi,     V  ^psinw. 

Eu  eSecluant  le  cbangement  de  variables,  on  déduïi 
de  l'équation  (i) 

p'dti'  —  (df'  ■+-  p'rfei')  =  o, 

d'où 


cos'*cos'j- 


Désignant  par  a  une  constante  arbitraire,  j'ai  l'inlé- 
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g  raie 

P  P 
On  se  contentera  du  signe  +  devantu,  car,  en  posant 
a  =  air  —  al,  cos(a  —  w)  deviendrait  cos(«'-t-u).  Je 
développe  la  dernière  équation  obtenue,  je  reviens  aux 
variables  primitives,  et  j'ai  pour  la  projection  P  d'une 
ligne  de  courbure  quelconque 


-=X. 


On  cherche  comment  varie  X,  par  exemple,  en  con~ 
straisant  la  courbe j^*!  =  X.  Soit  maïntenaDt  ABCD  la 
case  de  l'échiquier  au  centre  de  laquelle  est  l'origine  ; 
nous  nous  bornerons  i  la  portion  de  P  comprise  dans  le 

carré  ABCD.  Quand  et  est  compris  entre  o  et  -j  F  sera 

composé  de  deux  branches  séparées  par  OY  et  abouds- 
sant  aux  quatre  sommets  de  ABCD  ;  pour  les  valeurs  de 

a.  entre  n  et  — >  on  a  deux  branches  analogues,  mais  sé- 
parées par  OX;  elles  correspondent  aux  lignes  de  cour- 
bore  du  second  sj'stéme  -,  les  valeurs  de  a  comprises  dans 
le  deuxième  on  le  quatrième  quadrant  ne  donnent  pas  de 
points  utiles.  Pour  les  valeurs  limites  de  a,  P  se  réduit 
aux  axes  OX  et  OY  ou  aux  c6tés  du  carré. 

Ajoutons  que,  tandis  que  A  possède  une  infinité  d'oni- 
bilics  tout  le  long  de  ses  sections  principales,  B  n'a  au- 
cun de  ces  points. 


^lailizodbvGoOglc 


(  2o4T 

SIR  mt  PROPUIÉTË  DU  CERCLE  JOIISSANT  DB  U  PR9PRIÉTB 
QUE  DB  CHACUN  DE  SES  POINTS  ON  VOIT  SOUS  l!K  ANGLE 
DROIT  UNE  CONIQUE  DONNÉS; 

P»«  M.  LAGUERHE. 


1 .  Soient  K  la  conique  donnée  et  C  le  cercle  oonsidëré. 
Désignons  par  M  un  pointde  ce  cercle;  les  deux  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  conique  sont  à  angle  droit;  par 
suite,  si  l'on  mène  les  deux  droites  isotropes  qui  se  croi- 
sent au  point  M,  et  si  l'on  désigne  par  <x  et  ^  les  poinL<i 
où  ces  droites  rencontrent  la  polaire  de  M  relativement 
à  laconique,  le  triangle  Ma|3  est  conjugué  par  rapport  » 
cette  conique. 

Considérons  un  autre  triangle  ABC  conjugué  par  rap- 
port à  K;  d'après  un  beau  lliéorème  dû  à  M.  Hesse,  on 
sait  que  les  triangles  Map  et  ABC  sont  circonscrits  à  une 
même  couique.  Cette  conique  a,  d'ailleurs,  pour  foyer 
le  point  M,  puisque  les  droites  Ma  et  Mf3  soûl  isotropes. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  donné  un  triangle  quelconque  ABC,  con- 
jugué par  rapport  à  la  conique  K,  et  étant  pris  un 
point  quelconqiw.  M  sur  te  cercle  C,  la  conique  inscrite 
flans  le  triangle  ABC  et  ayant  pour  foyer  le  point  M 
est  tangente  à  la  polaire  du  point  M  relativement  à  K. 

Autrement; 

Si,  d'un  point  M  pris  arbitrairement  sur  le  cercle  C, 
on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangla 
quelconque  conjugué  par  rapport  à  la  conique  K,  It 
cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  pied  de  la  perpendi- 
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ciJaire  abaissée  du  point  M  sur  sa  polaire  relativement 

à^■)■ 

2.  Lorsque  la  conique  K  est  une  parabole,  le  cercle  C 
se  réduit  à  la  directrice  de  cette  parabole.  D'ailleurs,  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  directrice  sur 
sa  polaire  est  le  foyer  de  Is  courbe. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  triangle  quelconque  conjugué  par 
rapport  à  une  parabole,  si,  d'un  point  quelconque  de 
la  directrice,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
cités  de  ce  triangle,  les  trois  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires sont  sur  un  cercle  passant  par  le  foryev  de  Ut 

3.  Considérons  deux  points  M  et  M'  situés  sur  le 
cercle  C,  et  désignons  respectivement  par  P  et  F  leurs 
IMilatres  relativement  à  la  conique  K;  soit  de  plus  N  le 
point  de  rencontre  des  droites  P  et  P'.  D'après  ce  que 
j'ai  dit  plus  baut,  M  et  M'  sont  les  foyers  d'une  conique 
tangente. aux  droites?  et  P'.  Il  en  résulte,  d'après  un 
ihéoréme  connu,  que  les  deux  droites  P  et  P'  ont  même 
orîeniation  que  les  droites  ^M  et  NM'.  D'ailleurs,  le 
cercle  C  a  pour  polaire  réciproque,  par  rapport  à  K, 
nne  conique  ayant  les  mêmes  foyers  que  cette  conique  ; 
c'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait  bien  connu 
que  le  cercle  C  passe  par  les  points  de  contact  des  droites 

(*)  Celte  proprisli  le  ratuche  à  la  raÎTiiiiM,  qu«  je  ma  contente  de 

Coiuidcrons  une  série  de  triangles  iaierits  dont  une  mime  conique  et 
circonseriti  à  une  autre  conique,  puis  d'un  point  fixe  M  abaiasom  des 
ptrpiadtculaires  sur  les  eétii  de  chacun  de  ces  triangles.  Lei  divert 
cercles  passant  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  coupent  orthogona- 
iemeat  un  eacle  pxe,  tandis  que  leurs  centres  décrivent  nne  conique. 
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isotropes  tangentes  à  K.  Par  snîle,  les  droites  P  et  F 
étant  tangentes  à  cette  conique  boniofocale  k  K,  ces  deux 
droites  ont  la  même  orientation  que  les  tangentes  menées 
du  point  N  à  K.  Si  l'on  remarque  maintenant  que  la 
droite  joignant  tes  points  de  contact  de  ces  tangentes  est 
U  droite  MM' polaire  da  point  N  relativement  à  K,  on 
obtiendra  le  tliéorème  sutTant  : 

Étant  donné  un  point  quelconque  da  plan  N,  sa 
polaire,  par  rapport  à  la  conique  K,  coupe  cette 
courbe  en  deux  points  Q,  Q*,  et  le  cercle  C  en  deux 
points  M  et  M';  les  angles  QNQ*  et  MQM'  ont  mêmes 
bissectrices. 

Lorsque  la  conique  est  une  parabole,  la  proposition 
peut  s'énoncer  de  U  façon  suivante  : 

Si,  d'un  point  quelconque  N  du  plan,  on  mène  deux 
tangentes  à  une  parabole,  et  si  l'on  désigne  par  A  et 
B  leurs  pointf  de  contact,  parT  le  point  oà  la  corde  des 
contacts  AB  rencontre  la  directrice  de  la  courbe,  les 
bissectrices  da  l'angle  forme  par  les  droites  TN  et  TA 
sont  parallèles  aux  bissectiices  de  l'angle  ATB. 


iUK  LA  COURBE  ENVKLWPÉK  PUI  LR8  UBS  BBS  CBNltfiS 
QUi  PASSBST  PAR  QUATRE  POINTS  B«llllfiS  BT  SUR  LBS 
AXES  DBS  SURFACES  DB  RBYOLUTION  BU  SBCOI»  ORMB 
QUI  PASSENT  PAR  CINQ  POINTS  DONNÉS.  SUR  LBS  LUNBS 

Pia  H.  LAGUEERË. 


1.  La  courbe  enveloppée  par  les  axes  des  coniques 
qui  passent  par  quatre  points  donnés  est,  comme  on  le 
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sait,  une  coariw  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième 
classe  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'inûni.  LV- 
qnaUond'nne  telle  courbenerenferme  que  six  constantes 
arbitraires  et,  comme  quatre  points  donnés  introduisent 
hniteonitantes,  il  en  résulte  qne  la  même  courbe  peut 
être  regardée  d'une  infinité  de  façons  différentes  comme 
l'enveloppe  des  axes  d'une  coniqne  assujettie  à  passer  par 
qnatre  points.  Je  me  propose  de  déterminer,  pour  une 
courbe  donnée  de  la  troisième  classe  doublement  tangente 
àla  droite  de  l'infini ,  les  divers  systèmes  de  qnatre  points 
qui  permettent  le  mode  de  génération  indiqué. 

â.  Je  m'appoierai  sur  la  proposition  suivante,  que 
j'ai  fait  connaître  depuis  longtemps  dans  les  Nouvelles 
Annales  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  deux  points  jixes  A 
e(  B  et  un  point  M  mobile  sur  cette  conique,  si,  aux 
points  milieux  des  cordes  AM  et  BM,.on  élève  des  per- 
pendiculaires à  ces  cordes,  la  segment,  intercepté  sur 
l'un  quelconque  des  axes  de  la  conique  par  ces  perpen- 
diculaires, demeure  constant  quand  le  point  M  se 
meut  sur  la  courbe. 

Supposons  que  le  point  M  vienne  successivement 
coïncider  avec  deux  points  donnés  C  et  D  de  la  conique  ; 
on  aura  la  proposition  suivante  : 

A,  B,  C  el  D  étant  les  sommets  d^un  quadrangle  inscrit 
dans  une  conique ,  aux  points  milieux  des  cordes  AC, 
BC,  AD  et  BD,  éluvons  des  perpendiculaires  à  ces  cordes 
et  désignons  respectivement  par  A',  B',  A"  et  B'  ces  per- 
pendiculaires; cela  posé,  les  segments,  interceptés  sur 
l'un  quelconque  des  axes  de  la  conique  par  les  per- 
pendiculaires A'  et  B'  d'une  part  et  par  les  perpendicu- 
laires A"  et  B"  d'autre  part,  sont  égaux  entre  eux. 


^laiiizodbvGoogle 


(  S"8  ) 

Il  est  clair  que,  le  quadraDjjle  ÂBCD  étant  donné,  on 
pourrait  considérer  d'autres  cordes  que  celles  qne  je 
viens  de  considérer  et  qui  donneraient  lieu  à  des  propo- 
sitions semblables.  En  examinant  cette  question,  on  voit 
facilemeni  que  ces  propositions  sont  contenues  dans  le 
ibéorèine  suivant  : 

A,  B,  Cet  D  étant  les  sommets  d'un  quadrangle  in- 
scrit dans  une  conique,  désignons  par  ce,  p^y  et  S  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  que 
l'on  peut forrtier avec  trois  quelconques  deces sommets. 
Cela  posé,  les  trois  couples  de  côtés  opposés  du  qua- 
drangle formé  par  les  points  «,  p,  y  el  â  interceptent, 
sur  l'un  quelconque  des  axes  de  la  conique,  trois  seg- 
ments dont  le  point  milieu  est  le  même. 

3.  On  sait,  par  le  tliéoréme  de  Desargaes,  que  géné- 
ralement les  six  calés  d'un  quadrangle  sont  coupés  par 
une  droite  quelconque  en  six  points  en  involution  ;  ou 
voit  ici  que  lessix  cdtés  du  quadrangle  a^d  sont  coupés, 
par  un  axe  quelconque  d'une  des  coniques  passant  pai- 
les quatre  points  A,  B,  C  etD,  en  six  points  formant  une 
involution  dont  un  des  points  doubles  est  rejeté  à  l'in- 
fini. 

Imaginons  les  deux  coniques  circonscrites  au  qua- 
drangle ABCD  et  tangenies  à  cet  axe;  leurs  points  de  con- 
tact avec  cette  droite  sont  précisément  les  deux  points 
doubles  de  l'involulion  dont  je  viens  de  parler;  Tune  de 
ces  coniques  est  donc  asymptote  de  l'axe. 

En  d'auires  termes  : 

Un  axe  quelconque  d'une  coiiiijue  circonscrite  au 
quadrangle  ABCD  est  une  asymptote  d'une  conique  cir- 
conscrite au  quadrangle  apyS. 

4.  Pour  abréger  le  discours,  étant  donné  un  quadrangle 
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quelconque  ABCD,  je  désignerai  sous  le  nom  de  qua- 
drangle  déiwé  le  quadraiigle  dont  les  sommets  soni  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ÂBC,  BCD, 
CDÂ  et  DAB. 
On  peut  donc  dire  que  : 

L'enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un 
ijitadrangle  donné  est  V enveloppe  des  asjmptotes  des 
mniqties  circonscrites  au  quadrangle  dérivé. 

5.  Soient  a^/8  un  c[uadrangle  donné  et  K  la  courbe 
enveloppée  par  les  asymptotes  des  coniques  circonscrites 
à  ce  quadrangle. 

Une  telle  courbe  peut  être  engendrée  de  celle  façon 
d'une  infinité  de  manières.  Considérons,  en  effet,  une 
quelconque  des  coniques  circonscrites  au  quadrangle  et 
soient  D  et  I^  ses  deux  asymptotes  ;  nous  dirons  que  ces 
deux  droites  sont  deux  tangentes  conjuguées  de  la  courbe. 
Cela  posé,  on  sait  {')  que,  si  l'on  considère  deux  couples 
quelconques  de  tangentes  conjaguées,  ces  deux  couples  se 
rencontrent  en  quatre  points  formant  un  quadrangle  Q 
et  que  les  asymptotes  des  coniques  circonscrites  à  ce  qua- 
drangle enveloppent  la  courbe  K. 

Si  donc  on  construit  le  quadrangle  Q'  ayant  pour  dé- 
riré  le  quadrangle  Q,  les  axes  des  coniques  circonscrites 
à  Q*  envelopperont  la  courbe  K,  et  l'on  obtiendra  toutes 
les  façons  semblables  d'engendrer  cette  courbe  eu  consi- 
dérant tous  les  quadrangles  qui  ont  pour  dérivés  les 
divers  quadrangles  Q- 

6.  La  projection  oriliogouale  d'une  courbe  K,  sur  un 


(  *  )  Voir  SteintR,  Ueéer  eiae  betoadere  Ciirvt  dritter  Klaii«  und  vierten 
Grades  (Journal  de  Creile,  t.  LILf,  p.  a3[)  et  CiiHO!»*,  Sur  Ckffacy 
tl^it  à  trot)  rtèrouisements  {Ibid.,  t.  LXIV,  p.  lOi). 

Aita.da'Mathémat.,  i*  lérie,  I.  XVItl.  (Mai  1S79,)  ^4 
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plan  quelconque,  est  évidemment  une  courbe  de  la  même 
espèce. 

Soient  A,  B,  C  etDquatre  points  donnés  et  K  l'enveloppe 
des  azes  des  coniques  passant  par  ces  points;  désignons 
par  K'  la  projection  de  celle  courbe  sur  un  plan  P,  cette 
projection  peut  être  considérée  comme  l'euveloppe  des 
axes  des  coniques  passant  par  quatre  points  A',  B*,  C 
et  ly  que  l'on  construira  de  la  façon  suivante. 

Dans  le  plan  du  quadrangle  ABCD,  imaginons  le  qua- 
drangte  dérivé  a^yi  et  projetons  ce  dernier  quadrangle 
sur  le  plan  P;  soit  a'^'/d'  celte  projection.  Il  est  clair, 
d'après  ce  que  j'ai  dii  plus  haut,  que  les  poiou  cherchéi 
A',  B',  C  et  jy  seront  les  soinmels  du  quadrangle  qui  a 
pour  dérivé  a'^'y'5'. 

7.  U  peut  être  utile  dans  certains  cas  de  construire  le 
quadrangle  qui  a,  pour  dérivé  un  quadrangle  donné  a^ji. 

Soient  A,  B,  C  et  D  les  sommets  du  quadrangle  clier- 
chë;  en  sorte  que  a  désigne,  par  exemple,  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  P  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ACD,  etc. 

On  voit  immédiatement  que  le  symétrique  du  point  A 
relativement  à  la  droite  ^i  est  le  point  C  et  que  le  symé- 
trique du  point  C  relativement  k  la  droite  ^a  eit  le 
point  D;  on  a  donc  les  deux  relations  suivantes  : 

AP7  +  CP7  =  affP7     et     C?7 +Dpy  =  aa^y; 

les  points  A  et  D  étant  d'ailleurs  aussi  symétriques  par 
rapport  k  la  droite  |3y,  on  a  également 

APï-f-Dp7  =  o. 

Chacune  des  trois  relations  précédentes  doit  être  vé- 
rifiée d  un  multiple  près  de  m;  on  en  déduit  racîlemeril 

aAp7  -  2[iî?7  — aP7)  ^iSpa., 
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d'où 

rdiUoD  qui  doit  être  vérifiée  à  un  multiple  pris  de  n. 
Cetta  dernière  relation  détermioe  unedroîte  contenaat 
le  poÏDt  A  ;  la  relaUoo 

qae  l'on  obtient  d'nne  façon  analogue,  détermine  une 
Mcoode  droite  contenant  le  point  que  Ton  peut  ainsi 
coDstraïre  facilement. 

Oa  construirait  de  même  les  autres  sommeis  B,  C  et  D 
da  quadrangle  cherché. 

8.  Dana  le  cas  pardcnlier  où  le  quadrangle  a^yâ  est 
formé  des  sommets  d'un  triangle  ei  du  point  de  rencontre 
des  hauteurs  de  ce  triangle,  on  sait  que  l'enveloppe  des 
asymptotes  des  coniques  qui  passent  par  ces  quatre  points 
est  une  hypocjcloïde  k  trois  points  de  rebroussement. 

Le  quadrangle  ABCD,  qui  a  pour  dérivé  apyi,  est 
alors  le  symétrique  de  ce  dernier  quadrangle  relative- 
ment au  centre  de  l'hypocycloïde. 

On  voit  donc  que  : 

Sil'on  considère  les  trois  sommets  d 'un  triangle  et  te 
point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle,  les 
asymptotes  des  coniques  passant  par  ces  quatre  points 
enveloppent  une  kypocycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 
sement, tandis  que  tes  axes  de  ces  courbes  enveloppent 
la  courbe  symétrique  de  celte  kypocycloïde  relativement 
à  son  centre. 

U. 

9.  CoQsidérons  une  conique  quelconque  C  et  un  axe 
A  de  cette  conique  ;  soient  M  et  M'  deux  quelconques 

.4. 
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de  ces  poînls.  Par  le  milieu  I  du  srgment  MM'  menons 
une  perpendiculaire  à  cette  droite  et  soit  H  le  point  où 
cette  perpendiculaire  rencontre  l'axe.  Imaginons  mainte- 
nant que  la  conique,  en  tournant  autour  de  l'axe  Â,  en- 
gendre une  surface  de  révolution;  les  deux  points  M  et  m' 
engendrent  deux  parallèles  de  cette  surface  et  la  sphère 
contenant  ces  deux  parallèles  a  pour  centre  te  point  H. 
Si  donc  on  prend  respectivement  sur  ces  deux  parallèles 
deux  points  arbitraires  m  et  m,  on  voit  que  le  plan,  mené 
par  le  milieu  du  segment  mm'  et  perpendiculairement  à 
ce  segment,  passe  par  le  point  H. 

De  cette  remarque  et  delà  proposition  que  j'ai  rappelée 
plus  haut  (n**  2)  résulte  immédiatement  le  théorème 
suivant: 

Étant  donnés  sur  unn  surface  du  second  ordre  de  ré- 
volution deux  points  fixes  A  et  Q  et  un  point  mobile  M, 
si,  par  les  points  milieux  des  cordes  MA  et  MB,  on 
mène  des  plans  perpendiculaires  à  ces  cordes,  le  seg- 
ment que  ces  plans  interceptent  sur  l'axe  de  révolution 
de  la  surface  est  un  segment  dont  la  longueur  demeure 
constante  lorsque  le  point  M  se  déplace. 

La  même  propriété  a  lieu  évidemment  relativement  à 
une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  de  révolu- 
Uon  du  second  ordre,  lorsque  l'on  considère  sur  cetl* 
courbe  deux  points  fixes  A  et  B  et  un  point  mobile  M. 

En  particulier  : 

Vue  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  un^  surface 
de  révolution  du  second  ordre,  considérons  àeuxpoints 
quelconques  M  el  N  situés  sur  cette  courbe.  Menons  les 
plans  normaux  à  la  courbe  aux  points  M.  et  N  et  dési- 
gnons respectivement  par  m  et  n  les  points  oii  ces  plans 
noimaux  rencontrent  l'axe  de  révolution  de  cette  sur- 
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face;  soit  de  plus  H  le  point  oà  te  plan  mené  par  le 
milieu  de  la  corde  MN  et  perpendiculairement  à  cette 
corde  rencontre  cet  axe.  Cela  posé,  le  point  H  est  le 
mdieu  du  segment  mn. 

10.  Considérona  ane  nllipsimbre  droite  (*),  c'ost-à- 
dirc  la  courbe  résuliani  de  l'iateraeciion  de  deux  sur- 
faces du  second  oi'dre  ayaat  trois  axes  communs,  que  l'on 
peut  appeler  les  axes  de  l'ellipsimbre. 

On  sait  que  celte  courbe  peut  élre  placée  sur  une  sur- 
Cace  da  second  ordre  de  révolution  ayant  l'une  quelcon- 
que de  ces  trois  droites  pour  axe  de  révolution. 

Donc: 

Étant  donnée  une  ellipsimbre  droite  et  deux  points 
quelconques  M  et  N  pris  sur  celle  courbe,  les  plans 
menés  normalement  à  la  courbe  aux  points  M  et  N  in- 
terceptent sur  les  trois  axes  de  l'ellipsimbre  trois  seg- 
ments j  le  plan  passant  par  leurs  points  milieux  passe 
parle  point  milieu  de  la  corde  MN  et  lui  est  perpen- 
diculaire. 

il.  Soit  S  une  surface  de  révolution  du  second  ordre 
ayant  pour  axe  la  droite  ^,  et  soient  A,  B,  C  et  D  quatre 
points  quelconques  situés  sur  cette  surface.  Les  plans 
menés  par  les  milieux  des  cordes  ÂB  et  BC  et  perpendi- 
culairement à  ces  cordes  interceptent  sur  l'axe  A  un  seg- 
ment qui  (a°9)  est  égal  au  segment  intercepté  sur  la  même 
droiie  par  les  plans  menés,  par  les  milieux  des  cordes  AD 
«t  DC,  perpendiculairement  à  ces  cortlcs;  d'autres 
propositions  semblables  s'obtiendraient  en  considérant 


employée  d'abord  par  Frëzier  et  adoptée  pur  M.  de  U 
u  Bevherchti  tar  les  lurfacet  titraidralet. 
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les  diTersesdroîtesqui  joigaent  deux  à  deux  les  sommeu 
dot^traidreABCD. 

Ces  diverses  pn^ositions  peuvent  éire  résumées  dans 
le  théorème  saivaat  : 

A,  B,  C  et  Hélant  les  sommets  d'un  tétraèdre  intcrù 
dans  une  surface  de  révolution  du  second  ordre,  conii- 
dérons  les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  faces  de  ce 
tétraèdre  par  le  centre  de  la  sphère  qui  lui  est  circon- 
scrite i  les  trois  couples  de  plans  opposés,  que  l'on  peut 
mener  par  ces  quatre  droites,  interceptent  sur  l'axe  de 
la  surface  trois  segments  dont  le  point  milieu  est  le 
même. 

Ed  d'autres  termes  : 

Si  l'on  désigne  par  e  le  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  ABCD  et  si  Von  mène  par  le  point  t 
une  parallèle  à  l'axe  A,  le  cône  du  second  degré, 
ayant  pour  sommet  e  et  contenant  la  parallèle  dont  je 
viens  de  parler  ainsi  que  les  perpendiculaires  aux  faces 
du  tétraèdre,  est  asymptote  à  l'axe  A. 
•  Le  plan  passant  par  A  et  le  sommet  t  est  donc  tan- 
gent au  cône. 

12.  Les  axes  des  direrses  surfaces  de  révoludon  du  se- 
cond ordre  que  l'on  peut  mener  par  quatre  points  donnés 
A,  6,  C  et  D  forment  un  complexe  dont  il  est  facile  de 
trouver,  d'après  ce  qui  précède,  les  propHétés  les  pins 
essentielles. 

Désignons,  comme  ci-dessus,  par  e  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ABCD  et  par  A',  B',  C 
et  ly  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  e  sur  les 
faces  du  tétraèdre. 

Les  droites  du  complexe,  situées  dans  un  plan  donné  P, 
s'obUendront  facilemenl;  si  l'on  appelle  a',  p',  ■/  et  d'ie* 
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points  où  ce  plan  est  percé  par  les  droiies  A',  V,  Cf  et  D*, 
ceiODt  les  asymptotes  des  coniques  passant  par  les  quatre 
points  k',  P',  y  et  S'.  Ainsi  les  droites  du  complexe, 
situées  dans  le  plan  P,  enveloppent  la  courbe  de  troi- 
sième classe  étudiée  dans  fe  §  I. 

Pour  obtenir  les  droites  dn  complexe  passant  par  an 
poiat  donné  O,  imaginons  les  divers  cônes  du  second 
ordre  qui  renferment  les  droites  af,  (3',  ■/  et  S*,  et  par  O 
menons  les  plans  tangents  à  ces  cAnes  ;  les  arêtes 
de  contact  forment  un  cône  du  troisième  degré  qui, 
transporté  parallèlement  à  lui-même,  en  sorte  que 
son  sommet  vienne  en  O,  donnera  le  cône  du  com- 
plexe. 

On  voit  que  ce  cône  ne  varie  pas  et  se  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même  lorsque  le  point  O  se  meut  sur  une 
droite  passant  par  le  centre  e  de  la  sphère  circonscrite 
au  tétraèdre  ABCD. 

13.  Éunl  donné  un  système  de  cinq  points  A,  B,  C,  D 
etE,  il  est  facile  de  déterminer  une  surface  de  révolution 
du  second  ordre  passant  par  ces  points  et  ayant  pour  axe 
une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  ^. 

Soient,  en  e(Tet,  a,  p,  y^  S  eit  les  centres  des  sphères 
circonsciites  aux  cinq  tétraèdres  que  l'on  peut  former 
avec  les  cinq  points  donnés,  a  étant  par  exemple  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  an  tétraèdre  BCDE,  {3  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  an  tétraèdre  ACDE,  etc. 

Par  le  point  a,  menons  une  parallèle  A'  à  A  et  ima- 
ginons le  cône  du  second  ordre  (ee)  ayant  pour  sommet  a 
et  pour  arêtes  les  droites  A',  a^y  ay,  ctS  et  atj  par 
le  point  J3,  menons  de  même  une  parallèle  A^à  A  et  ima- 
ginons le  c6ne  du  second  ordre  (|3),  ayant  pour  sommet 
le  point  ^  et  ayant  pour  arêtes  les  droites  A",  ^a,  ^y,  ^i 
et  j3f.  Ces  deux  cônes,  comme  on  le  voit,  ayant  en  com- 
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mun  la  génératrice  x^,  se  coupent  en  entre  suivant 
une  cubique  gauche. 

Cela  posé,  les  plans  tangents  menés  respectivement 
ïuxcftnes  (a)  et(|3)  le  long  des  arêtes  A' et  A" se  coupent 
suivant  une  droite  qui  est  l'ase  d'une  surface  de  révolu- 
lion  du  second  ordre  passant  par  tes  points  A,  B,  C,  D 
etE. 

14.  On  déduit  encore  de  là  la  proposition  suivante  : 

Cinq  points  étant  donnés  sur  une  surface  de  révolu- 
tion du  second  orHre,  les  cinq  centres  des  spfières 
circonscrites  aux  cinq  tétraèdres  que  l'on  peut  former 
en  considérant  quatre  quelconques  de  ces  points  sont 
sur  une  cubique  gauche  ajant  pour  asymptote  Vaxe  de 
la  surface. 

D'où  l'on  conclut  que  le  système  de  droites  formé  par 
les  axes  des  diverses  surfaces  de  révolution  du  second 
ordre  passant  par  cinq  points  donnés  se  confond  avec  le 
système  formé  par  les  asymptotes  des  cubiques  gauches 
passant  par  cinq  autres  points  fixes,  ces  derniers  points 
étant  les  centres  des  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres 
déterminés  par  les  cinq  premiers  points. 

m, 

15.  Les  théorèmes  qui  précèdent  sont  des  cas  parti- 
culiers de  théorèmes  plus  généraux  relatifs  aux  lignes 
spiriques  et  aux  surfaces  de  révolution  engendrées  par  la 
rotation  de  ces  lignes  autour  de  leur  axe. 

On  appelle  ligne  spirique  (*)  une  courbe  plane  du 

(*)  Fair,  sur  la  théorie  des  ligae*  ipiriquei,  te  Mémoire  de  H.  d«la 
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qaairîèine  ordre  qui  possède  un  axe  de  symétrie  et 
qui  a  pour  points  doubles  les  deux  ombilics  du 
pl.n. 

Cette  courbe  a  deux  foyers  singuliers  situés  sur  son 
axe  de  symétrie.  Si  ces  deux  foyers  coïncident,  la  courbe 
est  un  ovale  de  Descartes;  dans  le  cas  où  l'un  des  foyers 
singuliers  est  rejeté  à  l'infini,  la  courbe  devient  une  ca- 
taspirique  et  elle  n'est  plus  que  du  troisième  degré.  Enfin, 
si  les  deux  foyers  singuliers  sont  rejetés  à  l'infini,  la 
courbedevient  simplement  une  conique. 

Cela  posé,  je  m'appuierai  sur  la  propriété  suivante,  que 
j'ai  énoncée  dans  ma  Note  Sur  quelques  propriétés  des 
lignes spirigues (loc.  cit.)  : 

Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  situés  sur  une 
spirique  et  un  point  M  mobile  sur  cette  courbe,  si,  par 
les  milieux  des  cordes  MA  et  MB,  on  mène  des  droites 
respectivement  perpendiculaires  à  ces  cordes,  ces  per- 
pendiculaires déterminent  sur  t'axe  de  la  courbe  deux 
divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  sont 
les  foyers  singuliers  situés  sur  cet  axe. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Un  quadrangle  étant  inscrit  dans  une  spirique,  les 
trois  couples  de  côtés  opposés  du  quairangle  dérivé 
rencontrent  l'axe  de  la  courbe  en  six  points  en  involu- 
tion;  les  deux  points  doubles  de  celle  involulion  par- 
tagent harmoniquement  le  segment  déterminé  par  les 
deux  foyers  singuliers  situés  sur  V  axe. 


Gounicrie,  .fur  let  lignes  ipîriquei,  inséré  dans  le  Journal  de  Lîoa 
■>'  Ki\e,  t.  XIV;  ma  tiole  Sur  qaelquei  propriités  des  Hgnct  ipiri 
inKrée  dans  le  Batltlin  de  la  Société  Philomathique  (novembre  iS( 
miNole  Sur  lacardimde  {fiouvellct  AanaUi,    1878}. 
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Ce  que  l'on  peut  encore  énoncer  ainsi  : 

Un  tfmaârangle  étant  inscrit  dans  une  spirique.  Us 
sommets  du  quadrangle  dérivé  et  les  deux  foyers  sin- 
guliers, situes  sur  l'axe  de  la  courbe,  sont  sur  une  même 
conique, 

16.  Considérons  la  snrface  de  r^Tolatîon  S  engendrëc 
par  la  roution  d'une  spirique  autoar  de  son  axe  de  symé- 
trie; nous  obtiendrons  facilement  les  théorèmes  qui  sni- 
vent  : 

Une  surface  S  étant  cùxonscrite  à  un  tétraèdre 
A6CD,  si,  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  té- 
traèdre, on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre 
faces,  ces  quatre  perpendiculaires  et  les  droites  quijoi' 
gnent  le  centre  de  la  sphèiv  aux  deux  Joyers  singu- 
liers de  2  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second 
ordre. 

Une  suif  ace  ^  passant  par  cinq  points  donnés,  con- 
sidérons les  centres  des  cinq  sphères  circonscrites  aux 
tétraèdres  que  l'on  peut  former  en  prenant  quatre  quel- 
conques des  points  donnés  ;  ces  cinq  centres  et  les  deux 
foyers  singuliers  de  la  surface  X  sont  situés  sur  une 
même  cubique  gauche. 


GOHPUUISON  DE  LA  lËTHOIB  D'àPPROXIiniON  BE  NEWTON 
k  CELLE  BITS  DES  PARTIES  PROPORTIONlIiSLUS; 

pAm  H.  L.  HALETX. 


1 .  La  méthode  d'approximation  de  Newton  est  juste- 
ment appréciée  des  personnes  qui  l'ont  appliquée,  pour 
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la  rapidité  avec  laquelle  elle  permet  d'approcher  d'ane 
racine  séparée,  quand  elle  se  trouve  comprise  entre  deux 
nombres  assez  Yoisins. 

2.  Je  lui  trouve  même  uu  autre  avantage,  en  la  modi- 
6ant  d'après  la  forme  donnée  par  Lagrange  au  reste  de 
la  série  de  Tajlor  ;  c'est  de  permettre  de  se  rapprocher 
d'anssi  près  qu'on  le  voudra  de  la  racine  réelle  d'une 
éqoalîon  qui  surpasse  immédiatement  un  nombre  donné, 
siQB  la  dépasser.  Cette  propriété  permet  de  fonder  sur 
cette  méthode  d'approximation  un  procédé  rigoureux  de 
séparation,  comme  je  l'ai  établi  dans  une  Note  publiée 
clirz  Hachette  en  1860. 

3,  Malgré  cela,  je  crois  que,  sans  augmentation  de 
travail  total,  laméihodedite  des  parties  proportionnelles, 
convenablement  appliquée  k  l'approximation  d'une  ra- 
ône  séparée,  donne  un  résultat  plus  approché  que  celle 
de  Newton,  et  je  me  propose  de  l'établir. 

i.  Soil  F(*)  =  o  nue  équation  dont  le  premier 
membre,  ainsi  que  les  première  et  seconde  dérivées 
P{x),  F"{x),  sont  finis  et  continus  entre  les  deux 
nombres  a  et  b  qui  comprennent  une  seule  racine,  x, 
de  F(x)  ^  o.  Je  ne  fais  aucune  hypothèse  sur  les  signes 
qae  peut  prendre  F''(:t;)  quand  on  y  fait  varier  jr  de  a 
i  b,  mais  je  supposerai  qu'il  n'existe  pas  de  racine  de 
P(x)  ^o  dans  le  même  intervalle. 

Désignons  par  h  la  différence  positive  ou  négative 
et  —  a,  par  h\,  h',,  , , . ,  h'„  les  excès  positifs  ou  négatifs 
de  la  racine  a  sur  les  valeurs  approchées  successives 
fournies  par  la  méthode  de  Mevrton,  et  que  nous  repré- 
senterons par  a,,  a»,  ....  a„;  par  Ai,  /i|,  ...,  A.  les 
corrections  successives  fournies  par  la  même  méthode; 
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nous  aurons  les  deux  séries  d'égalités 


(') 


{ .u,=.;^.; 

", 

= 

»'F-1.-H41 

A', 

= 

AVrirti-t-S,*',) 
2F'(a,)        • 

K 

__ 

»'.'_,F-|n„  +  «^,*-._,) 

F'("«) 


En  ajoutaat  membre  k  membre  les  égalités  (t)  et  ré- 
duisant, on  a 

(3)  A  =  A, +  A,  +  A,  +  ...  +  A.-t-A;; 

Ai ,  Al,  . . . ,  A„  sont  connus,  h'„  est  inconnu  et  représente 
l'erreur. 

Elevons  les  deux  membres  de  chacune  des  égalités  (  a  ). 
à  partir  de  la  dernière,  h  des  puissances  dont  les  expo- 
sants soient  respectivement  s*,  a,  a*,  . . . ,  a"''  ;  en  dé- 
'(^1-1- fli'  • 
2P'[ai) 

=  A>"M'""'. 
=  A','— Mf^, 


(4) 


a;  =  a;^,h,_,. 


Multiplions  maintenant  les  égalités  (4)  membre  à 
membre,  et  supprimons  les  facteurs  communs  aux  deux 
membres,  nous  eu  déduirons 

(5)  A-„  =  &"  X  M"""  X  Mf"  X- .  -X  Hï_,. 
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Désignons  pardon  nombre  inconnu,  mais  numëriqae- 
ment  moindre  que  le  plus  grand  des  nombres  M,  M|, ..., 
Mi-i,  nous  pourrons,  eu  observant  que 


poier 

±:  (i'  -"  =  M*^'  X  Mf-"  X  ...  X  M^'_, , 
et  enfin 

A'=rhA>  x;^»"-',     ou    A„=±A  x  (A  X  fi}*"-, 

le  calcul  ayanl  exigé  aXn  substitutions,  en  comptant 
celles  qui  ont  été  faites  dans  F(  x)  et  dans  F'(x). 

D  est  évident  qu'on  ne  peut  approcher  rapidement  de 
la  racine  a  que  quand  A  +  ft  est  numériquemenl  moindre 
que  I,  et  qu'on  s'en  rapprochera  d'autant  plus  vite  que 
ce  nombre  sera  plus  petit. 

Cette  condition  étant  nécessaire  pour  la  rapidité  de 
l'approximation,  même  quand  on  fait  sur  les  signes  que 
peut  prendre  P'[x)  toutes  les  restrictions  connues,  il 
s'ensuit  que  ces  restrictions  sont  généralement  inutiles. 

fi  est  un  nombre  inconnu  compris  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  valeur  que  peut  prendre  le  rapport 

j3 ,  X(  et  Xi  étant  deux  nombres  compris  entre 

aetb;  ce  rapport  ne  peut  devenir  infini,  puisque  nous 
avons  supposé  que  F'(x}  =  o  n'avait  pas  de  racine 
cnlre  ael  b;  de  plus,  il  ne  varie  que  dans  des  limites 
assez  peu  étendues,  si  £  —  a  est  numériquement  assez 
petit. 

Oa  peut  former  deux  limites  de  mêmes  signes  ou  de 
signes  contraires  entre  lesquelles  le  nombre  F''(xi)  est 
rampris,  et  deux  limites  de  mêmes  signes  comprenant 
F(Ti);  sachant  du  reste  qae  h  est  numériquement  in- 
férieur  k  {b  —  a),  on  pourra,  en  formant  deux  limites 
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comprenant  h  +  fj.,  voir  si  U  conditioo  imposée  à  ce 
nombre  d'éirenamériquemeiUiaférieure  k  i  est  remplie. 

5.  Passons  maintenant  à  la  méthode  des  parties  pro- 
poriionnelles  ;  conservant  les  hypothèses  faîtes  dans  le 
numéro  précédent,  posons  les  égalités 


FW) 


F(6) 

-F(») 

— 

6 

—  a 

"',=« 

+  (»,. 

ri-) 

=    - 

«'■=» 

+  f. 

F(.'_, 

-FW 

)_- 

-  Via'p] 


On  en  dédnit,  en  ajoutant  ces  égalités  de  deux  en  deux 
à  partir  de  la  seconde, 

Remplaçant  dkns  cette  dernière  a  par  U  quantité  ^ale 
a  —  A  et  transposant,  on  a 

*  =  f-  -t-  ftj  +  ■  ■ .+  Fa+'  +  (»  —  "',•*•  )• 


on  tronve  par  addition 

*  =  Fi  +  f  •  +  p.  +  ■  ■  •  +  ff -1-1  +  fJh-i  f 

fit,  fti,  . . . ,  fi^i  sont  des  nombres  connus,  p^^,  est  l'er- 
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renr  commise  en  accepuniSp^,  comme  valeur  approche 
de  a. 

6.  Del'égalilé 

F[6)-F(^]_-F(al 
b-a  p,      ' 

on  tire 

ou,  développani  le  dâoomînalear  et  rédaisaot, 


mais  on  &  anssi 

FW      yr(»  +  .M. 


d'oà,  en  élinUDant  —  =A-t  entre  les  deux  dernUres  éga- 
lités, 

(       =JFW  +  ^F-[.-H,(4-,)]jJ' 
qni  peut  se  mettre  sous  la  forme 

■-M  '('-■■)F'[--H,li-»)1 


iT(a-i-.a) 


■  a)/  (»-»|F't.H-l,(i.-a)1  Y 
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Aestplue  petit  que  {b  —  a).  Posons 

A  =  (*,  +  A(i  — o)N,. 

n  résultede  la  forme  da  second  membre  de  l'égalité  qui 
précède  de  deux  rangs  que,  en  général,  Ni  ne  diOère  pas 

beaucoup  de  l'une  des  valeurs  du  rapport  — ^A — -j  X|  et 
Xs  étant  deux  nombres  compris  entre  a  et  h. 

Si  (£ — <i)xN,  est  numériquement  plus  petit  que 
l'uniié,  ce  qui  est  la  condition  pour  que  la  méthode  de 
Newton  s'applique  avec  succès,  la  difTérence  h  — fi|  ne 
seraqu'uuefractionde  A;  elle  ne  sera  même  qu'une  frac- 
tion de  f^i,  si  {b  —  a]N|  est  numériquement  moindre 
que  -■ 

Eneffet,on  a  l'égalité  f^=  A  [i — (J  — a)  N,];  d'après 
l'hypothèse,  i — (i-;-a)Ni  ne  peut  varier  qu'entre  - 

et  -  :  donc  f^i  ne  peut  varier  qu'entre  -  A  et  -  A;  il  est 

du  signe  de  k et  numériquement  supérieur  à -h;  il  en 
résalteque  A  —  jj-i,  qui  n'est  qu'une  fraction  propremeiii 
di  te  de  -  k,  le  sera,  a  fortiori,  de  la  quantité  ft,  numérî' 
quement  supérieure 

Si  nous  admettons  qu'il  en  soit  ainsi,  le  nombre  p., 
défiai  au  u°  5  sera  numériquement  moindre  que  h  ei 
que  ^1  ;  de  plus  h  et  ft,  seront  de  inËmes  signes. 

En  répétant  le  même  calcul,  on  en  conclura  que  fx, 
n'est  qu'une  fraction  de  p',  et  de  [»,,  et  qu'en  général  ^i 
n'est  qu'une  fraction  def/.i_,  et  de  fi|. 

De  plus,  on  voit  qu'en  général  chaque  correction 
fournie  par  la  méthode  ne  diO^re  de  la  correction  vraie 
que  du  produit  de  celte  correction  vraie  par  la  différence 
des  deux  valeurs  approchées  précédentes  et  par  un  nombre 
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Toîsin  de  l'une  des  râleurs  que  peut  preudrc  le  rapport 

'Jf-T  précédemmeut  déûni.  On  pourra  donc  écrire  les 

ûtlites 

f'i  =  f*'i  ft  X  H». 


Les  deux  nombres  h  et  ni,  et  génëralement  fîn^,  et  (tt 
o'ayantqu'une  petite  différence  par  rapport  à  eux-mëines, 
oa  pourra,  sans  altérer  sensiblement  les  coefficients  Ni, 
N„  , . ,,  Nj^i,  remplacer  dans  les  égalités  précédentes 
(tt,  f(„  . . . ,  fi^  respectivement  par  A,  ^'| ,  iî„  . . . ,  fîp_,  ; 
oo  aura  ainsi 

(.',  =  A  X(i-a)XH„ 

fi",  —  f*',  X        A        X  P., 

jt',  =  (t',  X       (*',       X  P» 

f-  —  K.  X       f',       X  P.. 


Pi,  Pi,  •••,P^i  ne  différant  pas  sensiblement  de  N*, 
Ki,  ■  ■ . ,  N^i  et  étant,  en  conséquence,  voisins  chacun 

del'ane  des  valeurs  que  peut  prendre  le  rapport       ,'.       • 

8.  EliminODS  entre  les  équations  (i)  du  n**  7  les  in- 
coniiaes  p',,  fi',,  ...,ii'^. 

Pour  cela,  écrivons  la  première,  et  au-dessous  l'équa* 
lion  résultant  de  la  multiplication  membre  k  membre 
de»  deux  premières 

/.  =  Ax(6— n)xN„ 

f.;  =:  A'  X  (  *  —  a  )  X  «■  X  P,  ; 

^im.dtMatkfmat.,i'Utit,t.X\m.  (Mil  ■  «79.)  l5 
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multîpIioQs  membre  à  membre  les  deux  dernières  et  la        1 
troisième  des  équalioos  (  l)  da  n**  7,  on  a 

(i',  =  A' X  (A  —  a)'X  N;  X  P.  X  P,. 

Gén^ralemeat  muiti  plions  membre  à  membre  les  deux        . 
dernières  équaUons  obtenues  et  celle  qui  suit,  dans  les 
équations  (i)  dan"  7,  la  dernière  sur  laquelle  on  aopéré, 
on  obtient  successivement 

(*',  =  A»  X  ( *  —  a)'HÎ  X  Pî  X  P.  X  P., 

(»;= A'  X  (i  —  '»)'n;  X  pî  X  pj  X  p.  X  p,- 

La  loi  de  formation  est  évidente.  Si  nous  posons 


(») 


i,  =  1,  +    I    =  a, 
1,  =  i,  4-    i,    =  3, 

1,  =  i,  +  1,  =  5, 
ï^i  =  i,  +  ]i^_i  =3  2;»- 


Pp+,=  AV'X(6-<ï)VXMVxPV^'XPir-'X-..XPi;XP^. 

ou,  en  désignant  par  ic  un  nombre  inconnu  numérique- 
ment moindre  que  le  plus  grand  des  nombres  Pf,,  P,, 

p;,^,  =  AV.X  (A  ~  «)^  X:^V.*^i-*V--^-+^-^-'; 

or,  en  ajoutant  les  ^alités  (a)  du  n"  8,  on  a,  après  ré- 
duction, 

1^,  ::=  1  +  H-  1,  +  1,  +  .  . .  -I-  V" 

d'où  l'on  dédnit 
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^;^,  =dl  A  X  (  A  X  Jr)V'-  X  [(*-«)  X  'fr. 

9-  Chaque  correction  obtenue  par  la  méthode  des 
parties  proportionnelles  n'eiige  qu'une  substîtutioD,  à 
l'exception  de  la  première  qui  en  exige  deux  \  d'où  il  ré- 
sulte que,  après  avoir  fait  a  n  substitutions,  on  sera  par- 
venu  à  la  correciion  de  rang  an  —  i.  L'erreur  commise 
sera  alors 

,;._,=±4x(*.)> — ■x[(i-«ix.r—.'. 

Celle  que  donne  la  méthode  de  Newton,  après  le  même 
nombre  de  substitutions,  est 

*;-±:AX  (*»■-•). 

Or,  si  l'on  admet  que  hit  et  hjji  soient  à  peu  près  égaux, 
et  comme  il  ett  facile  de  vériGer  que  si  n  ^  3,  X,,^,  ^  2", 
OQ  voit  que  f'^,  est  notablement  moindre  que  /î„. 

La  partie  pénible  de  l'application  de  l'une  ou  l'autre 
méthode  éunt  la  substitution,  on  doit  en  conclure  quL- 
l'avantage  reste  à  la  méthode  des  parties  proportionnelles. 

10.  Reconsidère  comme  suffisamment  établi,  tl'api-ès 
ce  qui  précède,  que  la  partie  utile  à  retenir  dans  chaque 
correction  peut  se  régler  de  la  manière  suivante  :  on  for- 
mera d'abord  on  nombre  qui  ne  puisse  être  numérique- 

ment  inférieur  au  rapport  -~ — r>  Xi  etXi  étant  deux 

nombres  compris  entre  a  et  b,  soit  M  ce  nombre  ;  poui- 
li  méthode  de  Newton  on  ne  retiendra  dans  la  valeur 
de  h^y  supposé  développé  en  décimales,  que  les  unités 
dont  la  valeur  n'est  pas  inférieure  à  une  unité  de  l'ordre 
le  plus  élevé  du  produit  A^  x  M  ;  pour  la  méthode  des 
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parties  proporlîonnelles,  on  ne  retiendra  dans  U  valeur 
de  fi^p  que  les  imités  dont  la  valeur  n'est  pas  inférieure 
àuneunitëderordre  leplusélevédu  produit  fjLpXf^-i  M. 
Da  reste,  dans  l'un  et  l'autre  cas  on  acceptera,  à  son 
choix,  la  valeur  approchée  par  excès  ou  par  défaut. 

i  1 .  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  remplies 
les  conditions  pour  que  la  méthode  de  Newton  puisse 
s'appliquer  el  donner  une  approximation  assez  rapide; 
mais  la  méthode  des  parties  proportionnelles  a  sur  elle 
un  autre  avantage,  c'est  celui  de  permettre  de  resserrer 
une  racine  séparée  dans  un  intervalte  plus  étroit,  sans 
aucune  restriction  relative  à  la  dérivée  première  ou  à  la 
dérivée  seconde  ;  il  suffit  pour  cela  de  l'appliquer  k  deux 
résultats  de  substitution  de  signes  contraires. 

Un  seul  inconvénient  est  attaché  à  ce  procédé  :  il  pour- 
rait se  faire  que  les  valeurs  approchées  successives  le 
fussent  toutes  dans  le  même  sens,  et  qu'alors  l'une  des 
limites  entre  lesquelles  la  racine  resterait  comprise  fût 
Gxe.  On  peut  alors  y  remédier  en  substituant,  au  lieu  de 
la  dernière  valeur  approchée  trouvée,  un  nombre  compris 
entre  cette  valeur  et  la  limite  qui  reste  fixe.  On  aura  ainsi, 
ou  une  valeur  approchée  de  même  sens  et  plus  appro- 
chée, ou  une  valeur  approchée  di)  sens  contraire,  et  la 
limite  qui  restait  fîice  sera  changée. 

iS.  Pour  terminer,  nous  allons  donner  les  l'ésultats  de 
l'application  des  deux  méthodes  à  un  même  exemple. 
Soit  l'équation 


e  étant  incommensarable,  on  ne  peut  attribuer  aucun 
sens  pareil  à  x*  dans  la  supposition  où  l'on  donnerait  à  x 
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une  valeur  négative^  nous  ne  nous  occuperons  donc 
que  des  racines  posiLÎves. 

D'après  le  ihéoràme  de  RoUe,  ces  racines  sont  séparées 
par  celles  de 

[l]  ff"— *i^'=;o. 

On  ToUracîlement  que  l'équatioa  (a)  admet  pour  racines 
X  =  I  et  X  =  e,  et  elle  n'en  admet  pas  d'autres.  En  effet, 
d'après  une  Noie  que  j'ai  publiée  dans  les  Nouvelles 
Annales  (a*  série,  t.  XI,  p.  4o4)>  les  racines  de  l'équa- 
tioa (a)  sont  séparées  par  celles  de  l'équation 

'')  j  =-.X:r-[x-(.-.)]  =  0. 

En  substituant  dans  l'équation  (a)  les  racines  o  et 
{e —  i)  de  l'équation  {3},  on  reconnaît  qu'elle  n'a  que 
tes  deux  racines  trouvées. 

Les  racines  de  l'équation  (i)  sont  donc  séparées  par 
l«t  nombres  de  la  suite 


On  reconnaît,  en  les  substituant  dans  l'équation  (i), 
qu'elle  a  et  qu'elle  n'a  que  trois  racines  réelles.  Propo- 
sons-nous de  calculer  approximativement  la  racine 
comprise  entre  1  ete.  Au  moyen  deqnelquessubstitutions 
réglées  d'après  la  méthode  despanies  proportionnelles, 
on  reconnaît  que  cette  racine  est  comprise  dans  l'inter- 
valle de  1,3  à  1,4. 

Désignons  par  Xi  et  Xt  deux  nombres  quelconques 
compris  entre  les  mimes  limites,  on  a  les  inégalités 
-l,.89<..-.-.(,,4)-.<F'(«,) 
,     <«'••_,(, ,3)-.<_o,, 96, 
-  2,3oj<...'-. (.-,)(,, 4)-.<F-(i,l 

<«.,._,(„_, )(,,3)-.<_,,58oi 
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aF'(^,)       2X0,196       392  ^°* 

On  reconnaU d'après  ces  inégalités  que  toutes  les  con- 
ditions désirables  pour  l'application  de  la  méthode  de 
Nevrton  sont  remplies  pour  la  limite  supérieure  1,4. 

Appliquant  cette  méthode,  on  trouve  successivemeDt 


F(..4)=-o. 

F'(.,4}  =  -o. 

A, 


A,= 


F  (a,] 


>,oii438, 

.,79080, 

3,0.44, 

1.3856; 

3,oooa48o58, 

>,  763448, 

>,ooo3a49'> 

[,38527509; 

> , 000000 I 0700097935, 

» , 7628290790, 
A,  ^  —  0,00000014026861, 
«,=      1,38527494973139. 

aj  est  ta  valeur  approchée  de.  la  racine  a,  obtenue  par 
la  méthode  de  Newton  au  moyen  de  six  substitutions. 

Voyons  maintenant  ce  que  donne  la  méthode  des  ap- 
proximations successives  : 

F(i,3)=      o,o58o, 

F(.,4)  =  ^o,o..4, 

(i,  :^      o  »o83, 

0',=      i,383i 

Fi«',j=      o,oo.,3o4l 

;!,;=:      o,oo323      r  au  moyen  Je  F [1,4  ]  i 
«',  =      1 ,38523     ) 
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u  moyen 
(deF«l. 


(  >'■  ) 

00003438702  \ 

00004508       I  au  moyen  de  F ( a,  1  ; 
385275o8       ) 
000000099373690 \ 

,000000130275       tau  moyen  de  f(a',]; 
385374949735       ) 
F[<t',]  :=      o,ooooooooooo485o94o237563l 
p,  ^      0,0000000000063591454 
a\=      1,3852749497313591454 

(i',eit  la  valeur  approchée  desc,  obtenue  par  la  méthode 
des  parties  proportioanelles  au  moyen  de  six  substitu- 

lioQS. 

Si  l'on  forme  F[a^),  on  trouve 

F'(fl'J=  — 0,7628288115430 

et,  en  appliquant  la  méthode  de  IVewton  i  partir  dea\, 
on  trouve  pour  la  correction 

o , 000000000006359 I 46593 . 

On  p«ut  en  conclure  que  a\  est  approché  i  moins  de  — ^1 

landis  qnetii  ne  l'est  qu'A  moins  de — -' 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  a  donc  fait 
gagner  entre  quatre  et  cinq  chiffres  décimaux. 

Aôta.  —  Les  calculs  précédents  ont  été  exécutés  au 
moyen  des  excellentes  Tables  de  logarithmes  Ji  vingt- 
«pt  décimales  de  Fédor  Thoman. 
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MNCOURS  GËNÉRU  DE  1878. 


,     Mathématiques  spéciales. 

Les  droites  Â'OÂ,  D'OS,  C'OC  sont  troU  aies  de 
coordonnées  rectangulaires  ;  on  suppose  0K'=^  OA  =  a, 
0B'=  OB  =  b,OC'=OC  =  c. 

Déterminer  :  i''  le  lieu  des  axes  de  révolution  des  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré  qui  passent  par  les 
six  points  A',  A,  B*,  B,  C,  C  *,  a"  le  lieu  des  extrémités  D 
de  ces  axes. 

On  construira  la  projectiou  du  lieu  des  points  D  sur 
.  le  plan  AOB,  en  supposant  a"^  c"^  b,  et  l'on  partagera 
la  courbe  en  arcs  tels  que  cbacuu  d'eux  corresponde  à  des 
surfaces  de  même  espèce. 

Mathématùfues  élémentaires. 

Déterminer  les  ravons  des  denx  bases  d'an  tronc  de 
cône,  connaissant  :  i°  la  hanteur  h  du  tronc-,  a°  le  vo- 
lume qui  est  équivalent  aux  trois  quarts  du  volume  de  la 
sphère  de  diamètre  A;  3°  la  surface  latérale  équivalente 
à  celle  du  cercle  de  rayon  a. 

On  ne  considérera  que  les  troncs  formés  par  des  plans 
qui  coupent  les  arêtes  d'uRméme  côté  du  sommet,  et  l'on 
indiquera  le  nombre  des  solutions  qui  correspondent 

aux  diverses  valeurs  du  rapport  -• 

Philosophie. 

On  coupe  une  pyramide  triangulaire  donnée  SABC 
par  nn  plan  parallèle  à  la  base  :  ce  plan  rencontre  les 
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arêtes  latérales  SA,  SB,  SC  respectiremeDt  en  A',  B*,  C; 
on  mèae  ensaiie  les  plan  AiyC'jBCA'iCA'B';  soit  P 
leur  poÎDL  commuQ.  Déterminer  le  lieu  décrit  par  le 
point  P,  lorsque  le  plan  A'B'C  se  déplace  en  demeurant 
parallèle  à  ABC. 

Hhétorique. 

i.  Déterminer  sur  un  diamètre  AB  d'une  sphère  de 
njron  R  un  point  tel  que,  si  l'on  mène  par  ce  point  un 
plan  perpendiculaire  à  ce  diamètre,  la  surface  de  la  zone 
sphérique  limitée  par  ce  plan  et  conienant  le  point  A  soit 
équivalente  à  la  surface  latérale  du  cane  qui  a  pour 
base  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  et 
pour  sommet  le  point  B.  Cela  étant,  calculer  le  rapport 
du  volume  de  ce  cône  au  volume  de  la  sphère. 

2.  Inégalité  des  jours  et  des  nuits.  Saisons. 

Seconde. 

On  donne  sur  une  circonférence  deax  points  A,  B, 
diamétralement  opposés;  on  prend,  sur  cette  circonfé- 
rence, un  point  quelconque  C,  et  l'on  porte  sur  la 
droiteAC,  de  part  et  d'autre  du  point  C,  des  longueurs 
égales  CD,  CD*,  telles  que  le  rapport  de  chacune  à  la  lon- 
gueur CB  soit  égal  à  un  rapport  donné.  On  fait  mouvoir 
le  point  C  sur  la  circonférence,  et  l'on  demande  : 

i"  Les  lieux  des  points  D  et  D*; 

a*  Les  lieux  des  points  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  ÂBD  et  du  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  ABiy  ; 

3°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  BDC; 

4°  Les  lieux  des  centresdes  cercles  exinscrits  au  même 
triangle  BDD*. 
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Troisième. 


1.  Êtantdouoéadansun  plan  un  cercleO,  un  point  A 
sar  la  circonférence  de  ce  cercle,  et  une  droite  quel- 
conque D,  trouver  sur  cette  droite  un  point  tel,  qu'en 
menant  de  ce  point  les  deui  tangentes  au  cercle  O,  et 
joignant  les  pointa  de  contact  an  point  A,  tes  ligues  de 
jonction  fassent  entre  elles  un  angle  donné  V. 

â.  Trouver  deux  nombres,  sachant  que  leur  rapport 
est  Y^.  leur  plus  grand  commun  diviseur  3o  et  leur  plus 
petit  commun  multiple  3700. 


SOLUTION  DE  Li  QUESTION  PROPOSEE  POUR  L'AMIISSION 
A  L'ECOLE  P0LYTBGBNIQU8  EN  1878 

(<o1ri-i*rla,  t.XTII,  p.  M'): 

Pai  m.  CH;iaLEs-AiwLPnB  BOREL  (*). 


1°   Soit    Ax*+Cy^=F   l'équation   d'une  comtpie 
ayant  ses  axes  dirigés  suivant  Ox  et  O^. 
L'équation  d'une  normale  à  cette  conique  au  point 

{x„j,)est 

Çj^r,_-, 


En  exprimant  que  cette   normale   coïncide  avec    la 
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droite  D,  dont  l'^uation  est 


f  _^r  _ 


j'si  les  dtnix  relations 


Si  je  désigne  par  et,  p  les  coordonnées  da  point  M, 
pâle  de  la  droite  D  par  rapport  à  la  conique,  l'équation 
de  cette  droite  D  pourra  encore  se  mettre  sous  la  foime 

Aa^  +  CPr  — F  =  o. 

Sij'exprinie  que  cette  polairecoïncide  avec  la  droiteD, 
j'ai  encore  les  deux  relations 


De  ces  équations  (a)  je  tire  les  valeurs  de  A  et  de  C 
H  je  les  porte  dans  les  relations  (i)  >  j'ai  ainsi,  en  résol- 
imi  les  équations  (i)  par  rapport  à  x,  et  ri, 


En  portant  ces  valeurs  de  A,  C, ^i,^t  dans  l'équa- 

lion 

j'ii  l'éqnstioQ  du  lieu  du  point  M 

/'»i«p— Pïi'     ?Pl«/'-f'y)' 

&i  simplifiant  et  en  remplaçant  se  par  x  et  p  par  y, 
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j'ai  l'équation 

Le  lieu  du  poÎDt  M  est  donc  une  parabole. 

Cette  parabole  passe  par  l'origine  O  et  par  les  poinb 
de  rencontre  P  et  Q  de  la  droite  D  avec  les  axes. 

Elle  doit  passer,  en  eflet,  par  le  point  O,  car,  parmi 
les  coniques  ayant  leurs  axes  dirigés  suivantOxet  0^,^ 
y  a  le  système  de  droites  dont  l'une  est  perpendiculaire 
à  D.  I^  p6le  de  D,  par  rapport  à  cette  conique,  est 
justement  le  point  O. 

Considérons  maintenant  le  pointP.  Parmi  les  coniques 
normales  à  D,  il  en  est  qui  ont  leur  sommet  très-voisin 
du  point  P.  Quand  ce  sommet  se  rapproche  du  poiat  P. 
le  point  d'intidence  de  la  normale  se  confond  avec  son 
second  point  de  rencontre  avec  la  conique,  et  le  pmnt  M 
se  confond  aussi  avec,  le  point  P.  Donc  le  lieu  passe  par 
le  point  P.  Le  même  raisonnement  ferait  voir  que  U 
parabole  passe  par  le  point  Q. 

L'axe  de  la  parabole  est  parallèle  à  ta  droite 

il  est  donc  perpendiculaire  à  D.  D'ailleurs  cet  axe  passe 
par  le  milieu  du  segment  PQ. 

L'axe  est  ainsi  construit  géométriquement. 

2°  Je  vais  démontrer  que  la  distance  du  foyer  de  cette 
parabole  au  sommet  est  égale  au  quart  de  la  distance  dn 
point  O  k  ladroiteD. 

Considérons,  en  effet,  une  parabole  et  un  cercle  décrit 
sur  une  corde  perpendiculaire  à  t'axe  comme  diamètre 
et  coupant  la  parabole. 

L'équation  de  la  parabole  estj'' —  apx  ^  o.  L'équa- 
tion do  cercle  est  (x  —  «)'  -t-y' —  ipa=  o.  Le  cercle 
coupe  la  parabole  en  deux  autres  points  C  et  C  symé- 
triques par  rapport  à  Ox. 
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Les  abscisses  des  poîuts  d'intersectioD  sont  données 
par  l'équation 

(x  ~-~  a)'+  2pX  —  2/)cc  =  O. 

Cette  ëquatioD  admet  la  racine  x  =  ce  qui  correspond  aux 
deux  extrémités  du  diamètre.  L'autre  racine,  a  —  a/i, 
correspond  aux  points  C  et  C. 

On  a  donc,  pour  la  distance  d'un  des  points  CoaC'au 
diamètre  perpendiculaire  à  l'axe,  a — (a —  2/^)^=3^. 

La  distance  du  foyer  de  la  parabole  au  sommet,  étant 

^ale  k  ^t  est,  par  suite,  égale  au  quart  de  cette  distance. 

Considérons  alors  la  parabole  lieu  du  point  M.  Cette 
parabole  est  circonscrite  au  triangle  rectangle  OFQ.  De 
plus,  son  axe  est  perpendiculaire  à  PQ  et  passe  par  le 
milieu  R  de  cette  droite.  Donc,  d'après  ce  que  je  viens 
de  démontrer,  le  paramètre  de  la  parabole  est  égal  à  la 
moitié,  et  la  distance  du  foyer  au  sommet  est  égale  au 
cjuari  de  la  distance  du  point  O  à  la  droite  D. 

3°  Construire  géométriquement  l'axe  et  le  sommet 
de  la  parabole  revient  à  cbercber  le  sommet  d'une  para- 
bole passant  par  trois  points  O,  P,  Q  et  dont  l'axe  est 

On  sait,  en  elTet,  que,  la  droite  PQ  étant  perpendicu- 
laire à  t'axe,  cet  axe  passe  par  le  milieu  R  de  PQ. 

Pour  construire  le  sommet,  je  prolonge  OP  jusqu'à  sa 
rencontrée!)  P'avec  l'axe.  Soit  Q'  le  point  oùOQ  coupe 
l'axe.  Je  prends  le  milieu  de  P'Q',  et  j'ai  le  sommet  S. 

J'en  déduis  la  position  du  foyer  F,  car  la  distance  SF 
est  égale  au  quart  de  la  distance  du  point  O  à  la  droite  D 
et  dirigée  vers  le  point  R. 

Hou.  —  SolulioDiiDaloguodsIlM.  A.  Guénra,  iag^Dieuri  J.  Grlm, 
maître  npétitaur  bu  Ijrcée  d'Alger;  G.  I.unbiotte,  éléii:  de  l'École  potj- 
■«hniqne  d»  Briuellei)  Rohaglia;  Gambey  ;  l.ei  et  Moret-Blanc. 
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RBSTITUTrON  DE  PRIORITE  EN  fAVEtlR  K  H.  CATÂUN; 

P*i  H.  F.  FOLIE, 

Membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique. 


Dans  Iq  Bulletin  du  mois  d'août  1877  (*),  nous  nous 
sommes  occupé  de  la  recherche  de  difTéremcs  propriétés 
que  nous  ci'oyions  tout  à  fait  neuves. 

L'une  de  celles-ci,  intitulée  :  Synthèse  des  théorèmes 
de  Pascal  et  de  Brianchon,  nous  avait  tellement  frappé 
par  sa  simplicité,  que  nous  exprimions  notre  grande  bbt- 
prise  de  ne  l'avoir  rencontrée  dans  aucun  des  traités  les 
plus  complets  et  les  plus  récents. 

Nous  nous  trompions  cependant.  Cette  synthèse  avait 
été  faite,  en  iS3a,  par  l'un  de  nos  savants  confrères,  qui 
l'a  consignée  dans  les  NouveUet  annales  de  Mathéma- 
tiques, i"  série,  t.  XI,  p.  1^3  (")  ;  elle  y  est  malheu- 
reusemenl  restée  oubliée,  même  de  lui,  et  ce  n'est  que 
tout  réceDiment  qu'il  nous  a  fait  part  de  ce  fait  ;  il  nous 
a  déclaré  en  outre,  chose  qui  ne  surprendra  personne, 
que  sa  démonstration  (qui  ne  figure  pas  dans  les  an- 
nales) est  identique  à  celle  que  nous  avons  donnée. 

Nous  nous  empressons  bien  volontiers  de  restituer  à 
notre  savant  confrère  la  priorité  de  cette  découverte. 

Les  deux  théorèmes  suivants ,  que  noua  croyions 
neufs: 

Les  intersections  successives  des  côtés  alternants  d'un 

C)  Bulletin  de  l'Académie  rejate  de  Belgique,  i*  «érie,  X.  XLIV, 
p.  183. 

(**)  L'article  cité  renvoie  à  une  Application  de  l'Algèbre  i  la  Gio- 
mitrie,liOn)papb,iit>  et  datant  de  i8jS,  par  M.  B.  Catalan. 
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hexagone  de  Paseai  forment   les  sonunets  successifs 
d^un  hexagone  de  Brianchon  ; 

Les  jonctions  successives  des  sommets  ahernants  d'un 
hexagone  de  Brianchon  forment  ies  c6tés  successifs 
d'un  hexagone  de  Pascal; 

Ces  théorèmes,  sur  l'imporlance  desquels  nous  avons 
insisté  dans  le  nnméro  cué  du  Bulletin,  doiveut  donc 
porter,  sauf  erreur,  le  nom  de  Ë.  Catalan.  Les  seules 
découvertes  qui  nous  appartiennent  encore  dans  cette 
synthèse  des  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  sont  : 

En  premier  lieu,  la  combinaison  des  théorèmes  de 
M.  E.  Caulan  avec  ceux  de  Steiner,  dont  voici  les 
éDoncés  : 

Les  intersections  successives  des  côtés  alternants  d'un 
hexagone  de  Brianchon  forment  les  sommets  successifs 
d'un  hexagone  de  Pascal. 

Les  jonctions  successives  des  sommets  alternants  d'un 
hexagone  de  Pascal  forment  les  côtés  successifs  d'un 
hexagone  de  Brianchon  ; 

Combinaison  qui  donne  naissance  à  une  série  indéfinie 
d'hexagones  de  Pascal  et  de  Brianchon. 

En  second  lien,  la  possibilité  d'étendre  cette  même 
synthèse  auic  polygones  conjugués  inscrits  ou  circon- 
scrits à  des  courbes  supérieures,  polygones  pour  lesquels 
nous  avons  démontré  l'estension  des  ihéorèniea  de  Pascal 
et  de  Brianchon  ("). 


rmAumm  régentes. 

Théorie  des  arithmelisch-geometrisclien  Mittek  aus 
vier  Elementen;  von   C.-W.    Bobcharot.    Aus   dcii 

(*)  Voir  Foademenu d'une  Giomilrie  $iipérimre  cartitUnnt. 
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Abhandlungen  der  Kônigl.  jikademie  der  Wàsen- 
schaften  zu  Berlin  ;  1878. 

Sur  les  solutions  du  pi-oblème  de  Délos,  par  jirchjrtas 
et  par  Eudoxej  par  M.  P.  Tànubby.  Extrait  des  J/é- 
moires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  natureUei 
de  Bordeaux;  1878. 

Sur  la  réduction  des  forces  centrifuges  composées 
dans  le  mouvement  relatif  d'un  corps  solide;  par  M.  Ph. 
GiuBBT.  Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifitfue 
de  Bruxelles;  1878. 

SuUa  conyergenxa  delV  espressione  inftnitax''  1 
par  G.  Lehovhe.  Ia-8.  — Gènes,  Sambolîao;  187S. 

Sul  valore  m^dio  geomelnco  délie  funzionî  d'Onu 
variabile  reale;  par  G.  Leuotkb.  Extrait  du  t.  XVI  du 
Giornale  di  Matematiche ;  1878. 

Mémoire  sur  un  paradoxe  matliéinatique  et  sur  un 
nouveau  caractère  de  décomposition;  ■par  M.  L.Sutxl- 
Exlraît  du  t.  XLVII,  3*  série,  des  Bulletins  de  VAca- 
demie  royale  de  Belgique;  1879. 

Sur  la  série  récurrente  de  Fermât  ;  par  M.  E,  Lucas. 
Extrait  du  I.  XI  du  BuUeitino  di Bibliografia  e  diStoria 
deUe  Scienze  maiemaliche  efisiche;  1878. 

Sur  les  aires  des  trajectoires  décrites  dans  le  mou- 
vement plan  d'une  figure  déforme  invariable;  par 
M.  V.  Liguihk.  Extrait  du  t.  Il,  a'  série,  du  Bulletin 
des  Sciences  mathcmatiqutis ;  1878. 

Note  relative  au  théorème  sur  la  composition  des 
accélérations  d'ordre  quelconque;  par  M.  V.  Licoibb. 
E.xtra.ilde»  Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences; 
1878. 

O  delerminantih  drugoga  i  trecega  stupnja,  Za  po- 
rabu  viaih  srednjih  ucilisia  napisao  D'  K.  Zâbbadmik. 
In-8.  —  Agram,  Albrechl  ;  1 878. 
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SDR  LA  RSLATI99I  m  EXISTE  BNTItE  UN  CERCLE  CIRCON- 
SCRIT A  m  TRIANGLE  ET  LES  ÉLÉMENTS  D'UNE  CONIQUE 
INSCRITE  DANS  CE  TR1AN6LS; 

Par  m.  LAGUERKE. 


i.  Soit  nu  triangle  inscrit  dans  un  cercle  C  et  cir- 
cooscrii  à  une  conique  K  ;  si  celte  coq  ique  est  une  pa- 
rabole, on  sait  que  son  foyer  est  sur  le  cercle. 

Laissant  ce  cas  de  c6té,  j'énoncerai  la  proposition  sui- 
vante : 

Soient  F  et  G  les  deux  foyers  de  la  conique,  F'  te 
point  réciproque  du  foyer  F  relativemen  t  au  cercle  et  O 
te  centre  de  ce  cercle  ;  si,  par  le  point  F,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  OG,  cette  droite  rencontre  GP  en  un 
point  R  tel  que  le  produit  GR  X  GF*  est  égal  au  carré 
de  l'axe  qui  renferme  les  deux  foyers. 

3.  Pour  démontrer  celle  proposition,  je  remarque 
<]uel'oa  peut,  d'après  un  théorème  bien  connu  et  dû  à 
Poncelet,  inscrire  dans  le  cercle  C  une  infinité  de 
iriangles  circonscrits  à  la  coni<]ue.  En  désignent  par  I  ei 
Iles  deux  ombilics  du  plan,  on  sait  que  le  cercle  passe 
par  ces  deux  points  ;  on  peut  donc  construire  un  triangle 
inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  à  K,  et  dont  l'ombilic  I 
soit  l'un  des  sommets.  A  cet  elTet,  je  mène  par  les  foyers 
F  et  G  tes  droites  isotropes  FI  et  FJ  qui  sont  tangentes 
à  U  conique  ;  ces  droites  rencontrent  respectivement  le 
cercle  aux  points  m  et  n,  et  la  droite  mn  est  tangente 
àK. 
AaH.  de  Mathémut.,  î«  »érie,  t.  XVUI.  (Juin  1879.)  16 
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3.  Je  rappellerai  ici  quelques  notions  très-simples  que 
j'ai  exposées  dans  une  Note  publiée  précédemment  daos 
les  Nouvelles  jénitales  f^).  Un  point  quelconque  Â  étant 
donné  dans  le  plan,  menons  les  deux  droites  isotropes  AI 
et  AJ  qui  se  croiaenl  eu  ce  point,  el  désignons  respecti- 
vement pqr  a  et  par  a'  les  points  réels  situés  sur  ces 
droites. 

Il  est  clair  que  ces  points  sont  parfaitement  déier- 
minés  quand  m  se  donne  le  point  A;  réciproquement, 
ces  points  déterijiinent  complètement  le  point  A,  et  l'on 
peut  dire  que  ao'  est  son  segment  représentatif,  a  étant 
l'origine  du  segment  et  d'en  étant  l'extrémité. 

Ceci  posé,  si  trois  points  sont  en  ligne  droite,  les  deux 
triangles  formés  respectivement,  par  tes  origines  des 
segments  représentatifs  de  ces  points  et  leurs  extré' 
mités,  sont  semblables  et  inversement  places. 

En  second  lieu,  si  un  point  imaginaire  est  situé  sur 
un  cercle  réel,  les  exirémités  de  son  segment  représen- 
tatif sont  réciproques  par  rapport  à  ce  cercle. 

4.  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  désigne- respect! vemenl 
par  F' et  G'  les  points  réciproques  des  foyers  F  et  G  rela- 
tivement au  cercle  C,  les  points  m  et  n  ont  respecû- 
vemeut  pour  segments  représentatifs  FF'  et  GG'. 

Je  construis  maintenant  le  point  symétrique  tin  point  F 
relativement  à  la  droite  mn.  A  cet  effet,  par  le  point  F, 
je  mène  la  droite  isotrope  FI  qui  passe  par  le  point  m, 
puis  par  le  point  m  la  droite  isotrope  mJ  qui  contient  le 
pointréel  F'  ;  je  mène  ensuite  la  droite  isotrope  FJ,  puis, 
en  appelant />  le  point  où  elle  rencontre  la  droite  mn, 
la    droite    isotrope  p\,  et  le  point  iji,  oà  se  rencon- 


MalUi 


(*)  Sar  l'emploi  da  imaginaires  en  Géomitrie  (Kourellei  Âmm 
'atMmatijuet,  V  idria,  t.  IX;  i8;o). 
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Irent  mJ  et  pi,  eut  le  point  clierché.  Si  R  est  le  point 
réel  situe  sur  pi,  on  voit  que  son  segment  représentatif 
est  RF'. 

Pour  obtenir  le  point  R,  je  remarque  que  les  trois 
points p,  m  et  n  étant  en  lignes  droites  et  étant  respecii- 
Teineut  représentés  par  les  segments  RF,  FF'  et  GC,  les 
triangles  RFG  et  FF'C  sont  semblables  et  inversement 
placés.  D'où  il  suit  que  le  poiut  R  est  l'intersection  de  la 
droite  GF'  avec  la  droite  menée  par  le  point  F  parallè- 
lement à  GG'.  Si  l'on  remarque  en  effet  que  le  quadrila- 
tère FGF'G'est  inscriptible  dans  un  cercle,  on  en  conclut 

uns  peine  que  les  angles  FGR  et  F'G'F  sont  égaux 
comme  inscrits  dans  un  même  arc  de  circonférence;  par 

la  mime  raison,  l'angle  PFG'  est  égal  A  l'angle  F'GG 

et  ce  dernier  est  égal  par  construction  à  l'angle  FRG. 

Les  angles  FRG  et  FFG  sont  donc  aussi  égaux  ;  par 
suite,  les  triangles  RFG  et  FF'G'sont  semblables,  et, 
comme  ils  sont  évidemment  inversement  placés,  le  pointR 
est  le  point  réelsitné  sur  la  droite  isotrope  pi. 

S»  Le  point  f  étant  symétrique  de  F  relativement  à  ta 
drDitemn,qaie3t  une  tangente  de  la  conique  K,  est  situé 
sur  le  cercle  décrit  autour  du  foyer  G  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  l'axe  de  la  conique  qui  contient  ce 
foyer. 

Lëpoint^  est  d'ailleurs  représenté  parte  segment  Rf; 
on  en  conclut  d'abord  que  ladroite  RF  passe  par  le  point 
G,  ce  qui  résulte  de  la  construction  même  par  laquelle 
on  ■  déterminé  le  point  R,  puis  que  le  produit  GRxGF' 
est  égal  au  carré  de  l'axe  dont  je  viens  déparier. 

D'oùla  proposition  quej'ai  énoncée  au  commencement 
de  cette  Note. 

16. 
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6.  Cette  proposition  peut  s'éaoncer  d'une  façon  un 
peudiOërenle. 

Construisons  te  cercle  passant  par  le  point  F"  et  tan- 
gent en  G  à  la  droite  OG  ;  si  l'on  désigne  par  4*  le 
second  point  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  l'axe  FG, 
par  H  le  centre  de  la  conique,  par  2  a  la  longueur  de 
l'axe  de  cette  courbe  qui  renferme  les  fcyers  F  et  G 
et  par  ih  la  longueur  de  l'autre  axe,  on  a  la  relation 

(i)  HF.H*  =  a'-i-i», 

en  sorte  que  les  points  F  et  *  sont  réciproques  relaù- 
vement  au  cercle  qui  est  le  lieu  des  points  d'oit  l'on  voit 
la  conique  sous  un  angle  droit. 

On  peut  remar<]uer,  en  elTet,  que,  la  droite  FH  étint 
parallèle  à  la  droite  OG,  le  <^uadrilatère  FRF'4>  est  in- 
scriptîble  dans  une  circonférence  de  cercle;  on  a  donc 

GF.G*=GR.GF'  =  4-7', 

d'où,  par  une  transformation  facile,  la  relation  énoncée 
ci-dessus. 

T'  Comme  application,  proposons-nou5,.éunt  donné 
un  point  O  du  plan,  de  construire  un  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  dans  lequel  on  puisse  inscrire  un 
triangle  circonscrit  à  la  conique  K. 

Construisons  le  point  4>  déterminé  par  la  relation  (1), 
et  faisons  passer  par  les  points  4>  et  G  un  cercle  qui 
touche  la  droite  OG.  Ce  cercle  rencontre  la  droite  OF  en 
deux  points  F'  et  F"  ;  de  là  deux  solutions  du  problème 
proposé. 

En  premier  lieu,  on  a  comme  solution  le  cercle  relati' 
vemenl  auquel  les  points  F  et  F'  sont  réciproques,  et  son 
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rayon  R'  est  (lëiermiaé  par  la  relation 

R"=OF.OF'. 

On  a  comme  seconde  solution  le  cercle  relativement 
auquel  les  points  F  et  P'  sont  réciproques,  et  son  rayon  R" 
est  déterminé  pai-  la  relation 

R"'  =  OF.O". 

8.  En  faisant  le  produit  des  équations  précédentes,  il 
vient 

tt"R"'=  ÔF '.OF'  .OF'. 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  d'une  propriété  du  cercle  bien 

OF.OF''=OG'i 
d'où 

R'R"^OF.OG. 

Ainsi,  le  problème  proposé  a  deux  solutions  et  le 
produit  lies  rayons  des  cercles  qui  y  satisfont  est  égal  au 
produit  des  distances  du  centre  donné  aux  deux 
foyers  de  la  conique. 

9.  On  peut  transformer  encore  d'une  autre  façon  la 
relation 

GRxGF=4o'. 

Les  deux  triangles  semblables  OFG  et  FPR  donnent 
en  elTet 

d'où  la  relation 

-ÔF^  =  'Î"- 
En  désignant  par  R  le  rajon  du  cercle,  par  u  et  f  les 
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longueurs  OF  et  OG  et  enfin  par  w  l'augle  FOG,  on  a 
OF_n' 

ei 

GF"=OG'+OF''— aOG.OFcosM  — f*-!-^— — ^—  — "; 

de  là 

(m'i^-I-R'—  sR'arcoSwj  =  ^a'K*. 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  OFG, 

en^désignant  par  ne  la  distance  des  foyers  F  et  G. 

Elîminant  cosu  en  tre  les  équations  précédentes,  il  vient 

(&'—  i(=)(R'—  p')  =4ft'R'. 

10.  Si  l'on  suppose  que,  les  foyers  F  et  G  venant  à 
coïncider,  la  conique  se  réduise  à  an  cercle,  en  posant 

i*  =  p  =  D     et     fi  =  r, 
on  obtiendra  la  relation  suivante  : 
R>— D'=îRr, 
qui,  comme  on  le  sait,  est  due  à  Euler. 


SUR  Li  RELATION  QUI  EXISTE  ENTRE  UN  CERCLE  CIRCON- 
SCRIT k  m  QUAIRIUTÉRE   ET  LES  ÉLÉMENTS    l'UNE 
CONIQVE  INSCRITE  DANS  CE  QCABRIUTÈRB; 
PiB  M.  LAGUERRE. 


1 ,  Dans  tout  ce  qui  suit,  pour  abréger  les  démonstra- 
tions, je  supposerai  que  l'on  considère  une  conique  et 
un  cercle  réels  (ou  du  moins  dont  les  équations  soient 
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rédics).  L«s  résultats  obtenus  s'étendent  évidemment  au 
ci$  où  ce*  courbes  seraicat  imaginaires;  il  suffirait  d'aiU 
lears  de  qudques  modiâcations  légères  pour  appliquer  au 
eu  général  les  considérations  sur  lesquelles  je  m'appuie. 

2.  Je  supposerai  d'abord  que  la  conique  donnée  {oit 
une  parabole  F.  En  désignant  par  C  le  cercle  donné,  ou 
sait,  d'après  Poucelet,  que  si  l'on  peut  circonscrire  à  P 
on  quadrilatère  dont  les  sommets  soient  situés  sur  C,  on 
peut  lai  circonscrire  une  infinité  de  quadrilatères  jouis- 
sant de  la  même  propriété.  Le  sommet  d'un  de  ces  qua- 
drilatères peut  être  pris  arbitrairement  sur  le  cercle. 

Soit  I  un  des  ombilics  du  plan,  les  deux  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  parabole  sont,  d'une  part  la 
droite  de  l'infini  qui  rencontre  le  cercle  à  l'autre  ombilic 
I,  et  d'autre  part  la  droite  FI  qui  passe  par  le  foyer  de  la 
parabole.  Les  tangentes  issues  du  point  J  sont  la  droite 
de  l'infini  et  la  droite  FJ.  Désignons  respectivement  par  a 
ei  P  les  poinu  où  les  droites  isotropes  FI  et  FJ  rencon- 
trent le  cercle  ;  il  est  clair  que  l'on  obtiendra  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse  inscrire  dans 
le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit  k  la  parabole,  en 
eiprimant  que  la  droite  a^  est  tangente  à  F,  ou  bien  que 
le  symétrique  de  F  relativement  à  celte  droite  est  sur  la 
directrice  de  P. 

Ce  point  symétrique  est  évidemment  le  point  réci- 
proque de  F  relativement  au  cercle  C  ;  d'où  la  propo- 
sition suivanle  : 

Étant  donnés  le  cercie  C  et  une  parabole  P,  si  l'on 
peut  inscrire  dans  le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit 
à  la  parabole,  le  point  réciproque  du  foyer  de  P  relati- 
vement au  cercle  est  situé  sur  la  directrice  de  celle 
courbe. 
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3.  Od  sait  (*)  que,  si  l'on  considère  un  quelconque 
des  quadrilatères  circODScHts  à  Pet  inscrits  dans  C,  le 
point  de  rencontre  Q  des  diagonales  de  ce  quadrila- 
tère est  fixe  et  ne  dépend  pas  de  la  position  du  quadri- 
latère considéré;  c'est  d'ailleurs  le  point  de  rencontre 
de  deux  cordes  communes  aux  deux  cotirbes. 

Si  l'on  considère,  couime  précédemment,  le  quadrila- 
tère IJ«j3,  on  voit  que  le  point  fixe  Q  est  l' intersection 
des  droites  isotropes  j3I  et  a  J  ;  ce  point  est  donc  le  ré- 
ciproque de  F  relativement  au  cercle  C,  et  il  est  situé 
sur  la  directrice. 

4.  Eq  particulier,  si  d'un  point  M,  pris  dans  le  plan 
de  la  parabole,  on  lui  mène  deux  tangentes  qui  touchent 
celle  courbe  aux  points  A  et  B,  on  sait  que  l'on  peut  in- 
scrire dans  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  M,  Â 
et  B  une  inûniié  de  quadrilatères  circonscrits  à  F;  on 
peut  donc,  relativement  b  ce  cercle,  énoncer  les  propo- 
sitions suivantes  : 

Le  point  réciproque  du  foyer  de  P,  relativement  au 
cercle  C  circonscrit  au  triangle  MAB,  est  sur  la  direc- 
trice de  P;  il  est  le  point  d'intersection  de  la  corde  AB 
commune  aux  deux  courbes,  de  la  corde  qui  passe  par 
leurs  deux  autres  points  de  rencontre  et  de  la  tangente 
menée  en  M  au  cercle  C. 

5.  Considérons  maintenantune  conique  Kquelconque 
ayant  pour  foyers  réels  les  points  F  et  G  ;  je  désignerai 
par  aa  la  longueur  de  l'axe  contenant  ces  foyers,  par  sb 
la  longueur  de  l'autre  axe,  et  par  uc  la  distance  FG,  en 
sorte  qu'entre  ces  quantités  on  a,  suivant  la  notation 

r,  Propriétit  projeetivet,  t.  I,  p.  35i. 
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liabÎLuelle,  la  relation 


Puisque  l'on  peut  ïncrire  dans  le  cercle  C  uue  infinité 
de  quadrilatères  circonacriu  à  la  conique  K,  on  peut 
choisir  arbitrairement  sur  ce  cercle  le  sommet  d'un  de 
ces  quadrilatères.  Prenons  l'ombilic  I;  les  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  conique  passent  par  les  foyersF 
et  G  et  rencontrent  respectivement  le  cercle  en  deux 
points  a  et  f3  ;  en  vertu  de  la  propriété  énoncée,  il 
existe  sur  ce  cercle  un  troisième  point  d,  tel  que  les  droites 
<e3  et  pd  sont  tangentes  à  la  conique  K. 

Déterminons  d'abord  le  point  symétrique  de  F  relati- 
vement n  aJ.  Je  mène  à  cet  effet  par  le  point  F  la  droite 
isotrope  du  système  (I)  qui  rencontre  ce  J  au  point  a,  puis 
par  le  point  ce  la  droite  isotrope  du  système  J^  je  mène  en 
second  lieu  par  le  point  F  la  droite  isotrope  du  système  J 
qui  rencontre  a.3  en  un  point  t,  puis  par  le  point  t  la 
droite  isotrope  du  système  I.  Les  droites  kJ  et  eI  se 
coupent  en  un  point  <ç  qui  est  le  symétrique  du  point  F. 
Pour  déterminer  le  segment  représentatif  de  ce  point 
imaginaire,  je  remarque  que  les  points  «t,  ï  et  e  sont  en 
ligne  droite.  Le  segment  représentatif  du  point  ce  est  FF*, 
si  ton  désigne  par  F*  le  réciproque  du  foyer  F  relati- 
vement au  cercle  C  ;  le  segment  représentatif  du  point  g> 
a  pour  extrémité  le  point  F'  et  pour  origine  un  point  R 
qu'il  s'agit  de  déterminer.  Quant  au  point  5,  comme  il 
se  trouve  sur  le  cercle  C,  il  est  représenté  par  un  seg- 
ment  Diy  dont  les  extrémités  sont  deux  points  réci- 
proques relativement  à  ce  cercle  5  le  point  s  a  d'ailleurs 
pour  segment  représentatif  RF. 

Puisque  les  pointa  a,  S  et  c  sont  en  ligne  droite,  les 
deux  triangles  FRD  et  FFiy  sont  semblables  et  inverse- 
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ment  placés,  et,  le  quadrilatère  PPOiy  étant  inscrip- 
tible,  on  voit  immédialeinent  que  le  point  R  est  le  poÎDt 
de  rencontre  de  f^D  avec  la  droite  menée  par  le  point  F 
parallèlement  à  OD. 

6.  Semblablement,  si  l'on  désigne  par^  le  symétrique 
de  G  relativement  à  ^S  et  par  G'  le  réciproque  de  G  re- 
lativement au  cercle  C,  on  voit  que  y  est  représenté  par 
le  segment  SG',  en  appelant  S  le  point  de  reacontredeG'D 
avec  la  droite  menée  par  le  point  G  parallèlement  à  00. 

Je  ferai  remarquer  maintenant  que,  la  droite  aS  étant 
tangente  à  la  conique  K,  le  point  ^  est  situé  sur  le  cercle 
réel  décrit  du  point  G  comme  centre  avec  un  rayon  égal 
â  a  a  ;  donc  ; 

1°  La  droite  PD  passe  par  le  point  G  ; 

a"  Ou  a  la  relation 

De  même,  la  droite  pd  étant  tangente  à  la  conique  K, 
le  point  y  est  situé  sur  le  cercle  réel  décrit  du  point  F 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  aa;  donc  : 

1°  La  droite  G'D  passe  par  le  point  F; 

2°  On  a  la  relation 

FS.FG'=:4a-. 

7.  De  là  résulte  que  le  point  D  est  l'intersection  des 
droites  FG'  et  GF'  et  l'on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théobème.  —  Considci-ons  un  cercle  C  et  une  co- 
NÙ/ue  K.  jouissant  de  la  propriété  que  l'on  puisse  in- 
scrire dans  le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit  à  la 
conique;  soient  Ole  centre  du  cercle,  V  et  G' les  points 
réciproques  relativement  au  cercle  des  foyers  F  et  G  de 
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ta  conique,  D  le  point  de  rencontre  des  droites  FC  et 
GF. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  point  de  rencontre  PG  avec 
la  droite  menée  par  O  parallèlement  à  OD,  le  produit 
GK-GP  est  égal  au  carré  de  l'axe  deK.  qui  contient  les 
fojei's  F  et  G. 

8.  On  obtient  ainsi  la  relation 
(i)  GR.GF'  =  4o% 

qu'il  est  aisé  de  transformer  de  façon  à  ne  mettre  en  ëvi- 
deace  que  le  rayon  du  cercle  et  les  côtés  da  triangle  OFG. 
Soit  en  effet  R  le  rayon  du  cercle,  et  posons,  pour 
abréger, 

0F  =  «,     OG  =  s    FOG  =  «, 
0FG'  =  OGP'=«     et     OF'G  =  OG'F  =  p. 
La  relation  (i)  pent  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

GF{GD-f-DR)  =  4a'. 
Oroo  a  évidemment 

et  les  deux  triangles  semblables  OFD  et  FFR  donnent 

Dlt-O^ÔF-ÔF  «n(«-p) 
En  remarquant  que 

-  =  0^  =  ?- 

on  déduit  de  là 

.„,„„^j  ______ 


^laiiizodbvGoogle 


(  "ï  I 


»inp_  OF  _  HP 


^[•(?-^«(^-")] 


sin( 
.  On  trouve  aiséi 


on  en  déduit  la  relation 

4a'(R'  —  bM]  =  (aR> _  b'  —  p') (R' - 


4c'=  u'-i 


en  éliminani  cosu  entre  les  deux  équations  qai  pré- 
cèdent, il  viendra  enfin 


4a'{K'- 


aR'—  «'— »>)  [(R>—  «')  [R'  —  ^)  +  4r'R']- 


10.  Si  l'on  suppose  que  la  conique  se  réduise  à  un 
cercle,  les  foyers  F  el  G  éuni  confondos,  on  devra  ftire 
c  ^  o,  et  en  posant 

«  r^  f  =:  0,     a  —  r, 

on  obtiendra  la  relation  suivante  : 

{R'—  D')[ar'(R'-l-  D')  —  (R'—  D-)']  =  o. 

11.  Comme  je  l'ai  rappelé  plus  haut,  si  l'on  consi- 
dère un  quadrilatère  quelconque   circonscrit  à  la  cO' 
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niqae  K  et  inscrit  dans  le  cercle  C,  tes  diagonales  de  ce 
cjuadrilalère  se  coupent  en  un  point  lîxe. 

Pour  déterminer  ce  point  6xe,  je  considère  en  parti- 
calier  le  tjuadrilaière  laî^;  le  point  fixe  cherché  se 
trouve  sur  la  droite  51,  et,  comme  il  est  évidemment  réel, 
il  se  confond  avec  le  point  D.  On  peut  d'ailleurs  faci- 
lement vérifier  que  ce  point  est  sur  la  diagonale  xfi  *,  cela 
résulte  immédiatement  de  la  similitude  des  triangles  FDG 
et  F'DG'. 

Ainsi  : 

Le  point  de  rencontre  fixe  des  diagonales  des  qua- 
ilrilatères,  circonscrits  à  la  conique  K  et  au  cercle  C,  est 
le  point  de  rencontre  des  droites  FG'  etGF. 

12.  Les  con^dérations  qui  précèdent  s'appliquent  évi- 
demment au  cas  on  le  polygone,  que  l'on  peut  circon- 
scrire à  la  conique  et  inscrire  dans  le  cercle,  a  un 
nombre  de  cdtés  supérieur  à  quatre  ;  mais  les  résultats 
deviennent  alors  beaucoup  plus  compliqués,  etje  mécon- 
tenterai d'examiner  le  casparUculieroù,la  conique  étant 
une  parabole  P,  on  peut  lui  circonscrire  un  pentagone 
inscrit  dans  un  cercle  C. 

Si  nous  prenons  pour  sommet  de  ce  pentagone  l'om- 
bilic I,  des  deux  tangentes  que  l'on  peut  de  ce  point  mener 
à  la  parabole,  l'une  est  la  droite  de  l'infini  qui  rencontre 
le  cercle  à  l'ombilic  J,  l'autre  coupe  le  cercle  en  un  point 
X.  Par  l'ombilic  J,  on  peut  mener  à  P  une  tangente  dis- 
tincte de  la  droite  de  l'infini  -,  je  désignerai  par  ^  le  point 
où  elle  rencontre  C  Cela  posé,  il  est  clair  que  si  l'on 
peut  inscnre  dans  le  cercle  un  pentagone  circonscrit  à 
Uparabole,  les  tangentes  à  ce  cercle,  menées  par  les  points 
aet  P  («distinctes  des  droites  isotropes  a I  et  pj),  doi- 
vent se  couper  en  un  point  y  de  ce  cercle.  D'ailleurs,  les 
points  «  et  p  étant  évidemment  imaginairenient  con- 
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jugués,  il  en  est  de  même  de  ces  deux  tangentes;  le 
point  y  est  donc  réel. 

I!fo js  devons  maintenant  exprimer  que  la  droite  ay  est 
tangente  à  la  parabole. 

A  cet  effet,  je  remarque  que  le  point  a  est  représenté 
par  le  segment  FF,  si  l'on  appelle  F  le  foyer  de  la  pa- 
rabole etPson  réciproque  relativement  au  cercle.  Cber- 
cbons  le  symétrique  de  F  relativement  à  la  droite  ay  ;  pour 
cela,  je  considère  ta  droite  isotrope  da  système  J  qui 
passe  par  le  point  a,  puis  par  le  point  Fjemène  la  droite 
isotrope  dn  même  système  qui  rencontres^  en  un  pointe; 
enfin  par  le  point  s  je  mène  la  droite  isotrope  do  sys- 
tème I. 

Les  droites  «J  et  tX  se  coupent  en  un  point  <f  qui  est 
le  symétrique  cbercbé,  et  le  segment  représentatif  de  if 
est  RF',  si  l'on  désigne  par  B  le  point  réel  situé  sur  la 
droite  el. 

13.  D'ailleurs,  les  points  a,  f  et  y  étant  en  ligne  droite, 
les  denx  triangles  TF'y  et  KFy  sont  semblables,  et  par 
suite  le  point  R  est  le  point  d'intersection  de  Fy  par  la 
droite  menée  parF  parallèlement  à  O/. 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  point  f ,  représenté 
par  le  segment  RF,  est  sur  la  directrice  de  la  parabole, 
on  en  conclut  d'autre  part  que  R  est  le  symétrique  de  F' 
relativement  à  cette  directrice. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

■Soit  donnée  une  parabole  à  laquelle  on  peut  cir- 
conscrire un  pentagone  inscrit  dans  le  cercle;  constmi- 
sons  le  point  F,  réciproque  par  rapport  au  cercle,  du 
foyer  F  delà  parabole,  puis  le  point  R  symétrique  itu 
point  F  par  rapport  à  la  directrice  de  cette  parabolej 
cela  posé,  le  point  de  rencontre  de  FR  avec  la  droite 


^laiiizodbvGoogle 


(  >55) 
menée  par  le  centre  du  cercle  parallèlement  à  FR  est 
situé  sur  le  cercle. 

ii.  Si  l'on  désigne  par  y  ce  point  de  rencontre,  par  O 
le  centre  du  cercle  et  r  son  rayon,  les  denx  triangles  sem- 
bUblesFF'R  et  OF'j'  donnent  la  proportion 

Oy_  OF' 

FR~0F'F' 
et  comme  , 

OF'=i,    e.     0,=., 
on  en  déduit  la  relation  suivante  : 

r'~OF'  —  r.¥R. 

IS.  En  terminant  cette  Note,  je  ferai  encore  remarquer 
STec  quelle  facilité  les  considéralîODS  dont  j'ai  fait  usage 
conduisent  au  beau  théorème  de  M.  Faure,  relalivement 
aux  triangles  conjugnés  par  rapport  à  une  conique. 

Considérons,  en  effet,  nn  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  conjugué  relatif  a  une  conique  K  *,  on  sait  que 
l'on  peut,  dans  ce  cercle,  inscrire  une  infinité  d'autres 
triangles  jouissant  de  la  même  propriété.  Prenons  l'om- 
bilic I  comme  sommet  d'un  de  ces  triangles,  et  soient  x 
et  p  les  points  de  rencontre  de  K  avec  U  polaire  de  cet 
ombilic;  ces  points  sont  évidemment  sur  le  cercle,  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique, 
en  sorte  que,  en  désignant  par  O  le  centre  de  K,  et  para 
et  b  les  demi-axes  de  celte  conique,  on  a  la  relation 

Soient  ■/  elS  les  deux  autres  sommets  du  triangle  coq- 
jngué  dont  le  premier  sommet  est  I  ;  par  définition,  les 
points  7  et  S  se  trouvent  sur  la  droite  «^  et  divisent  bar- 
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mon  î  que  ment  lesegmeut  i^P;  ou  a  donc 

et,  comme  Oy.Oîest  ëvidemmeii t la  ptiissancedn centre 
O  relativement  au  cercle  G,  le  théorème  est  démontré. 


THEORIE  DES  TÉLESCOPES  GRÊGORÏ  ET  CASSEfiRUS; 

Par  m.  MACÉ  db  LÉPINAY, 
Profeueur  aa  lycée  de  Haneïlle. 


On  peut  donner  de  ces  in»irumenis  une  théorie  très- 
simple,  en  employant  ia  formule  connue  <!j<f  =/*.  Cette 
théorie  a  de  plus  l'avantage  de  s'appliquer  à  la  fois  aux 
deux  instruments. 

J'étudierai,  à  cet  effet,  tout,  d'abord  le  télescope  Gré- 
gory. 

i"  Combinaison  de  deux  miroirs  sphériques  concaivs. 
—  Soient  A  et  B  les  deux  miroirs, y,y,  leurs  deux  dis- 
tances focales,  rfla  distance  de  leurs  deux  foyers  {d  est 
négatif  lorsque  les  deux  foyers  sont  croisés).  Considé- 


rons  un  point  lumineux  sur  l'axe  commun,  enP,  PF  =  ç. 
Par  réflexion  sur  le  miroir  A,  ce  point  P  donnera  une 
première  image  P',  par  exemple,  que  je  supposerai 
tomber  entre  les  deux  foyers,  et  la  distance  <i>'  =FP'  ser» 
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donnée  par 

'■  =  f 

On  en  dédaït 

PF.  =  ,-  =  J-C, 

d'où,  poar  P,  E, 

=  ?., 

9 

relation  qui  peai 

ae  mettre  sous  la  forme 

^-■r-^-a. 

Cette  formule  très-simple,  ne  contenant  que  les  carrés 
des  distances  focales,  est  générale  et  s'applique  également 
an  cas  où  l'un  des  miroirs,  ou  même  tous  les  deux,  se- 
raient convexes.  Comme  dans  la  théorie  des  lentilles  de 
Gauss,  l'objet  et  son  image  se  trouvent  rapportés  à  deux 
points  différents  de  l'axe. 

a"  Application  au  télescope  Grégory,  —  Si  le  sys- 
tème des  miroirs  fait  partie  d'un  télescope,  on  peut  sup- 
poser !f  ^  00  ,  et  l'on  a  simplement 

relation  que  l'on  peut  trouver  d'ailleurs  directement,  en 
remarquant  que  la  première  image  se  fait  en  F. 

Cherchons  comment  on  doit  régler  les  deux  miroirs 
l'nn  par  rapport  à  l'autre,  pour  que  l'image  observée 
vienne  se  faire  dans  le  plan  focal  de  l'oculaire  (en  sup- 
posant l'oeil  infiniment  presbyte}. 

Désignons,  k  cet  eSet,  par  i  la  distance  du  plan  focal 
de  l'oculaire  au   foyer  du  miroir  A;   on  devra  avoir 

JuK.  4t  UatUmat.,  i'  série,  t.  X.VIII.  (Juin  i  R^g.)  ■  ? 
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ifi=:d+  IS.    En  remplaçant  tf,  par  cette  valeur  dan 
t/f,  =f',  oa  obtient  l'équatîoa  de  condition 


-^-\/f 


Quant  k  la  distance  vraie  des  deux  miroirs,  dans  le  cas 
du  télescope  Grégoiy,  elle  sera 

Cette  solution  très-simple  permet  de  construire  géo- 
mctriquement  la  position  du  foyer  du  miroir  mobile. 
Soient,  à  cet  effet.  Fie  foyer  du  miroir  Gxe,Cle  foyer 
Fig.  ». 


de  l'oculaire,  O  le  milieu  de  CF.  La  relation  ci-dessui 
peut  s'écrire 

Élevons  en  F  une  perpendiculaire  FF,  =yi  à  Taxe. 

Dans  le  triangle  OFF,,  on  aura </+  -=OF,.Or(i-) — 

représente  prëcîsëment  la  distance  à  O  du  foyer  cbercbé. 
U  suffira  donc  de  rabattre  sur  l'axe  F,  en  F,  poar  avoir  le 
foyer  du  miroir  mobile. 

La  construction  indiquée  revient  à  prendre  dans  l'é- 
quation (i)  te  signe  -f-  du  radical.  Il  est  évident  qu'en 
prenant  le  signe  — ,  ce  qui  reviendrait  À  rabattre  F, 
en  Fi,  le  miroir  mobile  pourrait,  si  les  conditions  du 
problème  sont  convenables,  tomber  au  delà  du  miroir 
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fixe,  c'est-à-dire  que  la  deuxième  réflexion  serait  impos- 
sible. Dans  tous  les  cas,  la  solulion  ïodiquée   répond 
seule  à  la  pratique. 

3°  Grossissement.  —  Soit  a  la  grandeur  de  l'image 
obieaue  aa  fojer  F  du  miroir  fixe,  le  diamètre  apparent 

de  l'objet  est  -•  Soient,  d'autre  part,  b  l'image  A'F  for- 
mée dans  le  plan  focal  de  l'oculaire  ;  si  F  est  la  distance 
Fif.  3. 


focale  de  ce  dernier,  =  sera  le  diamètreapparent  observé. 
Le  grossissement  sera  donc 

Mais  le  rapport  — derîmagedonnéepar  le  second  mi- 

roïra  pour  valeur,  d'après  une  formule  connue  à  l'objet, 

b^     /      ^/._ 
a      p~/,        d 

.Od  a  donc  pour  le  grossissement 

<"i  ^=%- 

L'image  est  ici  redressée  par  rapport  à  l'objei. 

4°  Télescope  Cassegrain.  —  On  remplace  le  petit 
miroir  concave  par  un  miroir  convexe. 

Réglage  de  l'appareil.  —  Les  formules  employées 
pour  arrivera  la  relation  (i)  étant  indépendantes  de  la 
forme  du  miroir,  convexe  ou  concave,  cette  relation  est 
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applicable  dans  le  cas  du  télescope  Cassegrain,  ainsi  que 
la  conslruction  géomëtriqne  indiquée. 

Grossissement.  —  La  même  lemarque  s'applique  ici; 
mais  il  faut  changer  le  signe  dey,.  Tandis  que  la  for- 
mule (i)  n'est  pas  modifiée,  le  grossissement  du  téles- 
cope Cassegrain  devient 

Ce  changement  de  signe  indique  que  l'image  est,  dant 
ce  cas,  renversée  par  rapport  à  l'objet. 

On  voil,  en  résumé,  que  si  l'on  imagine  deux  téles- 
copes Grégory  eE  Cassegrain,  tels  que  les  quatre  qnan- 
ûiéif,fi,  F,  S  soient  les  mêmes,  on  devra  disposer  de 
même  le  foyer  du  miroir  mobile,  et,  de  plus,  le  grossiise- 
ment  sera  le  même  dans  les  deux  instruments. 


NOTE  SUR  TROIS  RÈGLES  dE  MULTIPLICATION  ABRtfiiB, 

EXTRAITES  DU  «  TALKHÏS  AUALI  AL  HISSAS  »  ("); 

Pab  m.  Akistidb  HARBE. 

Le  Talkhys  amdU  al  kissàb  (Résumé  analytique  des 
opérations  du  Calcul)  dlsR  al  Bahhi,  de  Maroc,  ren- 
ferme,  au  chapitre  de  la  multiplication  des  nombres  en- 
tiers, quelques  procédés  d'abréviation  à  l'aide  desquels 
on  obtient  rapidement,  dans  certaius  cas  particuliers,  le 
produit  de  la  multiplication  de  deux  nombres  entiers. 
Comme  ces  procédés  méritent  d'être   connus,  et  ne  se 


(*)  La  Iraduction  complite  du  Tatihyi  amiSi  al  hitsàt  d'ibn  sIBinDa 
le  Marocain,  par  M.  Aristide  MaRU,  a  paru  d'abord  duts  la  Jtù  ddT 
Accadenda  ponàficia  de'  Naori  Liacei,  t.  XVII,  |S64  .Elle  a  éU  pablî^ 
en  1805,  ïRoniQ,  k  l'Imprimerie  des  SciencesnietbàDiitiquei  et  phjtiqu», 
pur  1f«  soins  du  Prince  Balthaur  Boncompaf^i. 
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reDconlrent  dans  aucun  Traité  d' jiriihtnéttque  (bien 
qae  le  TaUthys  les  ait  donnés  il  y  a  près  de  six  siècles], 
il  me  semble  utile  de  les  mettre  sous  les  yeux  de  la 
JeuDesse  studieuse  qui  lit  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques, 

Pkemièee  kègle.  —  Soit  à  multiplier  par  lui-même 
UQ  nombre  composé  de  chiffres  tous  égaux  à  l'unité,  par 
exemple  : 

IIUIXIMII- 

Je  dis  que  le  produit  sera 

1234543x1. 

Bigle,  —  Il  suffit  d'écrire  le  nombre  des  chiffres  de 
l'un  des  facteurs  et  de  le  flanquer  symétriquement,  â  sa 
gauche  et  Ji  sa  droite,  de  la  suite  naturelle  décroissante 
deschiffres  moindres  que  lui.  Ainsi,  pour  l'exemple  pro- 
posé, il  suffira  d'écrire  5,  nombre  des  chiffres  de  l'un 
quelconque  des  facteurs,  et  de  le  flanquer  symétrique- 
ment à  gaucbe  et  k  droite,  de  la  suite  naturelle  décrois- 
sante des  chiffres  moindres  que  5,  c'est-à-dire  de  4,  3, 
3,  t,  comme  ci-dessous, 

■33454331. 

Autre  exemple.  —  Soit  1 1 1 1 1 1 1  à  multiplier  par 
i.iii.iii. 

Le  produit  sera  formé  immédiatement  en  écrivant 
symétriquement  à  gauche  et  à  droite  du  chiffre  7,  qui 
indique  le  nombre  des  chiiTres  de  l'un  quelconque  des 
facteurs,  la  suite  naturelle  décroissante  des  chiffres  6,  5, 
4>  3,  3,  I,  comme  ci-dessous  : 

1334567654331. 

Autre  exemple,  —  Si  l'on  proposait  de  multiplier  11 
{>ar  i[,  l'application  de  larègle  donnerait  immédiatement 
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DBDxikHE  KÈGLE.  —  Soit  à  mullipHer  par  lui-mÈmc 
un  nombre  composé  de  chifTres  loua  «Egaux  à  9,  par 
exemple  99999  par  99999. 

Je  dis  que  )e  produit  sera 

9999800001. 

Règle.  —  Il  suffit  d'écrire  le  cbifTre  8,  de  le  flanquer 
à  gauche  d'autant  de  9  et  à  droite  d'autant  de  o  qu'il  y 
a  de  chiffres  moins  un  dans  l'un  quelconque  Aci  facteurs, 
puis  d'écrire,  à  l'extrême  droite  du  nombre  qui  en  ré- 
sulte, le  chilTre  i . 

Ainsi,  dans  l'exemple  proposé 

99999  X  99999. 
il  suffit  d'écrire  le  chiffre  8,  de  le  flanquer  à  gauche 
de  (5  —  1)  ou  4  chiffres  égaux  À  9,  et  à  droite  de  (5  — 1) 
ou  4  chifYres  égaux  à  o,  comme  il  suit  : 

999980000, 
puis  d'écrire  à  l'extrême  droite  de  ce  nombre  le  chiffre  i; 
on  a  ainsi  le  produit 

9999800001. 
jiutre  exemple.  —  Soit  ^^S9999  ^  multiplier  par 
9999999- 

A  gauche  du  chiffre  8,  j'écris  (7  —  1)  ou  6  chiffres 
tous  égaux  à  9,  et  à  sa  droite  6  chiffres  tous  égaux  à  o, 


puis  Â  l'extrême  droite  de  ce  nombre,  je  pose  le  chiffre  t, 
et  j'ai  ainsi  le  produit  demandé 

99999980 000 00 '• 

jiuire  exemple.  —  Si  l'on  proposait  de  multiplier  9 
par  9,  le  produit,  en  appliquant  la  règle,  serait  81 . 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  des  chiffres  de  l'un 
quelconque  des  facteurs  étant  i,  ce  nombre,  diminué 
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de  I,  devient  égal  à  o,  et  cela  signifie  que  le  chiffre  8  ap- 
paraît ici  sans  son  escorte  habituelle  de  9  à  gauche  etdeo 
à  droite,  et  seulement  accompagné  du  chiffre  i  dea  unités. 
TaoïaiÉitE  BÈGLE.  — "Soi  t  à  multiplier  un  nombre  com- 
pote de  cbilTres  tous  égaux  à  9  par  ua  nombre  composé 
de  chiffres  tous  égaux  entre  eux,  mais  tons  différents 
de  9;  par  exemple  : 

999X666. 

Je  dis  que  le  produit  sera  665334- 

Rkgle.  —  On  fait  d'abord  le  pi-oduit  du  chiffre  du 
multiplicande  par  le  chiffre  du  multiplicateur,  le 
chiffre  des  unités  de  ce  produit  préliminaire  sera  le 
chiffre  des  unités  du  produit  demandé  ;  quant  au  chiffre 
des  dizaines  de  ce  même  produit  préliminaire,  il  devra 
être  flanqué  à  gauche  d'autant  de  fois  le  chiffre  du  mul- 
tiplicateur qu'il  y  a  de  chiffres  moins  un  dans  l'un  quel- 
conque des  facteurs  proposés,  et  à  droite  d'un  même 
nombre  de  chiffres  tous  égaus  à  la  différence  entre  le 
chiffre  {9)  du  multiplicande  et  le  chiffre  du  multiplîca- 
lear.  C'est  à  l'extrême  droite  du  nombre  ainsi  obtenu 
qu'on  (écrira  le  chiffre  des  unités  du  produit  prélimi- 
naire, et  l'on  aura  ainsi  le  produit  demandé. 

Exemple  proposé  : 

999x666. 

Le  produit  préliminaire  9X6  étant  54,  il  suffit  d'écrire 
à  la  gauche  du  chiffre  (5)  des  dizaines  autant  de  fois  le 
chiffre  (6)  du  multiplicateur  qu'il  y  a  de  chiffres  moins 
un  dans  l'un  ou  l'autre  facteur,  c'est-à-dire  deux  fois  le 
chiffre  (6),  et  h  sa  droite  deux  fois  le  chiffre  (3)  qui 
exprime  la  difïérence  (9  —  6),  ainsi  : 

66533, 

puis  de  compléter  ce  nombre,  en  écrivant  à  l'extrême 
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droite  le  chiffre  (4)  àes  unités  da  produit  préliminaire 
(54),  et  l'on  aura  ainsi,  pour  le  produit  cherché, 

665334. 

Autre  exemple.  —  Soit  9999999  i  multiplier  par 
3333333. 

Le  produit  préliminaire  éunt  37,  et  le  nombre  dei 
chiffres  de  l'un  quelconque  des  facteurs  étant  7,  il  f>ut 
écrire  k  gauche  du  chiffre  (3)  des  dizaines  du  produit 
préliminaire  (7 — i)on<} chiffres  tous  égaux  au  chiiTrel  3) 
du  multiplicateur  : 

3333333, 

puis,  à  droite  de  ce  même  chiffre  (s)  des  dizaines  dn 
produit  préliminaire,  6  chiffres  tous  égaux  à  la  difTé- 
rence  (9  —  3 }  ou  6  des  chiffres  des  deux  facteurs,  ainsi  : 

3333333666666, 

et  enfin  posera  l'extrême  droite  du  nombre  ci-dessus 
le  chififre  (7  ]  des  unités  du  produit  préliminaire  37,  ce 
qui  donne,  pour  le  produit  définitif,  le  nombre 

33333326666667. 

Autre  exemple.  —  Soit  99  à  multiplinr  par  22. 

Le  produit  préliminaire  étant  >8  et  chaque  facteur 
proposé  ayant  deux  chiffres,  il  suffira  d'écrire  à  gauche 
du  chiffre  (1]  des  dizaines  une  seule  fois  le  chilTre  (a)  du 
multiplicateur,  et  à  sa  droite  une  seule  fois  le  chiffre  (7), 
qui  exprime  la  dilTérencc  entre  9  ei  2, 


puis  de  faire  suivre  ce  nombre  du  chiffre  (8)  des  uDÎtés 
du  produit  prétimiBaire. 


^lailizodbvGoOglc 


(  »65  ) 
Le  produit  demandé  sera  doac 

=178. 

La  règle  se  vérifiera  pour  le  cas  où  cliacun  des  fac- 
leon  n'aurait  qu'un  chifTrc.  Si  l'on  proposait,  par 
exemple,  d'appliquer  la  règle  au  cas 

9  X  2  =  18, 
le  produit  préliminaire  serait  en  même  temps  le  produit 
final,  puisque  le  cliifi're  (i)  des  dizaines  devrait  avoir 
(i-— i]  fois  ou  zéro  fois,  à  sa  gauche  et  à  sa  droite, 
ses  compagnons  habituels,  et  réduit  ainsi  k  lui-même 
devrait  être  uniquement  suivi  du  cbîlTre  (  8  )  des  unités. 

Observation.  —  Il  est  facile  de  reconnaître  que  la 
deaxième  r^le  peut  être  considérée  comme  un  cas  par- 
ticulier de  la  troisième  règle  :  celui  où  la  différence  entre 
le  chiffre  dumultiplicande  et  le  chiffre  du  multiplicateur 
devient  égale  à  zéro. 


IIIOIM  SUR  LA  RÉSOLUTION  EN  NOMBRBS  ENTIERS 
DE  LtQliiTION 

aX-+6Y"=cZ-(*); 
P*B  H.  DESBOTES. 

I.  —  Ol^et  du  Mémoire. 

i.  Les  géomètres,  qui  jusqu'ici  se  sont  occupés  de  la  ' 
r^lution  en  nombres  entiers  des  équations  à  plusieurs 

(*)  n,  n,a,b,e  loot  des  DOmbreii  entiers  donnés  dont  le«  deux  pre- 
>Mn  ont  toujoura  de*  laleun  poiitive*,  X,  Y,  Z  désignent  les  trois 
iotonndcn,  et(j,  ^,  i)  représentera  toujonra,  dans  la  suite,  la  solalion 
it  l'équation 
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inconnues,  ont  surtout  clierché  les  cas  où  les  ëquatiODt 
étaient  impossibles;  ce  sont,  au  contraire,  les  cas  de 
possibilité  qnî  doivent  être  traités  ici.  Laissant  de  cbié 
le  cas  où  mesté§al  à  a,  quel  que  soit  n,je  me  propose  de 
Irouverdes  formes  générales  de  a,  b,  c  telles,  que  l'éqaa- 
lion  (i)  puisse  être  résolue  en  nombres  entiers.  Se  ferai 
voir,  en  particulier,  que,  a  et  &  ayant  des  valeurs  arbi- 
traires, on  pourra  toujours  déterminer  £  d'une  infinité  de 
manières,  de  telle  sorte  que  cette  résolution  soit  possible. 
11  est  clair  que,  si  l'on  admettait  pour  Z  la  valeur  i,  la 
de  mi  ère  question  seraitimmédiatement  résolue,  puisqoe, 
si  c  est  de  la  forme  ax"-h  bj",  on  a  immédiatement  la 
solution  (^1^1  i)i  mais  ce  n'est  point  d'une  pareille 
solution  qu'il  s'agira  par  la  suite.  De  plus,  lorsque 
l'équation  à  résoudre  aura  une  infinité  de  solutions,  je 
donnerai  des  formules  qui  permettront  de  déduire  d'une 
première  solution  une  deuxième,  de  celle-ci  une  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Avant  que  le  cas  général  soit  abordé,  les  cas  particu- 
liers où,  m  étant  égal  à  3  ou4i  n  est  égal  à  3,  3,  4t  ••■• 
seront  successivement  traités. 

2.  La  seule  méthode  suivie  dans  tout  le  cours  du 
Mémoire  est  fondée  sur  l'emploi  de  certaines  identités, 
dont  quelques-unes  sont  intuitives,  mais  qui,  pour  la 
plupart,  seront  démontrées  d'après  les  principes  expo- 
sés par  Lagrange  dans  le  Chapitre  IX  des  Additions  à 
,  V  Algèbre  d'Euler.  Le  grand  géomètre  termine  ainsi  ce 
Chapitre  :  u  Mais  en  voilà  assez  sur  ce  sujet,  que  nous 
pourrons  peut-être  reprendre  dans  une  autre  occasion  n. 
Dana  un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  De  quelques  pro- 
blèmes de  V  Analyse  de  Diophante,  il  ajoute  encore  ces 
mots  :  «  Au  reste,  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus 
générale  pour  résoudre  ces  sortes  d'égalités  (il  s'agit  de 
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U  résolution  en  nombres  entiers  des  ^aatious  à  trois  in> 
connues)  est  peut-être  celle  des  facteurs,  que  j'ai  espojée 
dans  le  dernier  Chapitre  des  Additions  à  l'algèbre 
d'Euler  ».  Lagrauge  n'ayant  pas  tenu  la  promesse  qu'il 
avait  faîte,  j'ai  essayé  de  deviner  quelques-uns  des  déve- 
loppements qu'il  aurait  pu  ajouter  k  son  Chapitre  IX. 
J'espère  qu'on  voudra  bien  me  pardonner  la  lémérité  de 
ma  teataiive  en  faveur  de  quelques  résultais  nouveaux 
auxquels  je  suis  parvenu. 

H.  —  Démonstration  de  quelques  identités 
fondamentales. 

3.  Les  identités  dont  il  s'agit  seront  obtenues  en 
cherchant  des  fonctions  du  second,  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré,  dans  lesquelles  le  nombre  des  variables 
soit  toujours  égal  au  degré,  et  telles  que,  en  multipliant 
deux  fonctions  de  même  espèce,  on  trouvfl  un  produit 
de  même  espèce  que  ses  deux  facteurs.  On  indiquera 
ensuite  le  moyen  général  d'obtenir  des  identités  corres- 
pondant à  des  fonctions  d'un  degré  quelconque. 

Bien  que  la  résolution  des  équations  dans  lesquelles  m 
est  égal  k  a  soit  exclue  de  ce  travail,  je  donne  les  iden- 
tités cpii  se  rapportent  aux  fonctions  du  second  degré, 
parce  qu'elles  serviront  à  trouvçr  des  identités  d'un 
degré  supérieur. 

4.  Identités  résultant  de  la  considération  des  fonc- 
tions du  second  degré  à  deux  variables.  —  Je  vais  d'a- 
bord démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théosèmb  I.  — Si  l'on  multiplie  une  fonction  du  se- 
cond degré  x*  -4-  axy  -\-  by^  par  une  fonction  de  même 
espèce  a:J+ aXi^^t -+- ^yî)    on   obtient   toujours  une 
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fonction  X'-f- aXY-f- JY'   de  même  espèce  {jae  les 
deux  autres. 

Ea  «ffet,  si  Ton  désigne  par  a,  ^  les  ruines  de  l'é- 
qaauon  du  second  degré 

p      «-+■     — o. 
dans  laquelle  ~  est  Tinconnue,  on  a 

et  de  même 

On  a  ensuite 

{x—  ay)  (x,—  a/,  )  =  xx,  4-  «'XTi  —  «(«T.  -l-7*i) 

la  derniâre  expression  étant  déduite  de  la  précédente  en 
remplaçant  dans  celte-cî  a'  par  —  aa  —  b. 
Si  maintenant  on  pose 

(a)  ■X.  =  xx,—  bxr„     Y=:xy,-i-j-x,  +  axx„ 

il  vient 

et  l'on  a  de  même 

Alors,  ai  l'on  multiplie,  membre  à  membre,  leadeni 
dernières  égalités,  on  obtient  l'identité 

(3)  X'  +  rtXY+6Y'=(*-+flxj-  +  *j^)(*:+«j:,^,4-tj-;), 

qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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Ce  théorème  peatév  idem  ment  être  étendu  à  n»  nombre 
quelconque  de  fonctions  du  secondd^rédemèmeespèce. 
En  effet,  sî  l'on  multiplie  X'-l-«XT  +  iT*,  produit 
des  deux  premières  fonctions  par  x^-i-  ax^j-f-f-  by',, 
d'après  ]e  théorème  démontré,  le  produit  sera  de  la 
forme  Xt+oX,T, -I-&Y;,  les  fonctionsX,,  T,  étant 
obtenues  comme  î)  suit.  On  remplace  d'abord  dans  les 
fonnnles  (a)  X,  x,  x,,T,  ^,  yt  respectivement  par 
X,,  X,  Xt,  T,,  T,  jTt,  et  l'on  a  ainsi 

(4)  ■X.,  =  Xx,~bYy„  T,  =  Xj-,  +  Tx,  +  «Yr,; 
il  ne  reste  plus  alors  qu'à  subsdtuer,  dans  ces  dernières 
formules,  à  X  et  Y  les  expressions  que  donnent  les  for- 
mules (3).  On  pourra  de  même  passer  du  cas  de  trois 
facteurs  à  celui  de  quatre  facteurs,  et  ainsi  de  suite  j 
mais  nous  voulons  seiilement  nous  arrêter  au  cas  des 
facteurs  égaux. 

%  l'on  considère  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  égaux, 
DD  fait,  dans  les  éqiutions  (3)  et  (3),  X|^x,  et,  en 
posant 

(5}  Z  =  x*  +  aarr  4- ij-', 

on  a  l'identité 

(6)  X'  +  aXY+*Y'  =  Z% 

X  et  Y  éunt  données  par  les  formules 

[7I  X=:j;'  — */",     Y  =  2ay-+-«j''. 

Pour  passer  maintenant  au  cas  de  trois  facteurs,  il 
snfEt  de  remplacer,  dans  les  formules  (4))  Xt,jrt  par 
x,j  et  X,  Y  par  les  expressions  que  donnent  les  for- 
mules (  ^  )  ;  on  a  ainsi 


(8) 
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et  l'identilé 

[9)  x;-4-*ix,y,  +  6t;=z' 

est  satisfaite  parles  valeurs  de  Xt,  Y,,  Z  que  dooDent  les 
formules  (8)  et  (5). 

Traitons  entîn  le  cas  de  quatre  facteurs  ^ganz.  A  cet 
eSet,  OD  remplace  d'abord,  dans  les  formules  (a), 
X,  X,  X,,  Y,  j',^1  respectivement  parX*,  X|,  x,  Y»,  Y»,  J, 
puis,  dans  les  formules  ainsi  obtenues,  Xt,  Y,  parles 
valeurs  que  donnent  les  formules  (8)  ;  on  a  ainsi 

et  l'on  satisfait  à  l'identité 

(11)  x;  +  ax,T, +  *t;  =  z' 

par  les  valeurs  précédentes  de  X,,  Y„  et  toujours  par  la 
valeur  de  Z  que  donne  la  formule  (5). 

S.  Identités  résultant  de  la  considération  des  fonc- 
tions du  troisième  degré  à  trois  variables.  —  En  sui- 
vant une  méthode  [ouLe  semblable  à  la  précédente, 
Lagrange  démontre  que,  st  l'on  multiplie  entre  elles  des 
fonctions  du  troisième  degré  à  trois  variables  de  la  forme 

x'  +  cy*-i-e'i?-h{ab—Se)xri  +  a^'X+  bxj^-hacy^i 
+  beji^  +  (a'  —  aAjf's  -t-  (6'  —  7.ae]xi^, 

on  obtient  toujours  une  fonction  de  même  forme.  Mais, 
si  l'on  fait,  dans  cette  expression,  a  et  i  nuls,  elle  se 
réduit  à 

«'  +  cj''  +  e'»'; 

or,  comme  il  n'est  besoin  ici  que  d'expressions  de  cette 
forme,  pour  simpliHer  les  calculs,  je  modifierai  la  marche 
suivie  par  Lagrange. 
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(  »7'  ) 
ielft  éuni  les  racines  cubiques  imaginaîres  de  l'untlé, 
faisons  le  produit  des  iroU  facteurs  x+'ky~i-X*z, 
ï-f-fij-t-u'*,  X  -hjr-i~  X.  1^5  deux  premiers  facteurs, 
■près  que  L'on  y  a  remplacé  X  et  ft  par  leurs  valeon, 
(leTienuent 


1[»-^-. 

+  (.>■- 

-=)V'~3J, 

-[ajT-j'  — » 

-(r- 

-.)/^]. 

et  OUI 

:  pour  prodaii 

' 

a'+j'-f-»' 

—  xy- 

-rz—yt. 

Cn 

multipliant  ensuite  ce  dernier  produit  par 

on  a,  pour  le  produit  des  trois  facteurs, 

**+/•  +  «'  — 3xrii; 
OD  obtient  donc  l'ideoUté 

(*  +  ïjr  + 1'*)  (' +  ;*r  H- f''»)  (^ +/ +  «) 

=  *>  +  /'+*'— 3a7». 

Si  maintenant  on  désigne  par  a,  ^, }»  les  trois  racines 
cubiques  d'un  nombre  quelconque  r,  on  a 


et  alors,  en  changeant  dans  l'ideniité  précédente  ^  et  z 
en  yj  ei  y*z,  oo  a  la    nouvelle  identité 


In) 


l  (*+  «j  +  «'s)  (*  +  pr  4-  p'.)  (^  +  vr  +  7'«} 


Cela  posé,  on  peut  démontrer  le  théorème  snirant  : 
TatosiaiB  II.  —  Si  l'on  multiplie  entre  elles  deux 
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(  27»  ) 
expressions  de  même  forme  que  le  second  membre  de 
l'identité  (iu)t  on  obtient  encore  une  expression  de 
mémejorme. 

En  effet,  si  l'on  cliange  x,  jr,  z  en  x,,  y^,  Zx  dans 
l'ideniiië  (la)  etqael'on  multiplie,  membre  à  membre, 
cette  identité  et  celte  qu'on  en  a  déduit,  on  aura,  dini 
le  second  membre  de  la  nouvelle  équation,  l'indication 
du  produit  de  deux  fonctioni  de  la  forme  considérée. 
Pour  obtenir  ensuite  le  développement  de  ce  prodiùt,  on 
remarque  que  l'on  a 

(x  +  aj-  +  n'i)  {x,  +  aj,  +  a'ï, ) 

=  M,  +  r[  /s,  +  ij,  )  +  (JJ-,  +  yx,  +  /■«[.)« 


et,  si  Ton  pose 

(.3,    j^  =  - 

+ 

U  =«,  +  «: 

il  Tient 

X  +  «YH-« 

u 

=  (.r  +  .j  +  ,' 

.)(«,  +  .r.  +  .' 

On  a  de  même 

x  +  py  +  p 

0 

=  (X  +  Pjr+P- 

.)(:r,  +  pj.,  +  p. 

X  +  ,ï  +  , 

z 

=  («  +  l.r+,' 

)l«.  +  7J-.  +  r' 

alors,  en  multipliant,  membre  à  membre,  les  trois  der- 
nières éqiutions,  on  a  l'identité 

!X'  -4-  rY-  +  r'U'  —  3rXTD 
X  (xî  +  ry\  +  Hsî  -  3r*,j-,.,  ) 

qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Si  dans  l'idemïtéprécédenteon  faitJ?,,/i,  «i  respec- 
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('73) 
ùvtment  égttox  à  x,  /,  2  et  que  l'on  pose 

[i5)  Z=x>+r^M-r'»»-3r*j'., 

on  voit  que  l'on  satisfera  à  l'équation 

[16)  X'  +  rT'-i-^D'  — 3XTU  =  Z', 

en  déterminant  Z  par  la  formule  { 1 5)  et  X,  T,  U  par  les 

fonnales 

(i7)X  =  *'-+-a<-jï,    T  =  3^7 +  »■»',    U=2«+j-', 

qqe  l'on  déduit  des  formules  (  t3)  en  y  faisant  Xi,^i,  z, 
respectivement  égaaz  à  x,jr,  z. 
Maintenant,  si  l'on  veut  satisfaire  à  l'équation 

(i«)  Xî  -t-rT;  +  r'Vt  —  3/-X,T,U,  =Z', 

Z  étant  toujonrs  donnée  par  la  formule  { i5),  on  prendra 
les  expressions  de  X|,  Y,,  U|  déterminées  par  les  for- 
■anlet  suivantes  : 

IX,  =  *"  +  i-r"  +  Hs>  +  6rxy^ 
U,  =  3{*'»-(-  ij^  +  rra"), 

({ne  l'on  déduit  âesformules(i3)  en  y  remplaçant  d'abord 
X,j:,j;,,...   par  X,,X,x,  • . . ,   puis  X,y,U  par  les 
«pressions  (17). 
Enfin  on  satisfera  k  l'équation 

I»)  X;+rTJ  +  r'U;  — 3/-X.T,U,  — Z', 

Zéunt  encore  déterminée  par  la  formule  (i5),  en  pre- 

I  \,=  af  -h  ^rxy'  ■+ ^fxz*  +  i^trx'jrt  -H  Gi'y^i', 
,iij  I  Y,  =  ry*  +  4*'J'  +  4'^J^'  +  larj'is  +6rx't\ 
'  U,  =  r»î*  +  4-i*B  -f-^ny*  +  i2e'*j-  +  6^ y'. 

■'•»■  itMtiUmal.,i'téile,  t.XyMU  iJu\n  1879.)  '^ 
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(  »74  ) 
Ces  deroières  formules  s'obllennent  de  la  même  ma- 
nière que  les  précédentes,  c'est-à-dire  en  rempleçaDt 
dans  tes  formules  (i3)  X,x,x,  ,•  ■  •   par  X„X,,x,. .  ■ , 
puis  Xt,Yi,Ui  parles  expressions  (i9)> 

6.  Identités  résultant  de  la  considération  de  cer- 
taines fonctions  du  quatrième  degré  à  quatre  variables. 
—  X,  fx,  V,  p  étant  les  quatre  racines  quatrièmes  de  t'a- 
nité,  ou  multiplie  les  facteurs 


x—z  +  lr  —  u)^/  —  i,     X  — s  — (j-— «)v'—  1, 
el  l'on  obtient  pour  produit  la  fonction 

+  a  j-'u'  —  4  :t:'x'i  —  i^'ju  ■+■  ^yxz  +  ^u'xt. 

Employant  ensuite  le  même  procédé  que  celui  qui  a 
donné  le  second  membre  de  l'identité  (t  3%  on  déduit  de 
U  fonction  précédente  celle-ci,  qui  est  plus  générale  : 

t  x'  —  rr'  +  r-z'  —  Htt'  —  2/-x':'  +  a/'j-'n' 
(        —  4rj;'ju  —  4r-»'/«  +  4ry'.ct  -f-  4r'w'ji, 

et  l'on  démontre,  de  la  même  manièrcque  le  théorème  II, 
le  théorème  suivant  : 

Théokèmc  III.  —  Si  l'on  multiplie  entre  elles  deux 
Jonctions  du  quatrième  degré  de  Informe  (aa),  onob- 
tient  pour  produit  une  fonction  delà  même  forme. 
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En  d'autres  termes,  si  l'on  pose 


an  a  l'îdentité 

(il)  I        —  4rX'yV  — 4/^U'TV4-4rT'XU  +  4/-'V'XU 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  formules  (^3)  et 
dans  l'identité  (^4)t  oi>  fasse  jj,,;r^,,z,,  ti,  respeciive- 
meni  égaux  à  x,jr^  z,  u  et  que  l'on  pose 

IZ^x*  —  ry^'  +  r^s'  —  r'u*  —  arx**' 
(î5)  <  H-ar^j-'u'  —  ^rj:'jru  —  4''*'^'* 

on  Toit  que  l'on  satisfait  à  l'identité 

(a6)     X*  — /■Y*  +  r'T]'  +  /*V'  — 2rX»U'-l-  ...  =Z', 

en  prenant  l'expression  de  Z  (aS)  et  en  déterminant 
X,y,U,V  par  lesformules 


('!) 


X  =  «'  +  7-î'  +  2r 
U=:2«î  +  /'  -t-  r. 


Si  l'on  veut  maintenant  satisfaire  à  l'équation 

>8)    x;  — /■y;  +  /^u;  -/'v;  -7.rxîu;  +...  =  z^ 
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(=9) 


(  -^76  ) 
oa  prendra  toujours  l'eipression  de  Z  (  a5  ],  et  l'on  aiiri 

!X,  =  3r*s'-^  iry't  +  Sf*»»' +  C>rj-j-«  +1*, 
Y,  =  3;r'/  +  3rrz'  -I-  3r;y'u  ■+■  drxitt  +  r'u», 
V,  =3x's  +  3.r/'+  3rj;n'  +  6rrsn  +  rs*, 
V,  r=  3*'»  +  3r»"«  +  3rf-«'  +  6«r»  -h  J^- 

Ces  dernièr(.>3  formules  se  déduisent  facilement  des  foi- 
mules  {a3)  «{ay). 

Nous  ne  donnerons  pas  ici  les  expressions  générales 
de  Xi,  Yi,  Uj,  V|  satisfaisant  à  ré<|aatioii 
[3o)  XJ— rY;-i-...  =  Z', 

parce  que  ces  expressions  sont  compliquées  et  qu'elles 
ne  seront  pas  employées  dans  ce  travail,  du  moins  dans 
leur  généralité. 

7.  Généralisation  des  résultats  précédents, 

La  question   générale  que  nous  nous  proposons  de 

résoudre  est  celle-ci  :  a,  p,  y,  ...  étant  les  racines  de 

l'équation 

(3.)  5---=o. 

Cl  Xn,  Xi,  Xj,  . . .,  x„^i,  m  quantités  quelconques,  trou- 
ver l'expression  du  produit  des  m  fonctions 


et  que  l'on  élimine  ^  entre  l'équation  (3i)  et  la  précé- 
dente, on  aura  nne  équation  du  degré  m  en  ic,  dans  la- 
quelle le  terme  indépendant  de  cette  variable  sera,  à  un 
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(  »77  ) 
facteur  constant  près  K,  le  produit  demandé  cpic  Doas 
désignerons  par  P.  Il  s'ensuit  que  KP  sera  le  résultat  de 
l'éliminaiioa  de  ^  entre  l'équation  (3t}  et  l'équation 


(32) 


r.ï'. 


*— .  s- 


Poar  faire  cette  élïmîuation,  mnlliplions  m  fois  par  ^ 
les  deux  membres  de  l'équatioa  (33],  mais  eu  ayant 
soin,  après  chaque  multiplication,  de  remplacer  ^"^^ 
parla  quantité  r\,  qui  lui  est  égale  eu  vertu  de  l'équa- 
tion [3i).  On  est  alors  ramené  à  éliminer  m  inconnues 
h  Vi  V'  -  •  •!  £"  olra  les  m  équations  homogènes  du 
premier  cl^ré 

1         A5  +  ->:,ï'-h...  +  ^^ï— •+*■_,$-=:  o, 

\  rj-^,  s  +  '.  Ç»  + .  .  .  +  '—.5'"'  +*.„,?■  =  O, 

(33)   I  rj:^,S+-«^,5'-l-...4-*._,Ç^'-l-x«_,5-  =  0, 


et  le  résultat  de  l'élimination  se  trouve  représenté  par 
le  déterminant 


|34) 


dont  le  mode  de  formation  est  suffisamment  indiqué. 
On  remarquera  que  r  est  facteur  du  premier  terme  de  la 
seconde  ligne,  qu'il  est  fadeur  des  deux  premiers  termes 
de  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  qu'il 
est  facteur  des  m —  i  premiers  termes  de  la  dernière  ligne. 
Quant  au  facteur  K,  il  est  égal  à  i,  car  le  produit 
demandé  et  le  déterminant  contiennent  tous  deux  te 
terme  ;C. 
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Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  général 
suivant,  qui  compreni},  comme  cas  particuliers,  les 
théorèmes  II  et  III. 

TsÉoiiHE  IV.  — ■  Si  ton  multiplie  entre  elles  une 
fonction  du  degré  m  représentée  par  le  déterminant 
général  et  une  Jonction  de  même  espèce,  on  obtient  une 
autre  fonction  de  même  espèce^  tfue  les  deux  autres. 

Ed  se  reportant  sur  d  ém  on  s  t  râlions  particulières  don- 
nées aux  n"  ë  et  6,  on  voit  (jue  tout  revient  à  démontrer 
qu'en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  deux  facteurs 

j:j-(-«,a  H -(-*«_,«■-',      x',  +«',«  + l-icin_iO^') 

on  obtient  un  produit  de  même  rorme.  Or,  en  ellectuant 
la  multiplication,  on  a 


x,x;  ^x,j. 

«-H.r.< 

-l-rjr«_,a/,  -^-r^x, 

+  r,x\ 

+r,_,^',  +«_.x; 

+  x,x'. 

-1- -f- 

+  rx^,V, 

+  r^,*;,_,  +  r*.x'_, 

-+- 

Si  donc  on  pose 

X.       =«,.r,  +  r(l,_,x\  +-i-^ 

X,        z=X,J?,  +  » 

,*',  +r(.r._,j 

.+x„-, 


on  obtient  tafonclionXo4-X|9:+Xi!<''-+-- 
dc  même  espèce  que  les  deux  premières. 

On  voit,  d'ailleurs,  immédiatement  de  quelle  n 
se  forme  la  fonction  Xg,  et  comment  les  autres  fonctions 
s'en  déduisent  par  la  permutation  circulaire  des  indices 
o,  1,  a...m  — I  dans  les  premiers  facteurs  de  chaque 
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(  279. ) 
lerme.  On  remarque  CDcore  que  r  est  multiplicalfîiir  de 
loas  les  lurnies,  cKcepté  un  dans  la  première  formule, 
eiœpté  deux  dans  la  seconde,  el  ainsi  de  suite,  de  telle 
sorteque,dansla  dernière  formule, r  n'est  multiplicateur 
d'aucun  terme. 

On  pourra  maintenant,  si  l'on  veut,  obtenïrles  valeurs 
deXt)  Xit  X„  ..  .,X„_,  correspondant  aux  cas  où  l'on 
mnltiplie  entre  eux  un  nombre  quelconque  de  facteurs 
^aux.  (^  suivre.) 


SUR  UN  PROBLfiHE  DE  «ECANIQUE;^ 

Pa*  m.  PTâSZTCKI, 
k  rUDÎTereilé  de   Saint- Pétenbourg. 

Le  système  de  trois  points  matériels,  dont  Tes  masses 
sont  égales  à  l'unité,  se  meut  dans  le  plan  des  coor- 
données rectangulaires,  de  sorte  que,  pendant  tout  le 
temps  du  mouvement  du  systètne,  son  centre  de  graviié 
reste  à  l'origine  des  coordonnées  ;  ses  moments  d'inertie 
par  rapport  aux  axes  x^x  et  y'jr  sont  des  quantités  con- 
stantes égales  à  a  et  6  et  ses  axes  principaux  d'inertie 
coïncidenl  avec  les  axes  des  coordonnées.  Alors  ; 

I.  Les  points  du  système  se  meuvent  sur  une  ellipse, 
dont  l'éifuation  est 


U.  L'aire  du  triangle,  dont  les  sommets  sont  les  Iro. 
poirtts  du  système,  dans  toutes  ses  positions,  est  un 


...  Jiab 
<]Uantilc  constante  égale  à  '—  • 
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i.  PeudaDt  Lout  le  letnps  du  mouvement,  les  coor- 
données des  Iroîs  points  du  système  doivent  satisfaire 
aux  cinq  équations  suivantes  : 

(1}  *+:r,+*,= 

(a)  r+.r, -(-/,= 

(3}  ,.  +  .rî+.;  = 

(4)  J"+7Î4-JÎ  = 

(5)  *r +  *,/.  + x,7,  = 
Cela  posé,  de  Pidentité 

(■^*  +  'î  +  *î)(j''+r;  +  rî  )  —  (*r  -•-  '■r.  -+■  ^o".)* 

en  remarquant  que,  en  Tenu  des  équations  (i)  et  (  3^), 

SX,  —  3:iX=z  x,y,  —  J7^r  =  *^  —  ax>, 
et  ayant  égard  aua  équations  (3),  (4)  et  (5),  on  tire 

Mais 

(x,j-.-4ro-.}'=(*;+*î)(r;+j'î)— ('i^.+-'0'.i'» 

oD,  d'après  les  équations  (3),  (4)  et  (5),  • 

donc 

tf«=(fl-«>)(fi-j-')-.*'j% 
ou  enfin 

■"'    __   ■^'    -.  . 


3.  L'aire  P  du  triangle,  dont  les  sommets  sont  (x,  7], 
^Xi,j^,),  {Xt,Xï}(  c't  égale  k 
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(  »8.  ) 
iDoîi,  *  l'aide  des  éqnatioiis 

[x  +  X.  +  3r,)(j  +^,  -hjr,]  =  o,     *,r  -h  *.r,  +  *./>  =  o, 

on  conclut  qne 

donc 

(6)    ?•  =  (*r.  -t-'^.j.  4-  x^r)'  =  (-^7.+  '.7  +  "tTi)'- 

Or,  de  l'îdeDtitë 

(*"+  'î  -H  *i  )(r:  +7Î  +7'}  ~  {^1  -t-  '.j.  -»-  ^ir]' 
—  (*r, — .r,r.  )'  +  («,r  —  jfi/»)'  +  (■^o'i  —  */  )', 

comme,  &  cause  des  équations  (i)et(a), 

xjr,  —  ar,  j,  =:  x,j  —  *,/,  =  x,x,  —  xy, 
on  obtient  l'égalité 

(■^+'î +  ';){r;  ^rî +7")  —  {•^.->- *ij-.-i--'tf}' 
=  (^.  —  ■'.rO  (*i7  —  ■'u'.)  +  ('/•  —  'i-i'i)(-«iri  — ^/) 
+  («.7  — '^r.)  (-^.7.  —  ■»r)  ; 

en  l'ajoutant,  aprèa  l'avoir  multipliée  par  3,  à  l'idéalité 
précédente,  on  obtient  l'expression 

3(«'+«î-f-«;j(^î+j';+r')  — 3{jy-,  +  jr,r.-t-*t7)' 

=  [x/,  -h  *,/  +  x,j-,  —  [*y  ■+■  x,y,  +  *,7.)]'. 

(pii  donne  immédiatement,  en  ajant  égard  aux  équations 
(3),  (4),  (5)  el  (6), 

3ii4-3P'=P'i 
el  par  conséquent 
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ClSCOimS  D'ADIIISSION  i  L'BCOIE  NOItgtlE  SUPSUiB 
EH  1878. 


Composîlion  rie  Alathéinatiques. 

Oii  lionne  une  conique  et  deux  points  fixes  A  ci  B  sur 
cette  courbe.  Une  circonférence  quelconque  passant  par 
les  deux  points  A  et  B  rencontre  la  conique  eu  deux 
antres  points  variables  C  et  D  ;  on  mène  les  droites  AC, 
6D  qui  se  coupent  en  M,  les  droites  AD,  BC  qui  se 
coupent  en  N.  Déterminer  : 

I*  Le  lieu  des  points  M  et  N  ; 

a"  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MN 
avec  la  circonférence  à  laquelle  elle  correspond. 

On  construira  les  deux  lieux. 

Composition  de  Physique. 

I.  Une  lentille  de  o",4  de  foyer  est  à  2  mètres  d'un 
tableau  blanc  sur  lefjuel  elle  projette  l'image  d'un  objet. 
Entre  cet  objet  et  la  lentille,  qui  est  fixe,  on  en  place 
une  seconde  dont  la  dislance  focale  est  de  o™,  [,et  on  la 
déplace,  ainsi  que  l'objet,  jusqu'à  ce  que  l'image  pro- 
jetée par  les  deux  lentilles  soit  au  point  sur  le  tableau.  Li 
lentille  mobile  est  alors  à  une  distance  x  de  la' lentille 
fixe,  et  à  une  distance  j'  de  l'objet. 

i"  On  trouvera  l'équation  qui  lie  x  etjj'  et  ou  la  dis- 
cutera ; 

a"  On  trouvera  la  formule  du  grossissement  et  ou  la 
discutera  ; 

3°  On  trouvera  la  marcbe  des  rayons  tumiuc-ux  poar 
le  cas  où  x  =  «".a. 
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II.  Apre»  avoir  divisa  un  tube  en  parties  d'égale  capa- 
cité,  on  y  introduit  une  longue  colonne  de  mercure, 
puis  on  la  fait  sortir  et  on  la  pèse;  elle  occupait  aSodîvi- 
sioDS  et  pèse  a*', 5.  On  souffle  ensuite  un  réservoir  à  ce 
tube  et  l'on  en  fait  un  thermomètre  à  mercure  ;  le  poids 
(lu  mercure  introduit  est  de  129*'', 6.  On  détermine  les 
points  fixes  de  ce  tlterraomètre  et  l'on  trouve  qu'il 
marque  10  divisions  à  o  et  210  à  100  degrés. 

On  demande,  d'après  cela,  quel  est  le  coefficient  - 
àe  la  dilatation  cubique  du  verre;  on  exprimera  n  avec 
trois  cbiOres  significatifs  seulement. 

Ce  coefficient  étant  déterminé,  on  enlèvera  le  mer- 
cure et  l'on  mettra  de  l'eau  à  la  place.  Ce  thermomèireà 
eaa  marquera  :  ao  divisions  à  0°;  a6"',3à  +  i5°;  yS^'jS 
à  —  i5".0n  demande  quel  est  le  volume  de  l'eau  à-f-iS" 
«ta  —  iS",  celui  de  l'eau  à  o** étant  pris  pour  unité. 


SOLUTION  DB  LA  «lESTIO?!  PROPOSÉE  AU  CUKOOUltS 

D'ADHISSION  A  L'ÉCOLE  KOnSALE  EN  1878-, 

Pas  U.  Ëdouaeu  GUILLET. 


On  donne  une  conique  et  deux  points  fixes  \  et  5 
iur  cette  courue.  Une  circonférence  quelconque  passant 
par  les  'deux  points  A  et  B  rencontre  la  conique  en 
lieux  autres  points  variables  C  et  D;  on  mena  les 
droites  J^C,  BD  qui  se  coupent  en  M,  les  droitas  AD,  BC 
(Jid  se  coupent  en  N.  Déterminer: 

i"  Le  lieu  des  points  M  eï  N  ; 

ï°  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MN 
avec  la  circonférence  à  laquelle  elle  correspond. 

On  construira  les  deuxlicux. 
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Je  prends  AB  (>our  axe  dus  x,  la  perpendiculaire  en 


son  milieu  pour  axe  des^.  Les  équations  de  la  conique 
lixc  et  du  cercle  variable  passant  par  A  et  B  sont 


(0 


r-ap3:r-l-Q/'4-aUr  — «'  = 
*•  4- j  '  +  2  R'x  —  a'  =  o. 


P,  Q,  R  étant  des  constantes,  R'  un  paramètre  variable 
et  ia  la  distance  AB. 

1°  On  obtiendra  le  lieu  des  points  M  et  N  en  exprimant 
que  la  courbe  qui  passe  par  les  quatre  points  d'intersec- 
tion de  la  conique  et  du  cercle  est  un  système  de  deux 
droites,  c'est-à-dire  que  le  centre  est  sur  la  courbe. 

Or  l'équation  d'une  pareille  courbe  est 


{'y 


i       +2(R  +  R'J)j-(H-i)<i'  = 
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et  il  snOira  d'élitnîner  R'  et  ^  entre  les  deux  équations 
(lu  centre  et  la  dérivée  de  (3)  par  rapport  h  une  Tariable 
auxiliaire  rendant  homogèue  l'équation  (3)  : 

/(n-l)x  +  P^=o, 

(41  p^  +  (Q  +  i)r+(R  +  aR'}=o, 

((R  +  lR')r-(i  +  l)«'  =  o, 
»  qui  conduit  k  l'équation  de  l'byperbole  éqnilatère 

(5)  p(j:>_jï)  +  (Q_  i]xy  —  Pa'=:o. 

Celle  hy|>erl>ole  a  pour  centre  l'origine,  milieu  de  AB, 
passe  par  les  deux  points  A  et  B,  et  est  indépendante 
deR. 

3°  Pour  obtenir  le  lîea  des  points  de  rencontre  de  MN 
avec  la  circonférence  correspondante,  il  sufGt  de  ve- 
marquer  que  MN  est  la  polaire  par  rapport  à  ce  cercle 
du  point  E  de  rencontre  des  droites  AB  et  CD, 

Or  l'équation  de  CD  s'obtient  en  retranchant  membre 
à  membre  les  équations  (i)  et  (a) 

aPi  +  (Q— i)/  -f-2(R--H')  r=o, 

etlepoiutE  sur  t'axe  des  X  a  pour  abscisse 


L'équation  de  MN  est  donc 

(6)  (R'  —  R);e  4-  PR'j'  —  Ptf  =  o. 

Éliminant  R'  entre  cette  équation  et  celte  da  cercle,  < 
a  le  lien 

il)      (^  +  j-')[«  +  Pj)-HaRxj-  — «>[.r-  Pj-)  — o. 
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On  voii  que  c'est  une  courbe  du  troisième  degré  passant 
par  l'origine,  par  tes  points  Â  eiB  et  parles  points  cir- 
culaires de  l'infini;  elle  est,  de  plus,  indépendante  du 
coefficient  Q.  II  aj  a  qu'une  asymptote  réelle,  parallèle 
à  la  droite 

.r  +  Pjr  =  o, 

c'est-à-dire  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  AB  dans 
la  couique;  l'ordonnée  à  l'orîginc  d  de  cette  asymptote 


De  plus  la  courbe  coupe  son  asymptote  et  a  trois  peints 
d'inllcxion;  la  tangente  à  l'origine  O  est 

a:  —  P/  :=  o, 

telle  que  Alî  est  bissectrice  entre  elle  et  le  diamètre  con- 
jugué de  AB. 

Kufin,  si  l'on  transporte  l'origine  au  point  Â,  le* 
termes  constants  disparaissent  et  ceux  du  premier  degré 
se  réduisent  à 

à  la  fois  dans  les  équations  de  la  conique  et  du  lieu,  ce 
qui  indique  que  la  courbe  (7)  est  tangente  à  la  conique 
au  point  A.  Le  même  fait  se  produit  en  B. 

Kott.  —  Solutions  anatoguu  par  MM.  J.  Griess,  msltre  répétileanu 
lycée  d'Alger,  cl  H.  Mercoreiii,  élève  du  lycée  du  Havre.  M.  Maretltlanc 
>  joint  une  solution  géométrique  ïla  aolulioD  analytique. 
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REMABQUES  Al  SUJET  B'IJNB  NOTE  DE  I.  CHLIGNON; 

P*»  M.  A.  TISSOT. 


Dans  le  numéro  d'avril  des  Nouvelles  annales, 
M.  Collignon  a  exposé  une  méthode  iogénieuse  pour  la 
construclioQ  de  deux  abaques  donnant  à  vue  les  heures 
du  lever  et  du  coucher  du  Soleil,  ainsi  que  les  azimuts 
del' astre  à  ces  deux  instants  en  un  lieu  terrestre  quel- 
couquc  et  à  une  époque  quelconque  de  l'année.  Les 
procédés  graphiques  ainsi  appliqués  aux  questions  d'Âs- 
ironotnie  sont  trÂs-uiites  lorsque  l'on  veut  ohtenir  rapi- 
dement,et  avec  une  prcmièreapproximation, des  nombres 
qui  n'ont  pas  encore  été  publiés  dans  les  épfaémérides,  ou 
bien  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  ces  nombres  pour  des 
lieux  autres  que  ceux  auxquels  les  épbémérides  se  rap- 
portent. Ils  constituent  de  plus,  pour  la  Cosmographie, 
un  moyen  d'rnseigiiement  fort  eiUcace,  ainsi  que  je  l'ai 
souvent  constaté.  Les  élèves  prennent  intérêt  à  ce  genre 
de  travail  qui  consiste  à  étudier,  à  l'aide  d'épurés  faîtes 
par  eux,  les  circonstances  d'on  phénomène  ;  les  expli- 
cations leur  sont  rendues  claires  et  se  gravent  dans  leur 
mémoire.  Afin  que  les  (racés  imaginés  par  M.  Collignon 
acquièrent  aussi  ce  genre  d'utilité,  il  importe  de  rendre 
la  construction  qui  leur  sert  de  base  indépendante  des 
formules  de  la  Trigonométrie  sphérique  ;  or  il  est  facile 
de  justifier  cette  construction  sans  aucun  calcul  et  d'en 
déduire,  au  contraire,  les  formules  en  question,  ainsi 
que  l'on  pourra  s'en  convaincre  en  lisant,  pages  i56  et 
i58  de  la  troisième  édition  démon  Précis  de  Cosmo- 
graphie, les  deux  paragraphes  intiiulés  :  Détermination 
des  heures  du  lever  et  du  couclwr  du  Soleil,  et  Déter- 


^laiiizodbvGoogle 


(>88) 
minalioH  des  heures  du  commencement  et  de  la  fin  du 
crépuscule.  Le  premier  de  ces  deux  paragraphes  donne 
aussi  le  moyen  de  d^teruiiner  les  amplitudes  ortive  el 
occase. 


QUESTrON. 

1310.  IMJuire  d'une  même  identité  une  înfinîlé  de 
solutions  en  nombres  entiers  de  chacun  des  deux  sys- 
tèmes 

1  ±>^-_r'-t-a'  =  «'-(-«^+l', 

(  j^  +  ^-t- «•  =  (('  +  (*+/», 

(Desbovis.) 


i;." 


-.>,+*,+■ 

doit  4t«,  «.pprimé 

pareil 

préci. 
a3uï 
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MTB  SUR  LA  MÉTUODE  D'ÉLIHINATION  BEZOIIT-CAUCBY; 

p^H  M.  V.  aioux, 

Proreweur  an  Ljcée  de  Reones. 


Dans  l'article  si  intéressant  et  si  remarquable  Sur 
l'élimination,  de  M.  Rouché,  publié  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  1877,  on  rencontre  l'identité  fonda- 
mentale 

V^(^)  =/(-.)  G.(*)-g(^)F.(x). 

On  sait  que  le  programme  du  cours  de  Malhématïques 
spéciales  recommande  particulièrement  l'emploi  de  la 
métbode  d'élimination  de  Bezout,  perfectionnée  par 
Cauchj. 

Je  me  propose  d'établir  par  cette  méthode,  non-seule- 
ment l'idenliié  précédente,  mais  encore  les  propriétés 
du  résaUant  R  que  l'on  démontre  généralement  au 
moyen  des  fonctions  symétriques  (*). 

1.  Considérons  deux  équations  algébt'iques^(x]  =  o, 
§  [x)  =  o  de  degrés  m  et  n  respectivement,  »  étant  égal 
ou  inférieur  à  m. 

Si  l'on  pose 

/i(x)  =  fll+, +  01+,* -t-...Di+,+.  **-)-... +  a«  *■-*-', 


(*)  VoîU  déjà  pluiieun  années  que,  dîna  las  canférencas  que  jo  fais 
(  SiiDte-BRrbfl,  j'elpose  lu  théorie  de  l'élimlnalion  et  ses  cenaéqueDees, 
•Ui  Wre  intarrenlr  lei  rooelions  symétriques,  el  en  tenant  compte 
•hsradnea  îiiflniei, 

Di^i  pluaieurn  conrérences  bites  au  Ijcée  de  Toutoute,  au  mois  de 
i»lllel  dernier,  j'ni  encore  reproduit  celte  eipouUon.  Ch.  B. 

AnH.dtMathimnt..  l'iérie,  t.  XVIII.  (Juillet  1N79.)  19 
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en  supposant  nuls  les  coefficienls  ^«4.0  f'i+ii  ■•■,&_.  si 
l'on  a  n<^nt,  on  peut  écrire 

e(»)  =  (4.+  »,j:  +  . . .+  i,x'}  +  a^'ei  (x), 

d'où  l'on  déduit  l'identilé 

(*)      /(-)f.(-)~f  (-)/.(') -a.+  C,..:r... 

Celle  identité, dans  laquelle  le  coefBcient de  x'eslGi,i, 
a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  k  depuis  o  jus- 
qu'à m  —  1 ,  bieo  que  les  deux  membres  se  réduisent  à 
— ff{*)yi(jc)q"andondonneàAIe»valeur8n,nH-i, ,.,. 
»i  —  I . 

En  égolant  à  zéro  le  second  membre,  polynôme  entier 
en  X  du  degré  m  —  i ,  on  a  l'équation 

(i)    Ci,,-f-  C».,«  H -K  Cu^  +  ...  +  Ci.,_,^"^'  =  o, 

qui  équivaut  k  m  équations  du  premier  degré  en  x, 
X*,. .  .i^C^',  lesquelles  sont  satisfaites  pour  toute  valeur 
de  X  commune  à  f{x)  =  o  et  g  (x)  ^  o.  Le  détermi- 
nant K  de  ces  m  équations  est  le  résultant  donné  par 
Cauchy  dans  son  Mémoire  sur  V élimination. 

Désignons  par  R^  le  mineur  principal  d'ordre  p,  ob- 
tenu en  supprimant  daus  R  les  p  premières  lignes  et 
les  p  premières  colonnes;  le  premier  élément  de  B,, 
eslCp^p. 

Cela  posé,  donnons  à  A'  dans  l'équation  (1}  les  valeurs 
p^p-^i,...-,m  —  t  et.reinplaçons  dans  R^  les  élémenih 
de  la  première  colonne  par  les  premiers  membres  Ath 
équations  ainsi  obtenues,  arrêtés  au  terme  en  x^,  nous 
aurons  sous  forme  de  déterminant  une  fonction  Vp  (x)  de 
degré  p  et  dans  laquelle  le  coelBcient  de  x'*  est  R,. 

La  valeur  du  déterminant  Vp(x]  ne  sera  pas  changée 
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si  Von  ajoute  aux  éléments  de  ta  première  colonne  les 
élènients  correspondants  des  colonnes  suivantes  multi- 
pliés respectivement  par  xf^',  ...,x"~'. 

Dans  le  détermînani  ainsi  transformé,  le  premier éié- 
inenide  la  première  colonne  est  y  (x)gp(x) — g{^)ff{^]i 
les  suivants  ont  la  même  forme  et  le  dernier  est 

Ce  déterminant  se  décompose  donc  en  deux  autres  et 
l'on  a 

(î)  V,(^)=/(:r)G,(«)-g(«)F,(*). 

Les  polynàmes  Gp(x),  F^ (r)  se  déduisent  de R^,  e» 
y  remplaçant  les  éléments  de  la  première  colonne  d'a- 
bord par  gp{x),g^t{x), ....  gm-t{x),  puis  par^(a:), 
/^.(x),/^.(x),...,/„_.(:r). 

Le  premier  est  du  degré  de  g'p(x),  savoir  n  — p  —  i; 
le  second  est  du  degré  de^(j:),  savoir  m  —  p  —  i. 

Si  l'on  suppose  p  =  o,  on  a  la  deuxième  identité 

n.  THÉonkuB.  —  Le  résultant  R  est  un  déterminant 
symétrique. 
En  effet,  on  a  d'une  manière  générale 

14)  c»,,=  [<!„&,+,■*,)-(-(«„ *,+,)-)-...  -(-(fl*_„ft;^,) 

+  (tf|,6,+i)+(«i+i,60  -1-..  .  +  («(,  6i+0- 
Mais,  si  l'on  suppose  i'^k,  les  déterminanta  du  second 
ordre  qui  suivent  {at,bi+i)  forment  une  snitedans  la- 
quelle les  déterminants  également  distants  des  extrêmes 
iODi  égaux  et  de  signes  contraires,  le  déterminant  dn 
milieu  de  la  suite  étant  composé  de  deux  colonnes  îden- 
liquetiï  leur  nombre  est  impair;  L'enseuthle  de  ces  dé- 
terminants est  doncnul  et  l'on  a  Ct,,=  Q,(.      c.^f.r.n. 


^laiiizodbvGoogle 


•         (    393    ) 

ConoLi^iRE.  —  Si  l'on  suppose  i|>A',  un  élément  situé 
adroite  de  la  diagonale  principale  deR  a  pour  expression 

(5)  Ct.,=  (ff.,«,^,)-*-Ci-.,i+,. 

Les  éléments  d'ane  ligne  placés  à  droite  de  la  diagonale 
principale  étant  calculés  par  cette  formule,  on  complé- 
tera le  déterminant  par  symétrie. 

Théorème  db  Rezoxit. —  Si  les  équations  proposées 
sont  h  deux  variables  :t; et _^,  on  peut  supposer  que  a/.if 
sont  des  polynômes  entiers  en  y,  le  premier  du  degré 
ni  —  I,  le  second  du  degré  n — /.  Un  élément  Cj,,-  deRa 
donc  un  degré  égal  à  celui  du  produit  aub/^i,  c'est-à- 
dire 

ou  bien 

(„+„_,]_(/.  +  ,■). 

Or,  un  terme  du  développement  de  K  est  un  produit  de 
m  éléments  pris  chacun  à  l'intersection  d'une  ligne  et 
d'une  colonne  distinctes.  Le  degré  de  ce  terme  s'ob- 
tiendra donc  en  donnant  à  ^,  puis  à  i  les  valeurs  o,  i, 
2, . .  .,m — i,eten  répétant  m  fuislaijuanii  té  (m-{-» — i). 
Mais  on  a 

Le  degré  cherché  est  donc 

Donc  :  Si  entre  deux  équations  entières  f  (x,y)  =  o, 
g(x,y)  =  o,  la  première  du  degré  m,  la  seconda  du 
degré  R,  on  élimine  V inconnue x,  l 'équation  finale  en  y 
est  au  plus  du  degré  mn. 

CoHOLLiiKE.  —  Les  deux  équations  proposées  ad- 
mettent en  général  mn  solutions. 
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Ëne(fi:i,soit^  =  j3  une  des  mn  racines  de  11=  o.  Pour 
cetle  valeur dej',  leséquations/(0,x)  =  o,g(^,x)  ==<> 
ont  UDe  racine  commune  x^a  qui  Yértfie  les  équa- 
tions (i).  Si  l'on  supprime  la  première  de  ces  équations, 
on  tire  des  autres  l'équation  adjointe 


dans  laquelle  on  obtient  R'  à  l'aide  du  premier  mineur 
principal  R,,  en  remplaçant  dans  ce  dernier  les  coefH- 
ients  de  l'inconnue  x  parles  termes  connus  changés  i)e 
ignés.  La  valeur  de  x  est  ainsi  le  quotient  de  deux  fonc- 
ions rationnelles  de  y.  Comme  on  n'a  pas  en  général 
E,  =  o  pourj*  ^  /3,  on  voit  qu'à  chacune  des  racines  de 
R^o  correspond  une  seule  valeur  de  x;  on  ne  trouve 
donc  que  mn  couples  de  valeurs  de  x  et  ;^  vériûant  les 
deux  équations  proposées. 

Propriétés  particulières  de   R. 

I.  Le  déterminant  symétrique  R  est  une  Jonction  en- 
tière et  homogène  du  degré  2hi  des  coefficients  a  et  b, 
dans  laquelle  In  somme  des  indices  de  ces  lettres  dans 
unterme  quelconque  est  constante  et  égale  à  mn. 

En  eflèt,  un  élément  quelconque  Cl,;  de  R  est  composé 
de  déterminants  du  second  ordre  dont  chacun  est  entier 
i:i  du  second  degré  en  a  et  b.  Le  prod^uit  des  m  éléments 
(jui  forment  un  terme  T  de  R  est  donc  un  polynôme 
entierenu  et  &  du  degréam. 

En  outre,  dans  T,  on  a  démontré  que  la  somme  des 
compléments  à  m  des  indices  de  a  et  des  compléments 
an  des  indices  de  b  eU  égale  à  mn;  il  en  est,  par  suite, 
de  miïme  de  la  somme  des  mimes  indices.  Doue,  etc. 

U.  Le  dèleiminanl  symétrique  R  est  le  produit  par 
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un  facteur  numérique  d'une  fonction  entière  des  coej- 
ficients  aet  b  qui  renferme  les  premiers  au  degré  n  et 
les  seconds  au  degré  m. 

En  effet,  àpartîrdeA'  =  /t  jusqu'à  A  =  m  —  i,  substJ- 
tnoDS  aux  équations  (i)  .celles  qui  proYiennent  de  leurs 
derniers  termes  égalés  à  zéro,  savoir  : 

—  a^xg[x}  =  o,     ~a^g{x)  =  o. 

Le  déterminant  R  sera  ainsi  remplacé  par  un  autre 
dont  on  peut  déduire  R  en  ajoutant  aux  éléments  d'une 
des  [m  —  n)  dernières  lignes  les  éléments  des  lignes  sui- 
vantes multipliées  par  des  facteurs  constants.  Ces  deux 
déterminants  sont  doue  ^aux  en  valeur  et  l'on  a 

»  =  (-«.)— A, 

puisque,  dans  le  deuxième  déterminant,  tous  les  éléments 
des  [m  —  n)  dernières  lignes  sont  multipliés  par  — a„. 
Le  déterminant  A  provient  du  système  (i),  dans  lequel 
les  (m  —  r)  dernières  équations  se  trouvent  remplacées 
par 

.r~~'"g{x)  =  o,af—~>g{^)  =  o,      ..., 

Ce  déterminant  A  renferme  les  a  au  premier  degn: 
dans  n  lignes  seulement,  et  les  b  au  premier  degré 
dans  m  lignes,  ce  qui  démontre  la  proposition  II. 

Remarque. —  Puisque  a„  est  de  degré  o  en  j',  l'équa- 
tion Gnale  A  =  o  est  la  même  que  R  =  o.  Dans  la  pra- 
tique, ou  remplace  R  par  A.  1-e  degré  d'un  terme  T 
de  A  est  ï  m  —  [m  —  n)  =  m-i-i,  si  l'on  revient  au  cas 
de  deux  équations  à  une  inconnue. 

III.  Le  résultant  R  est  le  produit  par  un  facteur  nu- 
mérique des  mn  différences  entre  chacune  des  racines  de 
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l'une  des  équations  et  chacune  des  racines  de  l'autre. 

En  effet,  soit  x  =  œ  une  racine  de  la  première  équa- 
Uon,x  =  a'aDe  racine  de  la  seconde;  la  première  est  une 
rertai ne  fonction  des  coefficients  a  et  la  deuxième  une 
certaine  fonction  des  coefficients  b  ;  or,  pour  a'  ^:  « ,  ou 
aIl=o  et  réciproquement.  Donc  R  est  divisible  par 
3.  —  y  ;  mais  a  désigne  une  quelconque  des  racines  de 
la  première  équation  et  c^  une  quelconque  des  racines 
delà  seconde.  Donc,  R  est  divisible  par  chacune  des 
mn  différences  et  — J,  a  — ^', .. .,  ei,  par  conséquent, 
par  leur  produit,  ce  qui  démontre  la  proposition  III. 

Si  l'on  a 

/(j-)  ^  flj'-i-  bx  -\~e-^a,  g(x)  =fl'a:'-t-  b'x  -t-c'  r=  o, 
on  trouve 

R  t=  [rtc'  —  ca'Y—  [ab'  —ba')[  bi.'  —  tb'  ), 

d'où 

B=«.  »■.(.-.')(. -p')(p-.'i!p-r;. 

les  racines  de  la  première  équation  étant  ce  et  P,  et  les 
racines  de  la  seconde  ce'  et  ^'. 

CoioLLAiBE.  —  LerésiJtantR  d'une  équationf(x]  =  o 
et  de  sa  dérivée  f{x)  =o  est  le  produit  d'un  Jncteur 
namérique  par  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
racines  def[x)  =  o. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  formé  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines  dey(x)  =  o,  et  soit  V 
le  dernier  terme  de  cette  équatioD,  c'est-n-dire  le  pro- 
duit des  carrés  des  différences  des  racines  delà  proposée. 
SironaV  =  o,  ]'équaliony(x)=:o  a  une  racine  double, 
par  suite  f(x)  =  o  et/'(x)  =  o  ont  une  racine  com- 
mune :  donc  R  et  V  ne  peuvent  différer  que  par  un  fac- 
It^urnumérique. 
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(  ^96) 

SUR  LES  Equations  m  troisième  et  du  quatrième  degû 

DONT  LES  RACINES  S'EXPRIMENT  SANS  L'EMPLOI  DES 
RADICAUX  CIIBIQilES; 

Pak  m.  s.  realis, 

IngéDieiir  k  Turin. 

1 .  On  a  ce  ihéorème  : 

1°  Si  Us  coeifficients  de  Vèqaation 
(i)  a'+P*'-*-Q*-i-R  =  o 

sont  des  quantités  rationnelles  assujetties  à  ta  relation 
(a)  *  [-5  —  i)'P*  —  4  APR  +  Q'=  o, 

oit  fi  est  un  nombre  rationnel,  l'expression  algébrique 
/les  racines  x  ne  contient  pas  i/e  radical  cuhûjue. 

Pour  A'  =  ^1  par  exemple,  on  a  la  relatioo 

aP"—  7aPR+  27Q'=o, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'énoncé  de  la  Question  387  des 
Nouvelles  Annales  {*). 

Pour  h=:o,  on  a  Q=o,  et  l'équation  {\)  devient 
bicarrée. 

Pour  A  =  ±  i,±  3,  ±  . . .,  la  formule  (a)  fournît  des 
conditions  très-simples  dont  quelques-unes  figurent  dans 
des  ouvrages  didactiques. 

a"  Réciproquement,  si  l'expression  algébrique  des 
racines  x  ne  contient  pas  de  radicaux  cubiques,  la  re- 

(■)  Frnposéu  par  M.  Fuure  au  (.  X.VI  de  1*  f*  série,  p.  i63,el  rùolor 
parM.BIenyaut.  XVlll,  p.  ^3i,otpar  M.Martelli  a>i  1.  III  delà  3'*érip. 
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(  397  ) 
lotion  { 3  )  subsiste  entre  les  coefficients  rationnels  P,  Q, 
R  pour  une  valeur  rationnelle  de  k.  On  suppose  ici  que 
P  est  différent  de  zéro. 

C'est,  aiusi  que  nous  allons  le  voir,  une  conséquence 
^recte  de  cr  fait  bien  connu,  que  lorsqit  une  équation 
du  quatrième  degré  à  coefficients  commensurahles  est 
résoluble  sans  l'emploi  de  radicaux  cubiques,  l'équation 
résolvante  a  une  mcine  commensurable,  et  récipro- 
quement, Lg  théorème  ne  doit  duiic  pas  être  regardé 
comme  nouveau.  Cependant,  comme  il  a  une  importance 
propre  et  qu'il  n'a  peut-être  pas  encore  été  énoncé  sous 
une  forme  simple  et  explicite,  il  nous  a  paru  opportun 
de  le  présenter  ici,  en  le  justifiant  par  la  démonstration 
(pli  suit. 

2.  Pour  rattacher  le  théorème  à  la  résolution  de  l'é- 
quatton  (i),  nous  rappellerons  d'abord  que  la  résolvante 
de  cette  équation  esi,  par  la  méthode  de  Lagrange, 

«'-f-  aPa'-i-  [P'  -  4R)"  -  Q^=  o. 

D'après  l'expression  connue  des  racines  x  en  fonction 
des  racines  x,  il  est  manifeste  que,  lorsque  cette  résol- 
vante admet  une  racine  rationnelle  (ce  qui  fait  que  les 
deux  autres  racines  dépendent  d'une  équation  du  second 
degré),  les  racines  x  s'expriment  par  des  radicaux 
carrés. 

Les  coefficients  P,  Q,  R  sont  supposés  rationnels;  par 
conséquent,  si  une  racine  x  est  rationnelle,  en  faisant 
CE  =  —  AP,  A  sera  rationnel.  On  peut  donc  remplacer 
l'équation  en  a  par  la  transformée 

(a)  *(*— i)'P— 4XPR-i-Q'=o 

et  affirmer  que, lorsque  cette  relation  (a)  a  lieu  entre  les 
coefficients  P.  Q,  R  pour  une  valeur  rationnelle  de  le, 
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{  "9»  ) 
l'expression  algébrique  des  racîaesxne  renferme  pas  de 
radical  cubique. 

Réciproquement,  si  x  s'exprime  sans  l'emploi  des  ra- 
caux  cubiques,  la  résolvante  en  a  (et  par  suite  sa  trans- 
formée en  h,  si  P  est  diSerent  di!  eéro)  aura  nécessai- 
rement une  racine  rationnelle  (voir  Sebhet,  jtlgèbre 
supérieure,  4'  édition,  t.  Il,  p.  iG"^)-  Inutile  de  rappeler 
que  la  résolvante  de  Ferrari,  considérée  par  M.  Serret, 
se  ramène  à  celle  de  Lagrauge  au  moyen  d'nne  simple 
transformation  linéaire. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Ajoutons,  à  l'appui  de  ce  qui  précède,  que  si  l'on 
l'iierche  à  déterminer  trois  quantités  a:,|3,^  de  manière 
que  l'on  ait 

—  a  +  3^=  P,      207  ^Q,      —  ay'-i-  p'=  R, 
<ju  est  conduit  aux  équations 

«>+ïP«»-i-(p»_4lt)«_Q"=o, 

dont  la  première  coïncide  avec  la  résolvante  rapjioriée 
ci-dcMus.  L'équaliou  (i)  devient  par  là 

=  [.r'-l-*v'»+{p-7v'"}]k-*v'«+fp  +  7V'»)] 
c' est-a-dire  quc,x  étant  un  nombre  rationnel,  elle  sedé- 
(Nimpose  en  deux  équations  du  second  degré  dont  les  coef - 
iicîents,  et  par  suite  les  racines,  sont  exprimés  sans  l'ii 
tervention  d'aucun  radical  cubique.  On  reconnaitra  di 
même  que,  si  les  quatre  racines  x  s'expriment  sans 
radical  cubique,  l'une  au  moins  des  valeurs  de  et  doit 
être  rationnelle. 

Remai-que.  —  La  secoude  partie  du  tliéorême  suppôts 
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(  299  ) 
i|ue  P  est  dîilércot  de  z^ro.  Si  P  =  o,  on   verra,  par 
ee.  qui  va  suivi-e,  que  la  condition  nécessaire  et  suf- 
Usaate  pour  que  l'équation 

soit  réralubte  par  radicaux  carrés,  s'exprime  par  la  rela- 
lion 

*(X-,)'(4R)'_Q<=o, 

dans  laquelle  k  doit  être  rationnel. 

3.  Si  Ton  suppose  B.  =  o  dans  l'équation  (i  ),  P  et  Q 
étant  rationnels  et  différenis  de  zéro,  on  conclura  de  ce 
qui  précède  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
rjDe  l'équation  cubique 

ait  une  racine  rationnelle  peut  s'exprimer  par  la  re- 
lation 

A{;1-  — ij'P>-HQ»  =  o, 

iéiant  rationnel. 
C'est,  en  effet,  ce  qui  se  prouve  directement  sur  l'é- 

qaalion  (3),  eu  y  faisant  x  =  -j -ys»  sanspasserpai- 

la  considération  de  l'équation  du  quatrième  degré.  On 
voit  de  plus  que  les  trois  racinesx  sont  rationnelles  lors- 
qu'il y  a  trois  valeurs  rationnelles  de  k  vérifiant  la  re- 
lation indiquée,  et  réciproquement. 

Au  point  de  vue  de  la  détermination  de  x,  ta  transfor- 
mation précédente  ne  fait  que  transposer  la  difficulté 
sans  donner  le  moyen  de  la  résoudre.  Mais  il  n'eu  est  pas 
ainsi  au  point  de  vue  théorique,  où  l'on  se  propose  seu- 
lement de  formuler  les  conditions  relatives  à  la  ratîon- 
iialité  des  racines  x. 

Faisant,  dans  la  relation  ci-dessus,  k  —  i  =  A,  et  pas- 
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(  3oo  ) 
saDt  les  quantités  connues  dans  le  second  membre,  in 
conditions  dont  il  s'agît  se  présentent  soos  une  foime 
lout  à  fait  nette  et  explicite.  On  obtient,  en  effet,  la  rela- 
tion 


c'est-à-dire  une  formule  dont  l'un  des  membres  expiime 
une  forme  fractionnaire  abstraite  (  ta  somme  algébrique 
du  carré  et  da  cube  d'un  même  nombre  rationnel),  tandis 
que  l'autre  membre  est  une  fonction  déterminée  des  coet- 
(icients,  fonction  dontia  valeur  duitappartenir  de  une  ou 
de  trou  manières  à  la  forme  indiquée,  selon  que  l'équa- 
lion  (3 }  admet  une  ou  trois  racines  rationnelles. 

I)  y  a  avantage  cependant  à  ne  considérer  cette  for- 
mule (4)  que  relativement  à  la  rationnalité  d'une  racine 
delà  proposée.  Pour  exprimer  que  les  deux  autres  racines 
sont  également  commeusurables,  il  est  préférable  d'avoir 
recours  à  la  condition  bien  connue  qui  assujettit  les  ra- 
cines à  être  des  fonctions  rationnelles  l'une  de  l'antre  et 
des  quanliiés  connues  (voir  V Algèbre  supérieure  àA\ï 
citée).  Celte  condition  ayant  lieu,  il  sufSra,  pour  la  n- 
tlonnalité  des  trois  valeurs  de  x,  que  la  quantité  positive 

—  —  soilconsidérce  comme devanlétre  égale  à  la  somme 

du  carré  et  du  cube  d'un  même  nombre  rationnel /^o- 
sitif. 

D'après  cela,  nous  énoncerons  le  tbéori^nK;  suivant,  on 
nous  admettons,  pour  plus  de  précision  et  sans  nuire  à 
la  généralité,  que  les  valeurs  numériques  de  P  et  Q  sont 


'  Pourtjiic  réquaiioi 
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(  3o.  ) 
à   coeMcientx  entiers,   admette  une   i 


algébrique  tiu  carré  et  du  cube  d'un  même  nombre  ra- 
tionnel. 

ï"  Pour  que  l'équation  considérée  ait  ses  trois  racines 
entières  (et  inégales),  il  faut  et  il  siiffit  que  le  rapport 
mentionné  soit  égal  à  la  somme  du  carré  et  du  cube 
d^un  même  nombre  rationnel  positif ,  et  que  la  quantité 
—  4P'—  *7Q'  îoit  égale  à  un  carré  pris  positivement. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur  quelques  spifclfi- 
cationsultérieuresqui  pourraient  être  ajoutées  à  l'énoncé, 
et  qui  n'échapperont  pas  au  lecteur. 

Les  coefficients  P  et  Q  étant  donnés  en  nombres,  on 
vérifiera  directement  si  la  condition  mentionnée  en 
dernier  lieu  est  remplie  ;  quant  aux  conditions  fournies 
par  la  formule  (4)t  prise  dans  sa  généralité,  elles  sont 
purement  théoriques. 

Nous  avons  donné  sur  ce  sujet  quelques  indications 
pratiques  dans  une  Note  insérée  aux  Nouvelles  j^nnales, 
i'  série,  t.  XIV,  p.  389  et  424i  ainsi  que  dans  les 
énoncés  de  plusieurs  Questions  proposées  dans  les  der- 
niers volumed  de  ce  Recueil. 


NOTE  SDK   LA  «UESTION    794; 
Pab  m.  s.  REALIS. 

L'équation  indéterminée 

a'x  ■+-  x'jr  +  j.>ï  +  l'a  =  o, 
<|uï  est  vérifiée  identiquement,  d'après  la  question  794, 
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par  les  formules  du  troisième  degré 

\z^-f{,p-T'), 
«si  aossï  vérifiée  par  les  formules  da  deiuième  dc^ré 

I  •.=.•-. f  +  3f, 

[.  =  3(-..+  3.p-3f), 
el  par  les  formules  du  quatrième  degré 

l   .=P(a-p)(a'-,p  +  P'), 

dont  l'exactitude  se  constate  facilcmenl  par  le  calcul 
direct. 

Le  système  (i)  a  cela  de  particulier,  qu'il  permet  tou- 
jours d'assigner  des  solutions  entières  dans  lesquelles  h 
valeur  de  l'une  des  indéterminées  est  fixée  d'avance  arbi- 
trairement. 

Le  système  (a),  de  son  côté,  en  y  attribuant  à  k  et  ^ 
des  valeurs  entières  quelconques,  fournit  des  solutions 
où  les  quatre  indéterminées,  délivrées  des  facteurs  com- 
muns, ne  peuvent  être  que  des  nombres  impairs.  On 
voit  de  plus,  en  mettant  la  valeur  do  x  sous  la  forme 

=  =  -3[(.-p)'-(.-p)p  +  p.], 

que,  dans  ce  système,  les  valeurs  numériques  des  iiiili-- 
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(  3o3  ) 
terminées  :r,  z  se  réduisent  toujours  à  la  forme 

3(3X'+y'). 

Dans  le  troisième  système,  eoûn,  les  expressions  des 
deux  indéterminées  consécuiives  j",  z  renfermeniun  fac- 
teur appartenant  à  la  forme  3X'+ Y*,  ce  qui,  en  cer- 
tainscas,peutrendre  préférable  l'emploi  des  formules  (3). 

Outre  ces  systèmes  de  solution,  il  en  existe  d'autres 
où  les  formules  montent  à  des  degrés  supérieurs  au 
quatrième.  Nous  nous  bornons  ici  è  cette  simple  indi- 
caiion. 

Ajoutons  que,  si  une  solution  de  l'équation  considérée 
est  donnée  par  l'égalité 

l'P  -+-  P'7-l-7'J-l-3'«=:o, 

uue  antre  solution  s'obtiendra  en  posant 

.p._(,_3).+  „(a_,  +  j)  +  ap7, 

,  _o,.+  2p.+ [,_?].+ 2^5+ P(a- 37 +  3J), 

3  _  („  _  p).^  S.+  3,j  _  ,  („  _  p  _  5). 

La  vérification  de  ces  formules  n'a  de  dii^culuJ  qu'un 
peu  de  complication  dans  les  calculs  pour  mettre  en  évi- 
dence le  facteur  qui  annule  le  résultat  de  la  substitution 
de  ces  expressions  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée. Ou  observera,  à  l'égard  de  ces  formules  (4).  que 
les  expressions  de  }^  el  £  se  déduisent  de  celles  de  u  et  x, 
et  réuiproqueineat,  eu  remplaçant  les  lettres  a,^,'/,^ 
|iar  les  lettres  y,  d,  a,  p  respectivement. 

Âpplicalions.  —  1"  Soit  fait,  daus  les  formules  (1), 
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et  l'on  a  effeciivcmcnl 

a"  Pour  a  =  a,  P  =  —  i,Ie3  formules  (  a)  et  (3)  amè- 
neat  respectivement  les  égalités 

3'.  7  — 7'.  5  —  6',i3-i-  i3',  3;=  o, 
—  5'.it  +  ii'.8  — 8'.7  — 7'.5:=o. 
3°  Au  moyen  des  formulei  (4)i  les  (rois  solutions  par- 
ticulières qui  viennent  d'être  trouvées  engendrent  res- 
pectivement les  trois  solutions  nouvelles 

—  32', 5o  4-5o'.i5    —  iS'.ao  —  ao'.aa^o, 

—  ai'.  1 1  —  1  l'.g     +g'.i5   +i5'.ai  =  o, 

—  ia'.5o+5o'.354-354'.7-7',i2  =o. 


PROBLEME  SIR   L'ELLIPSOIBB; 

Pak  m.  Édodabd  LUCAS, 
Prafesseur  de  Mathématique*  spéciilea  au  lycée  Cbarleiiia([iM. 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  tétraèdres  dont  les 
hauteurs  se  rencontrent  et  dont  les  faces  sont  tan- 
gentes à  l'ellipsoïde,  aux  points  oit  ces  faces  sont  ren- 
contrées par  les  Jiauteurs. 

Dans  un  remarquable  Mémoire  sui'  les  normales  atii 

coniques,  M.  Desboves  a  démontré  que,  si  d'un  point 

on  abaisse  six  normales  sur  l'ellipsoïde,  et  si  l'on  désigne 

par  [x,  y,  z  )  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  passant  par 

trois  des  pieds  desnormales,  cellesdupAledupIan  passaoi 

,           .                                      .                    fl'        A' 
par  les  trois   autres  sont  respectivement 1 ;> 
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Cela  posé,  désignons  pa.T(.Tt,y^,z^)  le  pied  de  la  nor- 
male situé  sur  le  sommet  du  tétraèdre  ayant  pour  coor- 
données [x,y,3);  on  a 


le  point  ayant  pour  coordonnées > »  —  —  se 

IrouTe  nécessairement  situé  dans  le  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde au  point  (xtyjr^,  z,}j  on  a  donc 


Deséquations{i)on  Ure  1inéairementXf,j'o,Za  et,  en 
les  portant  dans  l'équation  (2)  et  celtes  de  l'ellipsoïde, 
on  obiient 


«1 


ff'jr»  è'r'  <:''' 


Donc  le  lieu  des  sommets  des  tétraèdres  se  compose  de 
trois  ellipsoïdes  réels  et  concentriques  à  l'ellipsoïde  pro- 
posé ('). 


0  Celle  queilioQ  ■  été  trailée  d'une  ftçon  bien  différcnto,  at  poar 
1«  plsn  MO  lement,  par  MM.  Boarguet  et  Poujtde  (Sourellti  Annalei, 
i*Mriï,  t.  XIII,  p.  576,  et  t.  XYI,  p.  186). 

!•■  méthode  précédente  donne  un  grand  nombro  de  eoniéquences 
uilogoM  à  celle  que  donne  U  lolution  du  prablAme  el-d«uiii. 


^m.  i,a<iAimmt.,i''ti,t\t,  t.  XVlll.  (Juillet  1879.) 
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NOTS  SUR  LES  NOHBRKS  PARFAITS; 

Pi»  M.  UOHHET. 


I.  La  ihéorie  des  nombres  parfaits,  dont  Euclide  parait 
s'être  occupé  le  premier  el  dont  il  donne  ta  définidon 
suivante  : 

Un  nombre  entier  est  parfait  lorsqu'il  est  égalàla 
somme  de  ses  sous-multiples,  on,  en  d'autres  termes,  de 
ses  parties  aliquotes  entières,  on,  pour  abréger,  de  ses 
aliquotes, 

laisse  encore  beaucoup  à  désii'er.  La  formule 

où  n  est  un  entier  ^  i  et  a"  —  i  un  nombre  premier, 
donne  poar  x  toutes  les  valeurs  possibles  des  nombres 
parfaiu  pairs.  On  a,  par  exemple,  pour 
B  =  a,   3,     5,        7,  i3, 

2  1^6,  36,  496,  8ia8,  3355o336; 

mais  on  ignore  s'il  en  existe  une  inBiiitë. 

Quant  aux  nombres  parfaits  impairs,  ou  peut  dé- 
montrer que,  s'il  en  existe,  ils  sont  donnés  par  la  for- 
mule 

(a)  ;r=(4«  +  i)"*'X/'. 

où  4"  +  !  est  un  nombre  premier  impair  |>i,  Aun 
entier  =:  ou  ]>  o  et  i  un  impair  |>  i  et  premier  à 
4n  +  ,. 

IL  Nous  donnerons  le  nom  de  nombres  parfaits  de 
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première  espèce  à  ceux  dont  nous  venons  de  parler  (I), 
et  celui  de  nombre  parfait  do  seconde  espèce  à   tout 
nombre  égai  au  produit  de  ses  aliguotes.  Tels  sont,  par 
exemple, 

8—1. 2-4,     10  =  1.2.5,     i4  =  i.î.7,     .... 

Pour  obtenir  tout  nombre  x  ayant  cette  propriété,  ob- 
servons d'abord  qu'il  faut  que  l'on  ait 


(4]  Jr  =  pp'V, 

notant  UQ  entier  >i,p  et  p' des  nombres premiei-s  iné- 
gaux et  >■  1 ,  et  P  un  entier  =  ou  >  1 . 
1°  Pour  qu'on  ait 

p'  =  i.p.p'.p*...p^-\ 
il  faut  et  il  sufBt  que 

ou  que  n  ^  3  i  donc 

(5)  ^^p>=t.p.p>. 

2°  Si  l'on  avaitP]>i,  les  nombres /jP,  j^P  seraient 
des  aliquoles  inégales  de  x,  et  dont  le  produit  pf/V*  es- 
céderait  x  ;  donc  P  =  i ,  et  l'on  a 


|6)  x=p^=i.p.p'. 

Donc,  en  définitive  (i"  et  a"),  tous  les  nombres  par- 
faits de  seconde  espèce  sont  les  cubes  8,  27, 1 25, . . .  et 
les  produits  deux  à  deux  6,10,  i5, .. .  de  tous  les 
nombres  premiers  :î,  3,  5,  7, 11, . . .  supérieurs  à  l' unité. 

m.  On  est  conduit  à  se  demander  s'il  existe  un  ou 
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plusieurs  nombres  doublement  parfaits,  c'est-à-dire 
égaux  à  la  somme  et  au  produit  de  leurs  aliquotes. 
Pour  le  savoir,  il  sufBt  évidemment  de  clierchcr  si,  parmi 
les  nombres  parfaits  de  seconde  espèce,  qui  sont  tous 
donnés  par  les  formules  (5)  et  (6),  il  en  est  d'égaux  à  la 
somme  de  leurs  aliquotes.  Or  on  reconnaît  immédia- 
tement l'impossibilité  de  la  relation 

Quant  à  l'égatité 

W' ='-•-/'  +  /''. 
elle  eiige  que  le  plus  grand  des  deux  nombres  premiers 
p,  //,  inégaux  et  supérieurs  à  l'unité,  divise  l'autre  aug- 
menté d'une  unité,  ce  qui  exige  que  p  et  p'  soient  consé- 
cutifs et,  par  suite,  égaux  aux  nombres  3  et  3;  donc 


d'où  il  suit  que  6  est  le  seul  nombre  positif  doublement 
parfait. 

Remarque.  —  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que 
des  nombres  parfaits  positifs;  mais  il  est  bon  d'observer 
qu'en  cliangeant  te  signe  d'un  nombre  parfait  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce,  leurs  aliquotes  cbaugent 
de  signe  en  conservant,  comme  leur  somme  ou  leur 
produit,  la  même  valeur  absolue,  et  que  zéro  est  évi- 
demment un  nombre  doublement  parfait  i  d'où  il  suit 
que  o,  -(-  6  et  —  6  sont  les  seuls  nombres  doublement 
parfaits. 
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iCtlS  SPtClUB  IIUTIIRI  (COSCOIlnS  D(  1878) 

T10I9IÈHI    gUEaTIDH 

SoLDTioH  SB  M.  ROBAGLIA. 


On  donne  un  triangle  èquilatéral  ABC.  Mener  par 
le  point  O,  milieu  de  BC,  une  sécante  çui rencontre  en  M 
le  côté  Ah,  et  en  N  le  prolongement  du  côté  AC,  de 
manière  que  la  somme  des  aires  des  triangles  0MB  et 
ONC  soit  égale  à  l 'aire  du  triangle  ABC. 

En  résumé,  l'aire  du  triangle  MAN  doit  être  double  de 
l'aire  du  triangle  ONC,  et,  comme  les  aires  de  ces  deux 
triangles  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  produits 
AN.AM  et  OC.CN,  on  écrira,  pour  exprimer  cette  con- 
dition, 

AN  .  AM  =  BC  .  CN. 

Mais,  à  cause  de  la  transversale  MON, 

AN.BM  =  AM.CNi 

■Il  .    BM       AM        AM     ,  ,.,  ,       ,  , 

Il  s  ensuit  —t:  =  -rrri  =  —I,  ;  donc  AM  est  le  plus  grand 
AH         oL         Ad 

segment  du  càté  AB  divisé  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son (*), 


{*)  Pour  qu'il  en  aolt  ainsi,  Il  n'est  paa  néceaiaire  que  le  triangla  ABC 
Mil  ^uilatéial:  Il  aiifflt  que  An  =  BC.  {Kote  du  Rédacteur.) 
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«URS-nW  N  GdSCtDRS  iÊNfiUl  (AllIlEl  I87S) 


SoLUtiOir  DK  H.  LANNES, 
Ëlive  en  tUthsmttiqaea  élémentaires  au  Ijcée  de  Tarbea. 


Déterminer  sur  un  diamètre  AB  d'une  sphère,  de 
ra^on  R,  un  point  tel  que,  sil'on  mène  par  ce  point  an 
plan  perpendiculaire  à  ce  diamètre,'la  surface  de  la 
zone  sphéritfue  limitée  par  ce  plan  et  contenant  le  point 
A  soit  équivalente  à  la  surface  latérale  d'un  cône  quia 
pour  base  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan, 
et  pour  sommet  le  point  B,  Cela  étant,  calculer  le  rap- 
port du  volume  du  cône  à  celui  de  la  sphère. 

Soit  X  la  distance  CP  du  centre  C  de  la  spbère  au  plan 
sécant. 

La  surface  de  la  zone  et  la  surface  latérale  du  cône 
auront  respectivement  pour  valeurs 


aicB.  [R  — x)et  w  v'^R(R  +  i)  (R'  — j 
En  égalant  ces  deux  expreasîons,  il  vient 


3R(R  — *l  =  v'3R(R-+-*)(R'— ^'); 
d'où 

V2R(R  — J:)f>/2R{il  —  «)  -(R -(-«)]  =0, 
équatiou  qui  est  vérifiée  par  a:  =  R ,  et  par 
x  =  R(-adbV5)' 
La  seule  valeur  de  X  admissible  estR(^  — a). 
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Il  est  à  remarquer  que  BP  est  la  plus  grande  partie 
du  diamètre  AB,  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 
I.e  volume  da  cône  est,  dans  ce  cas,  égal  à 

|..R.(,^->)p-,), 

et  le  volume  delà  sphère  est  égal  à  -tt.  R'j  donc  le  rap- 
port du  volume  du  cftne  k  celui  de  la  sphère  est  égal  à 

(v^-.)(,S-.). 

Ifmm.  —  L>  mïne  qaeiUoa  a  été  rétolaa  p«r  HH.  Kobagli*  et  Leîo- 


CORRESPONDANCE. 


1.  Sur  la  question  de  calculer  les  côtés  d'un  triangle, 
connaissant  les  bissectrices  intéiieuies  de  ses  trois 
angles. 

Un  abonné  demande  s'il  en  existe  une  solution  simple; 
ponr  ma  part,  je  n'en  connais  aucune.  On  m'a  récem- 
ment donné  communication  d'une  Note  relative  à  des 
cas  particuliers  de  cette  question;  j'en  extrais  ce  qui 
suit. 

«  Désignons  par  a,  b,  c  les  côtés,  et  par  et,  |3,  y  les 
bissectrices  des  angles  opposés  A,  B,  C;  on  a  les  trois 
équations 

(0  6c[[*-Hc)'  — a']  =  a'(6  +  c)', 

(3)  ab[{a  +  b]'-c']^y'{a  +  bY. 

iSi  a,  par  exemple,  au  Heu  d'être  la  bissectrice  de  A, 
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(3n) 
était  ia  bissectrice  de  V angle  adjacent  supplémentaire, 
il  faudrait,  dans  l'égalité  {t),  changer  b  en  — &,  ou  c 
en  —  c.  Il  en  ré  suite  que,  si  du.  systèmeproposé  on  iliduit 
une  valeur  négative  pour  l'un  des  côtés,  c  par  exemple, 
la  valeur  absolue  de  ce  côté  se  rapportera  au  cas  oh  les 
bissectrices  des  angles  A  ff£  B  seraient  remplacées  par 
les  bissectrices  des  angles  supplémentaires.  Ce  cas  est 
d'ailleurs  le  seul  à  considérer,  car  les  équations  [i], 
(a),  (3)  ne  changent  pas  lorsqi^on  change  simultané- 
ment les  signes  de  a,  b,  c. 

Supposons  a  =  j3.  Si  a,  ^  sont  deux  bissecttices  de 
même  espèce,  toutes  deux  intérieures  ou  toutes  deux 
extérieures,  on  démontre  en  Géométrie  que  a^b('). 

En   supposant    ct^^  eta:=b,  les    équations  {i) 
et  (3)  se  réduisent  à  une  seule 
(4)  -=.(2«  +  .)=a.(a  +  .]S 

et  l'équation  (3)  devient 
[5]  4«'-c'=47'. 

L'équation  [^)  peut  s' écrira 

aa'c' — a.'[à'-\-e'):=ae[ria'  —  e'), 

et,  en  remplaçant  c*  par  sa  valeur  tirée  de  Vé^ua- 
tion  (5), 

8(j'(a'  — 7')  —  (i'(5a'— 47'}  =  a(M:(ee'—  2a'-t-a7']. 
d'où 

-  s^-C'-?')-"'!  5"'- 47') . 


(G) 


2<l'-(-2y') 


(*)  Oa  idmetiUDi  doute,  ici  qus  les  hatocVAce»  titirieum  k,^  imi\. 
à  partir  des  aoinmets  A,  B,  dirigées  toutes  deux  d'un  mims  cdlé  <lc  !■ 
droits  AB,  or  iiilromeut  l'égalité  de  ces  deux  biisectrioes  n'api»'' 
nerail  pas  celte  àet  cdtés  a,  b.  (GO 
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(  3.3  ) 
Portant  cette  valeur  de  c  dans  l'é<]ualioH  (5),  on 
obtient  l'équation  en  a 

(   i6fl'(a'-7')[a'-2-t'-f27')' 

Le  terme  en  a*  disparaît,  et  Von  a  une  équation  du 
sixième  degré  qui  ne  contient  l'inconnue  a  qu'à  des 
puissances  paires. 

Il  n'est  rien  dît,  dans  la  Noie,  des  racines  de  cette 
équation  du  sixième  degré.  On  y  suppose  a  ^  y,  et  alors, 
au  moyen  de  calculs  qui  exigent  quelques  dévcloppe- 
ineDts,  on  déduit  de  l'équation  (7)  ces  trois  valeurs 
defl'  

3'      \         32         )'•      \        3»         J"' 

la  troisième,  étant  négative,  correspond  à  des  solutions 
imaginaires. 

Pourtï'=  -,  l'équation  (6)  donne  c  =  a;  le  triangle 
est  équilatéral. 

La  valeur  de  c  correspondante  à  a'^  (  r— ^ —  la* 

est  négative  ;  cette  solution  se  rapporte  au  cas  particu- 
lier oit  ton  considère  les  bissectrices  extérieures  des 
angles  A,  B,  et  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  C, 

Soie  du  Bidactear. —  Lonqae  a  =  ^  et  a  =  i,  en  prenint  pour  In- 
connae  auiiliaire  le  rapport  -t  on  obtient  «wei  simplement  uoe  équi- 
lioD  du  troisième  degré  dont  la  discuuioD  eat  raciie. 

La  diTision  de  l'éqaation  (5)  par  l'équation  {f\),  membre  b  membrei 
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GetU  derniire  éqnitioti  ■  une  racine  potitire  plas  grande  que  -i 
et  deux  racinea  négstÏTsa  dont  les  valeurs  abaoluea  aont,  l'uns  plus  pe- 
tite que  I ,  et  l'autre  plua  grande. 

Soit  h  la  racine  poaitiT«;  ï  cette  racine  A  correspond  <i  =  cA;  et  4<« 

éga)itéaa  =  cABl(5)4a'— e*  =  4x*  on  tire 

Gea  lalean  de  e  ala  sont  réeltea,  poeitifea  et  âniea,  pniaqoe  l'on 

Ainli,  quelle!  que  aoiaat  les  Taleurs  attribuées  aui  bissectrices  inté- 
rieures gt,  ■/,  la  question  admet  une  aclution  réelle,  et  une  seule. 
Quand  a  =  y,  m  =  i,  h  = 

Si  m  =  -ion  «  =  3y,  l'équation  (i')  dorianl  izi-t-Sz'  — ji  — i  =  o, 

ou(ii  +  0(i'  +  i-i)  =  Oi  la  racine  positiTe  i  =  ~.'-'*:V^;  «  «n 

...... ■■'V         ,   -^y(— *-^l ^-t-V^^donc. 


est  le  cdié  d'un  décagone  étoile  Inscrit  dam  le  cercle  dont  le  rayon 
est  a.  Par  conséquent,  A  =  36°,  B  —  36°,  C  ~  loS*. 

Les  deux  racines  négatives  de  l'équation  (['),  changées  de  signe, 
prises  en  valeur  absolue,  répondent  k  cette  autre  question  :  Déterminer 
U$  eSiéi  d'an  triangle  ctoscrU  CAB,  connaiiianl  Ut  Msitclricet  exté- 
rienrei  s,  yS  Jei  deux  onglet  égaux  A,  B,  ec  la  bitiectria  inlérieiav  y  du 
troitiime  angle  G. 

Car,  en  prenant  pour  Inconnue,  x,  le  rapport  -i  la  question  conduit 
k  l'équation 

qu'on  obtient  eu  remplaçant  x  par  —  i,  dane  l'équation 
(■')  ax'-^3*'-4«'*-.  =  o. 

relitlva  aux  trois  bissectrices  intérieures. 
On  a  encore  l'égalité  (  5  )  4  "'  —  ?'  =  4  y'>  ^  comme  a  =  ex,  tl  s'ensnit 

(4*'-, )':■  =  */, 
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Pour  que  cea  Ttleun  da  n  at  c  soient  rtellei,  po^liTes  st  finie*,  il 
(agi  el  il  suffit  que  )>  nieur  de  z  lurpaue  —  C'eit  dire  que  le  nombre 
dd  lalntiDni  rdeil«  de  la  queitiOD  proposée  est  égal  au  nombre  de»  rt- 
âaa  de  l'équatloo  (i'),  supérieures  k--  Or,  cette  équetïon  a,  quel  que 
wU  m,  DO  — t  deux  nuJnes  poiitiTei,  l'une  plus  grinde  que  l'nniléet 
l'iutra  oompriM  entre  o  et  i .  La  première,  que  nous  désignerons  par  x, , 
donna  !■  tolntion 

QuDt  k  la  radne  comprise  entre  o  et  i ,  elle  ne  eurpastera  --  que  si 

l'on  a  n  •<~i  comme  11  est  facile  de  s'en  assurer. 

Deoc  le  nombre  des  solutions  de  la  ques^oa  proposée  sera  3,  ou 
■ealoment  i,  sniTant  qu'on  aura  a>  3.7,  ou  «  £3. y. 

ixirtque  y  ^=  a,  in  =  i,  et  l'équation  (  1')  devient 
i«'-3«'-(.-n-(«-l-i)(li>- 

La  ncina  poiitlTe  x, 
re^teclirement,  pour  valeurs 


Celle  dernière  égalité  montre  que  c  est  le  cAté  du  décagone  réguliov 
Inicritdins  le  cercle  dont  le  rayon  est  a;  donc 

A  =  71%  8  =  71%  C  =  36°. 

(G.) 

2.  M.  Alfred  Germot  a  résolu  la  question  du  Concours 
d'admission  à  l'École  Normale,  dont  une  solution  a  élé 
insérée  dans  le  numéro  de  juin,  page  aSS. 
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PUBLICATIONS  RfiCEBITES. 


1.    BoLLEITlirO    DI    BiBLIOGKAFIl    E   DI    StOBIL    DELLE 

SciBKZE  If  &TSU&TICBE  B  FisicHE,  pubblïcato  da  B.  Bon- 
compagni,  Socio  ordinario  dell'  Accadetnia  pontiâcia 
de'  Nuovi  Lincei,  Socio  corrispondente  dell'  Accademia 
délie  Scïenze  dell'  Istïtuto  di  Bologna,  délie  R.  Acca- 
demie  di  Torino,  e  di  Scienze,  Letlere  ed  Arti  di  Mo- 
dena,  e  Socio  onorario  délia  R.  Accademia  delle  Sciaiu 
di  Berlino. 

ToMo  XI  (1876). 

Gbrhuo.  —  Intorno  alla  vîta  ed  ai  lavorî  di  Giovanni  Saa- 
tini.  Hemoria  di  Blia  Milloienick,  professore  di  Aslronomia  nan- 
tica  nel  ft.  Istïtuto  di  Marina  mercaotile  di  Veneiia. 

FsBKiio.  —  Intorno  alla  vîta  ed  ai  lavori  di  Giovanni  San- 
tini.  Memoria  di  Etia  Millosevich,  professore  di  Astroaomii 
Dautica  nel  R.  Istituto  di  Marina  mercantile  diVenezia.  (Fine.; 

Brano  di  lettera  del  Prof.  Jagelo  Genocchi  a  D.-B.  Bon- 
compagai. 

Annunzi  di  recenti  piibblicnzioni, 

Maazo.  —  Sloria  del  principio  délia  miniina  asione.  Prelr- 
zione  accademica  del  D'  Adolfo  Mayer,  Traduiione  dal  tedesco 
deir  iDg'  G.-B.  Biadego. 

Ifuove  Copernicana  da  Upsal,  Rapporto  letto  alla  Sucietà 
Copernicana  di  Scienze  ed  Arti  in  Thorn,  ii  4  giugno  1877,  t)i 
Mofiimiliano  Curtze.  Traduzione  dal  tedesco  del  D'  Alfonso 
Sparagna. 

GiuDte  ed  annotazioni  aile  •  Ifuove  Copernicana  da  Upsal  >. 
Traduzione  dal  tedesco  del  D'  Atfonso  Sparagna. —  H.  Curtzir. 

I  sei  Cartetli  di  Matematica  disfida,  primamente  intorno  alli 
générale  risoluzione  delle  equazioni  cubiche,  di  Lodovico  Frr- 
ran'jcoisei  contro-cartelli  in  risposta.di  A^/co/o  Tartaglia.vom- 
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(3.7) 
prendenti  le  sotuiioni  de'  quesiii  dall' nn»  e  dall' altra  parle 
propostî.  Raccolii,  autografati  e  pubblicati  da  Ënnco  Giordani 
(Bolognese].  P  re  m  esse  Noiizîe  bibliog  ra  fiche  ed  illustrazionisui 
Cartelli  medeslmi,  estratle  da  documenii  già  a  stampa  ed  altrî 
manoseritti  favoriti  dal  Coram.  Prof.  Silveitro  Gherardi,  Préside 
deU'hlir.  tecn.  proy.  dîFireoze.  Milano,  1876.  R.  Slabiliroenlo 
liEografico  di  Liùgi  Bonchi,  e  lîpograBa  degl'  ingegneri.  In-8°, 
di  210  pagine.  —  D'  Maurizio  Cantor. 

AraiLE.  —  Il  Cartefgio  fra  Lagrange  ed  Buler;  per  Mau- 
riiio  Cantor.  TraduzioDe  dal  tedesco  del  Prof.  Antonio  Fn- 


Étiide  faiaiorique  et  critique  sur  le  problème  de  la 
d'un  corps  solide  autourd'ua  point  fixe,  par  Ph,  Gilbert,  pro- 
fesseur à  l'Université  catholique  de  Louvain.  Bruxelles,  F. 
Hajez,  imprimeur  de  l'Ac  ailé  mie  royale  de  Belgique  ;  1878. 
In-8'  de  98  pages.  —  F.  Siacei. 

AnnuDsidi  récent!  pubbliuazioDi. 

Maogio.  —  Lehrbuch  der  De terminanten- Théorie,  fur  Stu- 
dirende,  von  D^  Siegmund  Giinther,  K.  Bayr.  Gymnasîal- 
Professor,  Milglied  der  Leop.-Karol.  Akademie  d.  natur- 
forscber,  a.  (C.)  D.  K.  Bôhm.  Gesellsrh.  der  Wissenschafïen 
Zweite,  durchaus  umgearbeitelevermehrte  nnd  durch  eine  Anf- 
gaben-Sainmlung  bereicherte  Auflage.  Erlangen,  i877.Verlag 
»on  Eduard  Besold.  —  Dott.  Giovani  Garbien. 

GinoiTO.— Intorno  alla  pubblicazione  fatladal  D'  Carlo  Ma- 
lagola  di  alcuui  documenii  relativi  a  Nicolo  Copernico,  e  ad 
aliri  astronomi  e  matematîci  dei  secoli  xv  e  xvi,  —  Nota  del 
Prof.  Antonio  Pavaro. 

Annunzi  di  récent!  pubblicaïioni. 

LecLio.  —  Notice  sur  un  pamphlet  mathématique  hollan- 
dais intitulé  :  ■  Bril  voorde  Amsierdamsche  belachelycke  geo- 
metristen,  l663  >  ;  par  le  D''  Sierens  de  Haan. 

AcosTo,  —  Bécrologie  de  Joieph-Joanovitch  Somoff ,  par 
H.  André  Smotoff,  Traduit  du  russe  par  M.  J.  Houel. 

Catnloga  deî  lavori  del  Prof.  G.-f.  Somoff.  —  B.  Boneoin- 
pagni. 
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lotorno  ad  una  Lettera  del  Prof.  G.-l.  Somoff.  —  B.  Bon- 
eompagni. 

Lettera  dal  Prof.  G.-l.  Somoff  n  B.  Boncompagni. 

Soluzione  délia  •  questiou  391  >  délia  Notuelle  Correipon- 
danee  mathématiijue.  "  —  B.  Boncompagni. 

Annuiui  di  recentî  pubblicaiîoni. 

SETTsueaE.  —  NotLiie  storîclie  inlorno  ail'  inveniione  del 
termometro.  —  Raffaello  Caverni. 

ÛTTOBaii.  —  Intorno  a  due  Letlere  del  P-  Abai£  D.  Btnt- 
detto  Castelll,  Monaco  Cnasiaese  a  Honsigoore  D.  Ferdinaado 
Cesarini.  —  S.  Boneo/npagni. 

Due  Letlere  del  P.  Abate  D.  Benedetto  CasteUi  a  Hoiui- 
gnore  D.  Ferdinando  Cesarini. 

Catlelli  (  Benedetio  ) ,  —  Articolo  inedtto  dell'  Opéra  del  conte 
Giovanni-Maria  MaziucAelli,  iatitolata  :  «  GU  serittoHd'ltaiie 
(CodiceVaticano,  n'9266,  carte  aai-wS). 

Annunii  di  recenti  pubblicazîoni. 

NoTKHBSB.  —  Délia  vita  e  degli  acritli  fiiico-matematicî  di 
Ermanno  Grasmann  ;  per  Antonio  Faearo,  profeuore  nelb  R' 
Université  di  Padava. 

Gcschichte  der  Wissenschaflen  in  Deuttchland.  Neuere  Zeil- 
Sechszehater  Band.  Geschichte  der  Astronomie,  auf  Veraolii- 
aung  undmit  Untersliitziing  Seiner  Majesiât  des  Kânigs  von 
Bayera,  Maximilian  II,  herau^egeben  durtli  die  hîstoriscbe 
Commission  bei  der  KSnigl.  Académie  der  Wiasemchaften. 
Munchen,  ■877-  Druok  und  Verlag  von  H,  Oldenborg.  —  Ge- 
schichte der  Astronomie,  von  Rudolf  fVolf.  Auf  Veranlassuiig 
und  mit  UnteratiitEung Seiner  Majestal  des  K.i3nîgs  von  Bayem, 
HaximiliaD  II,  faerausgegeben  durch  die  historische  Com- 
mission bei  der  Kënigl.  Académie  der  Wissenscharten.  Hun- 
chen,  1877,  Druck  und  Verlag  von  R.  Oldenborg.  10-8°  di 
83a  pagine  {xvi.  8:6).  —  A.  Fa.aro. 

Grundlioien  der  mathemalischen  Géographie  und  elemen- 
taren  Astronomie,  zum  Gebrauclie  in  lioberen  Hitlelscliul- 
klassen  und  bei  akademischen  Vorintgen,  von  D'  Siegnniad 
Gunther,  Professor  am  Gymnasium  in   Ansbach.    Hnnclien, 
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llieodor  Ackermino,  1878.  In-8'  di  i36  pagine  (vm,  128). 
—  A,  Favaro. 

DidHBH.  —  Sur  la  lérie  récurrenle  de  Fermât,  par 
H.  Edouard  Ltteai,  profefMiir  de  Hathéœatiqnes  spéciales  au 
lycée  Charlemague,  fi  Paris. 

La  Suiria  délie  Hatematiche  nella  UniveraU  di  Padova.  Let- 
lera  del  Prof.  JrUonia  Favaro  a  D.-B.  Boncompagni, 

Eletnenleder  Théorie  der  DetermiDanien  mit  vieleii  Uebung»- 
aurgaben,  von  D'  Mansion,  Professer  an  der  UniversilUt  zu 
Gent.  Leipzig,  Dmck  und  Verlag  von  B,-Q.  Teubner  ;  1878. 
In-S"  di  55  pagine  (vi,  49)-  —  U'  Giovanni  Garbieri, 

Anounzi  di  recenti  pubblicazioni, 

â.  Alti  délia  R.  Accademia  dei  Lînceï  (1878-79). 

Traosunti.  —  Volume  HI. 

Fascicolo  4°-  —  Marzo  1879. 

Fascicolo  5".  —  Aprite  1879, 

Fascicolo  6"-  —  Waggîo  1879. 

Rom  a,  coi  lipi  del  Salviucci  (1879). 

3.  Quindicesima  Rivùta  di  Giomali.  Lettura  fatia  al 
B.Istitutoveaeto  di  Scïenze,  Lettere  ed  Artï  nel  gennaio 
1879,  dal  Prof.  Giusto  Beltavitù,  Membro  efT.  dell' 
Istituto  siesso. 

4.  The  Analysi.  Ajournai  of  pure  and  applied  Ma- 
tbemaiics.  Edïted  and  published  by  J.'E.  Hendricks, 
A.  M.  (May  1879).  Des  Moines,  lowa,  Mills  et  Co,Book 
and  Job  prinUTS,  1879. 

5.  Leçons  sur  la  Géométrie,  par  Alfred  Clehsch, 
recueillies  cr  complétées  par  Ferdinand  Undemann, 
professeur  à  l'Université  de  Friboui^  en  Brisgau.  Tra- 
daiies  par  Adolphe  Benoist,  docteur  en  droit,  Membre 
de  la  Société  mathématique  de  France. 
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TomeI".  —  Traité  des  sections  coniques  et  intro- 
duction à  la  théorie  des  formes  algébriques.  Paris, 
Gauthier-Villars,  imprimeur-libraire,  quai  des  Grands- 
Auguslins,  55;  1879.  Prix  :*t3  francs. 

6.  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  par  /.  Hoiiel,  pro- 
fesseur de  Maih^maiiquespurea  h  la  Faculié  des  Sciences 
de  Bordeaux. 

ToHB  IL  —  Paris,  Gauihier-Villars,  imprîmeur- 
lïbraire,  quai  des  Grands-Augustins,  55.  Prix  :  i5 
francs. 

7.  £ssaisur  le  calcul  des  quantités  associées  en  sys- 
tèmes et  sur  son  application  à  la  théorie  des  équations 
simultanées,  par  M.  Ch.  Méray,  ancien  élève  de  l'Ecole 
Normale,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

Extrait  du  numéro  de  mars  1879  des  Annales  scienti- 
fiques de  VÉcole  Normale  supérieure,  publiées  sous  les 
auspices  de  M.  le  Ministre  de  l'Insiruciion  pub]îque,par 
un  Comité  de  rédaction  composé  de  MM,  les  Maîtres  de 
Conférences  de  l'École.  Paris,  Gaulhter-Villars.  impri- 
meur-libraire, quai  des  Grands-Augustins,  55  ;  1879. 

8.  Pi'écis  d'un  Traité  de  Statique  dans  lequel  les 
couples  sont  remplacés  par  les  leviers  de  rotation;  par 
M.J^.f/'aifiRRe,  ancien  professeurauxEcolesd'artilIerie, 
Inspecteur  de  l'Ecole  des  Beaux-Ans  et  Sciences  indus- 
trielles de  Toulouse.  Toulouse,  imprimerie  Douk- 
donre,  rue  Saint-Rome,  Sg  ;  1879. 

9.  La  racine  cubique  obtenue  par  la  méthode  des 
interpolations  successives  applicable  à  l'extraction  de 
la  racine  carrée,  ou  l'extraction  des  racines  presque  ré- 
duite à  quelques  soustractions.   Ouvrage  suivi  d'une 
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Note  sur  une  autre  méthode  entièrement  nouvelle^  de 
même  que  la  première,  par  M.  Michel  Laporte,  profes- 
ienr  du  Cours  municipal  de  Géométrie  et  de  Méca- 
nique appliquées  aux  arts  de  la  ville  de  Bordeaux.  — 
Prix  :  I  fr.  5o.  Paris,  Ch.  Delagrave,  éditeur,  rue 
SouESot,  i5.  Bordeaux,  Feret  et  fils,  libraires-édiieurs, 
rue  de  l'Intendance,  i5;  1879. 


SOLUTIONS  DE  «(lESTIANS 

niPOSiiBS  DAKS  ms  nodyellks  annales 


Question  1259 

{«ir  .riéru,i.  IVU.j.ui)i 

P«K    M.    MORET-BLANC. 

il  l'on  développe  l'expression  {i  —  iax  +  a'  )"  sui- 
vant les  puissances  de  a:  1°  le  développement  aura 
toujours  un  nombre  impair  de  termes  ;  a"  les  coefficients 
de  la  lettre  ordonnatrice  des  termes  équidistants  de  celui 
du  milieu  sont  identiquement  égaux;  3°  si  l'on  égale  à 
zéro  ces  coefficients,  qui  sont  des  polynômes  entiers  et 
rationnels  en  x,  ils  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires 
lorsquUls  sont  de  degré  pair,  et  ils  renferment,  en  outre, 
une  racine  nulle  lorsqu'ils  sont  de  degré  pair. 

{EsCAKT.} 

1°  Le  développement  est  un  polynôme  en  x  de  degré 
3n,  qui  aan  +  I  tertnes;  nous  verrons  qu'aucun  coef- 
ficient n'est  nul. 
a"  L'équation  en  «,  {1 — aax  +  «*)"^o,e8iréci- 
Jun.  d,  Statkimat.,  1'  térle.l.  XVIU.  (JaiBIel  rS^g.)        ai 
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proque:  donc  les  coefficients  des  termes  équidistanll  de 
celai  du  mtlien  sont  idcnlîqaement  ^aux. 

3'  (i- a.» -!-••)■ 

-"""il'.r""'-'-"-''--*-- 

RemarquODS  d'abord  que  1cdéve1oppementde(i  + a'}* 
reaferme  toutes  les  puissances  paires  de  a,  depuis  a' 
jusqu'à  a*". 

Cela  posé,  le  coefGcieut  d'une  puissance  paire  de  a 
est  un  ploynôme  de  degré  pair  eux,  et  composé  de  termes 
tous  positifs  et  de  degrés  pairs;  il  renferme  un  terme  in- 
dépendant de  X  :  donc  ce  coefBcient  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  réelle  de  x. 

Le  coefHcieut  d'une  puissance  impaire  de  a  est  un  po- 
lynôme en  X  de  degré  impair,  composé  de  termes  tous 
négatifs  et  de  degrés  impairs,  dont  un  du  premier  degré; 
donc  ce  coefficient  s'annule  pour  x  =  o,  et  ne  s'annule 
pour  aucune  autre  valeur. 

Note.  ~  Solntiont  aiial<^ei  de  MM.  Sondât;  d*  VîrUu;  B«a«fT** 
HiDtpond,  élèiei  da  Ijc^e  de  Graaable. 


Question  1368 

(  Kilr  r  itria,  I.  XTII ,  p.  M7  )  i 

Par  h.  h.  LEZ. 
Lieu  du  point  de  la  tangente  à  Vhfpocyclotde 
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qui  est  conjugué  liarmonique  du  point  de  contact  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

(Gambby.) 

On  sait  que  la  courbe  x'  -hj'  =  r'  est  l'envelo[>pe 
d'nne  droite  ÂB  de  longueur  r,  dont  les  deux  extrémi- 
tés A,  B  glissent  sur  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
et  que  le  point  de  contact  C  est  le  pîed  de  la  perpendicu- 
laire menée  à  AB,  du  quatrième  sommet  M  du  rectangle 
AOBM  construit  sur  OA  et  OB  {*}.  Il  résulte  de  celte 
construction  qu'en  désignant  par  a  et  &  les  distances  va- 
riables OA,  OB,  le  point  de  contact  G  a  pour  coordonnées 

x=~ j-,  Y  =  -T — ni  et  les  droites  AB,  OC,  res- 

pectivenient,  pour  «qaations 


L'équation  de  la  droite  OD,  conjuguée  liarmonique 
de  OC  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées,  est 

En  éliminant  a  et  b  entre  les  équations  (i),  (3),  et 
a' H- fi*  ^  /•*,  on  aura  l'équation  du  lieu  proposé. 
Des  équations  (i)  et  (3)  on  tire 

d'où 

la  substitution  de  ces  expressions  de  a  et  b,  dans  1  éga- 
lité a*  -\-b*=^  r*,  donne  l'équation 

(*]  La  lecteur  e>t  prié  de  faire  11  llgun. 
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qu'oD  peut  mettre  sous  la  forme 

(x'-\-X'~  >■')•  =  x'x' [jT^  -i- y'}  . 
Le  lieu  passant  par  les  points 

comprend  quatre  branches  doubles,  indéGnieg,  symé- 
triques par  rapport  aux  axes  coordonnés  qu'elles  toudienl 
en  se  réunissant  à  une  distance  ràt:  l'origineO. 

Les  différents  points  de  ce  lieu  répondant  directement 
à  la  question  se  construisent  facilement.  Il  suffit  de  dé- 
crire un  cercle  sur  AB  =  r,  comme  diamètre;  puis  de 
meuerpar  le  point  M,  sommet  du  rectangle  inscrit  AOBM, 
uue  tangente  MD,  qui  rencontrera  ÂB  en  un  point  D, 
conjugua  harmonique  de  C,  par  rapport  aux  points  A 
etB. 

IfoU.  —  ht  même  question  ■  él4  TéMlde  pu  HH.  Fauqaembwrgiu; 
Morat-BluiCi  Soadat)  Pitani;  ChumboD;  B.  Rodier  et  Engins  Délais 
sièTei  de  Hatliématlqiies  spécisles  sa  lycée  de  Lyon. 


Question  1383 

(  nlr  •■  i4rl«,  t.  IVIl,  t.  Ut]; 

Pàk  m.   ALBaaT  LACAZETTE, 
ÉiiTe  du  lycée  de  Bardeini. 

Si  d'un  point  B  d'une  hyperbole  ètfuilatère  dont  le 
centre  est  O  on  abaisse  une  perpendiculaire  BC  sar  une 
tangente  en  A,  Vangle  GOA  est  double  de  CAB. 
(A.  Cahviek.) 
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Soit  I  le  mitien  de  AB;  on  sait  que  les  quatre  points 
A,  C,  O,  I  sont  sur  une  même  circonférence.  Par  snîte, 
l'angle  COA  et  l'angle  CIA  sont  égaux  comme  inscrits 
dam  un  même,  segment.  Mais,  Cl  étant  une  médiane  du 
triangle  CAB  rectangle  en  C,  l'angle 

CU=  i8o»— 2CAB; 
donc 

C0A=i8o''— aCAB  =  3(90''  — CAB)  (*). 

Note.  —  M.  Charrel,  élère  du  lycée  de  Grenoble,  donne  une  solu- 
tloQ  fondée  lur  ce  lemme  : 

Si  par  dtax  pointi  A,  B  d'itae  hyperbole  èqiûialkre,  noaiititii  turune 
aémt  brancha,  on  fait  potier  ane  circonférence,  ajraal  AB  pour  dia- 
mètre, la  ucondt  corde  d'iiiterieclion  paise  par  le  centre  de  l'hyperboU. 

Ed  biunl  application  de  ce  lemme  k  la  queatian  propeiée,  M.  diarrat 
dittin^e  deux  cas,  luiTant  qoe  Im  patata  B,  A  appartieneent  k  une 
même  branche  de  l'hyperbole,  ou  k  deui  branches  diflerentea;  dans  le 
premier  ca>,  l'angle  COA  e*t  double  de  CAB  ;  dans  le  aecond,  l'aDgle  COA 
Ht  di>nble  du  complément  de  CAB. 

Noie.  —  La  même  queUion  a  été  réaolue  par  UH.  Lei,  Horet-BIinc, 


Question   1284 

Pab  h.  e.  fauquembergue, 

Maître  répétiteur  au  Ijcée  de  Saint-Quentin. 

On  décrit  tous  les  cercles  simplement  tangents  à  une 
conique  B  en  un  point  C.  On  mène  à  chacun  de  ces 
cercles  des  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  fixes 
de  la  conique  ;  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M 
d'intersection  de  ces  tangentes, 

(Ba,....».) 


(*)  Quand  lee  polota  A,  B  apparUennenl  k  une  même  braoehe  de  l'hy- 
perbola,  le*  angle*  COA,  CIA  lont  tupplémentairei,  et  c'eai  alors  que 
•^O.V  =  ï  CAB.  (  ^^^rt  da  rrdactear.  ) 
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Tous  ces  cercles  sont  h omoth Cliques,  et  le  point  C  esi 
le  centre  d'homothétie.  Or,  on  sait  que  les  tangentes  ho- 
mologues de  deux  cercles  homothétîqnes  sont  parallila; 
les  pointa  d'intersection  de  deux  systèmes  de  tangentes 
homologues  sont  donc  homothétîques,  c'est-à-dire  qu'ils 
se  trouvent  sur  une  droite  passant  par  le  point  C;  et, 
comme  à  chacune  des  deux  directions  données  corres- 
pond un  couplede  tangentes,  il  y  a  quatre  pointsd'inlef 
section  qui  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  ;  donc 
le  lieu  des  poinu  M  se  compose  de  quatre  droites  issues 
du  point  C. 

JVoM.  —  La  inAnte  qoeition  ■  été  riêtlve  par  MH.  FardioiDdo  Piauii  ; 
Moret-Blanc  ;  Albert  Lacaratte,  élèTa  du  Ijrcée  de  Bordaaui;  L.  JaUiud. 
du  lycée  Coraeille,  à  Rouen. 


(Question  1S88 

(loir  •' itrl*,  1.  XVII,  p.  i„): 

Pi»  M.  GAMBET. 

Une  parabole  P,  de  paramètre  constant,  se  meul 
dans  son  plan  parallèlement  à  elle-même,  de  façon 
que  chacun  de  ses  points  décrive  une  parabole  P  de 
paramètre  donné,  dont  taxe  soit  parallèle  à  celui  de  la 
parabole  mobile.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un 
point  Jixe  donné,  par  rapport  à  la  parabole  P. 

Même  question  en  supposant  la  parabole  V  rem- 
placée par  une  droite  de  direction  quelcomfue. 

(Laisaht.) 

La  parabole  Gxc  P  que  décrit  le  sommet  de  la  para- 
bole P  ayant  pour  équation 

cette  dernière  sera,  par  rapport  aux  mêmes  txes,  repré- 
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lenlée  par 

^p  étant  sou  paramètre,  et  x,  p  les  coordonnées  du  point 
d'intersection. 

La  polaire  d'an  point  (a,b)  par  rapport  à  P  a  pour 
équation 

(,)        p.-  p[j.  +  A)  +  ap,  -p(^  +  a)  4-  ftr  =  o. 
avec  la  relation 

L'cQvetoppe  de  (i)  s'obtiendra  en  écrivant  d'abord 
que  les  dérivées  par  rapport  à  «t  et  à  ^  sont  proportion- 
nelles dans  les  relatioas  (i)  et  (3),  ce  qui  douue 


m 


Ensuite  il  faudra  éliminer  iz  et  P  entre  (i),  (a)  et  (3). 
Cette  élimination  n'a  rien  de  difficile  et  conduit  à 


équation  d'une  autre  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à 
ceux  des  précédentes. 

Si  la  parabole  P*  est  remplacée  par  une  droite  donnée, 
on  rapportera  la  parabole  P  à  celui  de  ses  diamètres  qui 
est  conjugué  de  la  direction  donnée.  Son  équation  sera 
alors,  avec  uu  seul  paramèlre  variable, 

(r-p)'-2p^  =  o. 

Id  méthode  précédente  conduira  à  l'équation 
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qui  représente  encore  une  parabole  dont  Taxe  est  paral- 
lèle à  t'axe  de  P,  et  dont  le  paramètre  est  double. 

ffoee. —  Solutions  Bnalofpies  de  MM.  Moret-BlnDc  ;  Fiuquembeigae  ; 
P«rdJDUido  Pisanii  Sobaglii;  J.  Griest,  maître  répétiteur  su  lycce 
d'Alger;  JallUrd,ël«*edu  Ijcée  Corneille,  kKoaea. 

H-Robiglia  a  donné  nne  solution  géométrique. 


Question  1291 

(Tilr  i>  itrl*,  I.  TVII.  p.  itaji 

P*a  M.  ROMERO. 

Vétiuation  x^-hx^-^x* +x —  i=jr*  est  impossible 
en  nombres  entiers  et  positifs. 

Dans  toute  solution  en  nombres  entiers  de  cette  équa- 
tion, y  étant  nécessairement  impair,  l'équation  pro- 
posée peut  s'écrire 

(,)  x(x  +  , )(«.+  ,)  =  ,[„,.  +  («  +  ,)■]. 

a;  ne  peut  avoir  aucune  des  formes  ^n,^n  ±i,'p&Tfx 
qu'il  en  résulterait  que  le  premier  membre  serait  mul- 
tiple de  4)  tandis  que  le  second  membre  ne  contient  le 
facteur  3  qu'à  la  première  puissance.  Donc  x  est  de  la 
forme  4"  -t-  ^■<  et  par  suite  l'équation  (i)  devient,  en 
divisant  ses  deux  membres  par  2, 

(a» +  i)(4»+3)[(i»  +  .)-.4H-.]  =  m-+ (".  +  .)•, 
OÙ  4»-S-3est  diviseur  de  la  somme  m*-H(n»-h»)'de 
deux  carrés  prenùers  entre  eux  ;  mais  on  sait  qu'un 
nombre  de  la  forme  4  "  +  3  ne  peut  être  égal  à  la  somme 
de  deux  carrés  :  donc  l'équation  proposée  est  impossible 
en  nombres  entiers  et  positifs. 

Sole.  —  L>  mènie  question  ■  été  résolue  ptr  MM.  Moyl  et  Moral-Blanr. 
M.  Méjl  ■  démontré,  de  plus,  que  l'équatioa  admet  senlement  l«s  solu- 
lions  enli*r«s  négaliïBS  :  s=i—  i,j'=±i. 
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Question  1303 

[  loir  1*  atrU,  t.  XVn,  f.  tu)) 

Pift  M.    HORET.BLANC. 

Trouver  un  nombre  qui  soit  égal  à  la  somme  des 
chiffres  de  son  cube.  (Laisamt.) 

Le  nombre  et  son  cube  divisés  par  g  doiveni  donner  le 
même  reale  ;  un  cube  étant  nécessairement  de  l'une  des 
formes  Qm,gm — i,9m+ij  il  en  est  de  même  des 
nombres  satisfaisant  à  la  condition  posée. 

Ces  nombres  ne  peuvent  se  trouver  que  parmi  lea 
nombres  d'un  ou  deux  cbiffres,  car,  le  cube  d'nn  nombn; 
de  trois  cbilTres  ayant  au  plus  oeuf  chiffres,  la  somme  des 
chiffres  de  son  cube  est  inférieure  k  8i  <|[  loo. 

Le  cube  d'un  nombre  de  denx  chiffres  ayant  au  plus 
six  chiffres,  la  somme  des  cbiffres  de  son  cube  est  infé- 
rienre  à  S^. 

Il  faut  exclure  53,  dont  le  cube  est  terminé  par  y,  la 
somme  des  chilfres  ne  pouvant  excéder  53  ;  de  même  que 
44i45i  4^1  dont  le  cube,  composé  de  cinq  chiffres,  est 
terminé  par  4i  5  ou  6,  la  somme  des  cbiffres  ne  peut 
excéder  4  a. 

En  formant  les  cubes  des  nombres  de  forme  9m  —  1 , 
91»,  gm  +  i  de  i  à  37,  on  trouve  les  solutions  sui- 
vantes : 

Nombres....      t,     8,       17,        18,         36,         37. 
Cubes I,  5i2,  49'^>  5832,  17576,  19683. 

Il  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Note.  —  Solntion  analogue  de  M.  de  Virieu. 
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Question  1294 

(nir  l'itrta,  (.  XTII,  mmI; 

Pak  u.  a.  LAISANT. 

Démontrer  que  la  somme  des  inverses  de  n  nomires 
positifs  en  progression  arithmétique  excède  le  quotient 
de  n*  par  la  somme  des  termes  de  la  progression. 

Déduire  de  cette  proposition  la  divergence  de  la 
série 


(«) 


15      4/ 


(LlOKITET.  ) 


La  première  partie  de  l'énoncé  qui  précède  n'est  pu 
assez  générale.  11  n'est  nallement  nécessaire  que  le«  n 
nombres  soient  en  progression  arithmétique;  il  suffit 
qu'ils  soient  positifs.  Désignons,  en  eHet,  ces  nombres 
par  ai,  a,, . . . ,  a,.  On  sait,  et  il  est  facile  de  le  démon- 
trer, que  leur  moyenne  arithmétique  A  est  supérieure  à 
leur  moyenne  géométrique  G;  appliquant  cette  même 
propriété  à  leurs  inverses,  nous  avons 


-■■■*T>-. 


Plus  directement,  si  l'on  fait  le  produit  de 
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OD  obtient  n 


dont  les  uns  sont  égaux  à  l'unité  et  dont  tes  autres  se 

groupent  denz  à  deux  suivant  la  forme  —  H —  ^^-  Le 

produit  est  donc  plus  grand  que  le  résultat  qu'on  obtien- 
drait en  remplaçant  tous  les  termes  par  l'unité,  dans  le 
Tableau  précédent,  c'est-à-dire  que  »*. 

Quant  à  la  série  proposée,  on  voit  que  les  sommes  des 
dénominateurs  des  termes  positifs  entre  parenthèses 
sont  respectivement 

iS  3',  3>,  4' 

Donc  la  somme  de  la  série  est  plus  grande  que 


^^5— )■ 


Cette  somme  croit,  comme  l'on  sait,  au  delà  de  tonte 
limite.  La  série  est  donc  divergente. 

M.  Bertrand,  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel 
(p.  35o)  démontre  la  convergence  de  la  série 

dont  la  somme  est  égale  à  -logi.  La  comparaison  des 
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séries  (a)  et  (&)  nous  monlre  donc  un  noavel  el  intéres- 
sant  exemple  de  rinfluence  du  groupement  des  termes 
sur  Ift  convei^ence. 

II  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  la  série  d- 
dessous  est  elle-même  divergente  si  oc  est  une  quantité 
positive  déterminée,  inférieure  jt  l'unité: 


(■- 


V3      5 


"^\.3-^,5-^.,-^,9      4/ 

La  somme  est  supérieure  i  (i  —  «)(i  H '"â"*"-"]* 

Remarques.  —  I.  Si  ai,  a,,  . . . ,  a„  sont  en  progrea- 
siaa  arithmétique,  on  a  la  formule  plus  simple 


U.  Si  ai,  flt,  . . . ,  a„  sont  en  progression  harmonique, 
il  vient 

i+i> î; 

«1        «,         (J,  +  Œj-t-  .  .  .  *4-  fl. 

Note.  —  La  inèmt  qaaUan  a  éU  rtolne  par  MH.  FerdinuidoPiusi; 

de  Viriea  ;  Fauquembar^e;  Horet-Blanc;  L.  Fourcade  et  P.  Antluiiao, 

ëlèreaBD  Mathématlqnet  apécialeaau  coUéga  HolUn,  claue  de  M.  Ubonl; 

Boell,  aiit,  du  l}cée  du  Barra. 


Question  1303 

{Toiri-tèrl*,!,  XTIl.  ».  m)  ; 

P*a  M.  A.-J.-F.  METL, 
Ancien  capilaine  d'artillerie  à  La  Haje. 

Trouver  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation 

x'-h  7j:  =  2^;^-t-  3)  [j-'-i-3/  +  5). 

(LlOHHET.) 
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En  multipliant  cette  équation  par  a,  elle  peut  s'écrire 
a«'-t-i4«  =  (ïj''-+-6r+  5  — 5)  {2j'"-h6j--4-5-i-5), 
on  bien 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x  +  3].+  (».  +  4).=  [(j-  +  .).+  (^  +  ,l.].. 

Or,  d'après  le  théorème  de  M.  de  Conquières  (-fOfV 
9*  série,  t.  XVII,  p.  307,  etc.),  cette  équation  n'admet 
que  les  valeurs  x  +  3  =  3eta:-f-3  =  —  4>  "^  chacune 
desquelles  correspondent  les  deux  valeurs/ -t-i  =  1  et 
/  -f- 1  =:  —  3.  Ou  a  donc  les  quatre  solutions 

''^°'        \x  =  o,     jr  =  -3. 

*  =  -■;.  1 

Mais,  en  considérant  la  seule  solution  impropre  de  l'é- 
quation du  théorème  précité,  savoir 

(o)-+(±,l.=  [(o)'+(±,)T, 

ou  a  encore  les  solutions  x-l-3  =  o  etx-t-3  =  —  i,  à 
chacune  desquelles  correspondent  les  deux  valeurs 
^-  +  1  =  0  ety  +  i  =  — I,  ce  qui  donne  encore  les 
quatre  solutions 

x=-3,  1 

Ces  huit  solutions  sont  les  seules  possibles. 

Le  second  système  de  ces  solutions  est  fourni  immé- 
diatement par  l'inspection  de  t' équation  donnée;  eu 
ajouUnt  à  chaque  membre  de  cette  équation  le  nombre  1  a , 
on  trouve  sans  difficulté 

[r  +  3)(^+4)=.a(^  +  i)(r  +  3)(>'-f  3^-4-3), 
qui  donne  le  second  système. 
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Question  1304 

(ialFi->èrl>,  I.  XVII,  f.  »7li 

Pi»  M.  C.  BOELL, 
ËléTD  du  lycée  du  HiTre. 
La  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit aux  deux  côtés  AB,  AC  du  triangle  inscril,  ABC, 
est  égale  à  la  corde  menée  par  le  point  C,  perpendi- 
culairement à  AC  dans  le  cercle  décrit  sur  DC,  comme 
diamètre,  D  étant  le  milieu  de  Varc  BC. 

(A.    CàMIIER.) 

Soient  OM,  ON  les  distances  du  centre  O,  anz  deux 
cAtés  AB,  AC,  et  CP  la  t:orde  du  cercle  décrit  sur  DC, 
comme  diamètre,  perpendiculairement  à  AC  [*]. 

Prolongeons  la  dioite  PD  qui  est  parallèle  à  CA,  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  E  avec  la  circonférence  circouscriie 
au  triangle  ABC. 

Soit  OR  la  distance  du  centre  O  à  la  corde  DE;  OR 
est  le  prolongement  de  ON,  et  la  droite  RN  est  égale  ei 
parallèle  à  PC.  Le  tliéorème  sera  donc  démontré  si  l'on 
prouve  que  OM  =  OR. 

Or  les  deux   arcs  CD,  AE  sont  égaux,  comme  com- 
pris entre   les   parallèles  AC,   ED;  d'autre  part,  l'arc 
CD  =  l'arc  DB  :  donc  arc  A£  =  arc  DB,  et,  en  ajoaiani 
aux  deux  membres  de   l|égalilé  l'arc  EB,  on  a 
arcAB=arcED. 

L'égalité  des  arcs  entraîne  celle  des  cordes  AB,  ED,  et, 
parsuite,  l'égalité  des  distances  OM,  OR.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

JFon.  —  La  infeme  question  ■  M  ritoloe  par  MH.  Lei)  FardiMid 
PiuniiRobielU;  Fabry,  du  collégi!  ChipUl  ;  Paul  L«  BoQx  et  B.  Woir, 
él^Tei  au  Lycée  de  HeiineB;  Albert  Renou,  Hitt  du  Lycée  do  Ciee; 
Loait  Canret,  et  par  un  aaonyme. 

[■]  L«  lecteur  eil  prié  de  faire  la  fiçur». 
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9IISSTI«NS. 


1311.  Quatre  nombres  entiers»,  P,  y,  â,  positifs  on 
négatifs,  étant  donnés,  soit  fait,  pour  abréger, 

Q=p'  +  ,'  +  ^-a[p  +  7  +  J), 
R  — y  4_  J.  +  a'— P(7  4-J+a), 
S  =3  «■ -H  a' +  p' -  7  { i  +  «  +  p  ] . 

On  peut  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  le 
n  ombre 

P"-i-Q'-f-R'  +  S' 

est  le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un  s'exprime  par 
une  somme  de  quatre  carrés,  et  l'autre  par  une  somme 
de  trois  carrés.  (S.  Rsilis.  ) 

1312.  Transformer  le  produit 

3(„>  +  p.+T')[(--t-?)'  +  lP  +  7)'  +  (y  +  «)'l 

en  ane  somme  de  trois  cubes.  (S.  Bbalis.) 

1313.  Un  nombre  p,  qui  est  la  somme  de  n  cubes 
entiers,  élaut  donné,  assigner  un  nombre  q,  tel  que  le 
produit  p*tf  soii  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 

(S.  Realis.) 

1314.  Si,  dans  un  triangle  ABC,  on  a  A  ±  B  =  90°, 
alors 

les  signes  supérieurs,  on  inférieurs,  étant  pris  ensemble. 
On  demande  une  démonstration  simple  de  cette  exien- 
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sion  da  théorème  de  P;thagore.  (Extrait  da  journal 
anglais  The  educational  Timei.) 

(Donald  Me.  Alistkb,  B.A.B.Sc.) 

1315.  Etant  donnés  un  triangle  inscrit  ABC  «t  le 
diamètre  DE  perpendiculaire  à  BC,  si  du  point  C  comme 
centre,  avec  la  moitié  de  BC  pour  rayon,  on  décnt  une 
circonférence  qui  rencontre  CE  en  N,  que  par  N  on 
mène  JSM  parallèle  à  CA  et  coupant  AE  en  M,  il  s'agit 
de  démontrer  que 


Ce  théorème  sert  à  déterminer  le  grand  axe  d'tme 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 
(A.  Cambiek.) 

1316.  On  prend  sur  la  tangente  à  une  cycloïde  fixe, 
à  partir  du  point  de  contact,  une  longueur  proportio»- 
nelle  au  rayon  de  courbure  de  ce  point;  trouver  le  lieu 
de  l'extrémité  de  celte  longueur,  quand  la  tangente  te 
déplace.  (BiaBÂBiir.) 

1317.  Démonjrer  que  le  polynôme 

«»  —  «»«-*<  +  a(fl'—  i)a-  — n'j--|+  I 

est  divisible  par  {x  —  t)*.  Trouver  l'expression  générale 
du  quotient.  (Geott.) 

1318.  Trouver  un  nombre  ayant  la  double  propriété 
d'être  ^al  à  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  con- 
sécutifs et  &  celle  des  carrés  de  trois  entiers  consécutifs- 

(LlOHDBT.) 
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MfiMOIRE 

SU!  Li  BBPItÊSKHTATlON  DBS  SUSTACES  ET  LES  PSOIECTIORS 
DES   CASTES    GÉOGKÀPHIQCes; 

pAi  U.  A.  TISSOT. 

[HIT.  (•)]. 
CHlriTIlE    II. 

BKlurehe  dn  iittAma  de  projection  le  mieux  approprié 
à  la  repréMntatioii  d'nne  oontrda  partieuliire. 

Conditions  à  remplir.  —  Notation. 

38.  Dans  la  construction  d'une  carte  r  grande  Rebelle 
destinée  aux  services  publics,  comme  celte  qui  a  été  di'es- 
séeen  France  par  le  Dépôt  de  la  Guerre,  la  condition 
la  plus  importante  à  remplir  est  relative  à  la  reproduc- 
tion des  angles.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  le  mode  de 
projection  les  conserve  rigoureusement,  mais  il  ne  doit 
les  altérer  que  de  quantités  assez  faibles  pour  que  chaque 
fruille  de  la  carte  constitue  un  véritable  levé  topogra- 
pbiqae. 

Les  distances  étant  inévitablement  modifiées,  l'échelle 
du  dessin  variera  plus  ou  moins  d'une  feuille  à  l'autre. 
Il  faut  rendre  cette  variation  aussi  petite  que  possible  en 
réduisant  à  son  minimum  la  plus  grande  altération  de 
longnenr. 

Enfin,  avant  de  tracer  le  canevas,  on  aura  à  calculer 
les  coordonnées  d'un  nombre  considérable  de  points  rap- 
portés à  deux  axes  rectangulaires.  Une  troisième  condi- 

(*)  Nauv.  jtna.,  i*  aérie,  t.  XVII,  p.  35i. 
-*nn.  rf«JI«(MiiM(..s«»BriB,  l.  XVllI.  (Aortt  iR;n.)  22 
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tion  à  laquelle  it  convient  de  salisfaïrc  réside  dans  U 
simplicité  des  formules  employées  à  cet  usage. 

Ces  conditions  sont  aussi  celles  que  l'on  doit  chercher 
à  réaliser  dans  la  construction  d'une  carte  ordinaire.  Le 
but  une  fois  atteint,  non  seulement  les  altérations  seront 
aussi  faibles  que  possible,  mais  il  sera  facile  d'en  teuir 
compte  toutes  les  fois  que  l'on  aura  à  faire  usage  delà 
carte.  Il  suffirait  pour  cela  que  l'on  eût  tracé  légèrement 
sur  cette  carte,  et  avec  une  teinte  difTérente  de  celles  des 
autres  lignes,  quelques -unes  des  courbes  le  long  desquelles 
l'altération  de  longueur  est  constante.  Nous  verrons  qne 
ces  courbes  sont  du  second  degré  et  presque  toujours  des 
ellipiies. 

39.  Sans  faire  d'abord  d'autre  hypothèse  sur  la  forme 
de  la  surface  terrestre,  nous  la  considérerons  commeétant 
de  révolution  autour  âe  la  ligne  des  pAles,  et  nous  pren- 
drons le  rayon  équatorîal  pour  unité.  Dans  l'iniérieur 
du  pays  à  représenter,  nous  adopterons  un  point  particn* 
lier,  dit  point  central,  dont  nous  apprendrons  plus  tard 
k  déterminer  exactement  la  position;  le  méridien  et  le 
parallèle  de  ce  point  seront  appelés,  respectivement, 
méridien  moyen  et  parallèle  moyen.  Sur  la  carte,  nous 
choisirons,  pour  origine  des  coordonnées,  l'homolt^e 
du  point  central-,  l'axe  desx  sera  tangent,  et  l'axe  des j* 
normal  à  la  projection  du  méridien  moyen.  En6u,  noos 
ferons  usage  de  la  notation  suivante,  qui  nous  a  déjà 
servi  en  partie  : 

/  latitude  d'un  point  quelconque  de  la  contrée: 
m  longitude  du  même  point  comptée  à  partir  dn  méri- 
dien moyen  ; 

J7  abscisse    )  ,        .  >        ,  ■ 

,        ,    !  du  point  correspondant  de  la  carte: 
y  ordonnée  S 
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'  rajoD  du  parallèle  terrestre  à  la  latitadv  /; 
p  rayon  de  courbure  du  méridien  à  la  même  latitude  ; 
Ngi'ande  normale  à  la  latitude  /,  ou  longueur  comprise 

sur  fa  normale,  entre  le  point  considéré  et  la  ligne  des 

pôles; 
l,  latitude  du  parallèle  moyen; 
'(  rayon  du  parallèle  moyen  ; 
p,  rayon  de  courbure  du  méridien  à  la  latitude  /«  ; 
N«  grande  normale  à  la  même  latitude  ; 
X  excès  de  la  latitude  du  point  considéré  sur  celle  du 

parallèle  moyen; 
t  arc  de  méridien  compris  entre  le  parallèle  moyen  et 

celui  de  latitude/; 
t  portion  du  parallèle  moyen  comprise  entre  le  méridien 

moyen  et  celui  de  longitude  m; 
Arapportdelongueurssurle  méridien,  aupoint  considéré; 
A  rapport  de  longueurs  sur  le  parallèle  ; 
Q  altération  de  l'angle  du  méridien  avec  le  parallèle; 
a  demi  grand  aie  de  l'ellipse  indicatrice; 
(demi  petit  axe  de  la  même  ellipse; 
M  moitié  du  maximum  de  l'altération  d'angle. 

Les  coordonnées  qui  déterminent  la  position  d'un 
point  quelconque  sur  la  surface  du  globe  peuvent  être 
/  et  m,  ou  X  et  m,  ou  encore  s  et  t.  On  a  d'ailleurs 

1  =  /  —  /,,     (—/■.«. 
On  a  aussi 

r^Kcos/,     r,=:N,cos/,,     ds=:fdl, 
et,  dans  le  triangle  infiniment  petit  que  l'on  forme  en 
abaissant,  de  l'une  des  extrémités  de  l'arc  ds^  une  per- 
pendiculaire sur  le  rayon  du  parallèle  de  l'autre  extré- 
mité, 

dr  .    , 
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Carte  d'un  fiayi  linàté  dans  tous  les  sens. 

40.  Nous  supposons  que  )a  contrée  dont  on  veut  dres- 
ser la  carte  est  d'une  cienduc  moyenne,  comparable  à 
ceUe  de  la  Fraace,  de  l'Espagne,  etc.,  de  sorte  que  1rs 
valeurs  de  f  et  de  t  restent  toujours  asseï  petites.  Pour 
l'Espagne,  par  exemple,  qui  se  trouve  comprise  entre 
les  parallèlesde  36  et  de  ^^degrés,  et  entre  deux  méridiens 
dont  l'angle  est  d'environ  ia''4o',  la  plus  grande  valenr 
de  f  est  à  peu  près  -pj,  et  celle  de  I,  ~j.  Alors  les  coor- 
données x  et  ^  d'un  point  quelconque  de  la  carte  peuvent 
être  supposées  développées  en  séries  convei^eutes  suivant 
les  puissances  de  ;  et  de  t.  D'après  le  choix  qui  a  élé  fait 
pour  l'origine,  ces  développements  ne  contiendront  pas 
de  terme  indépendant  des  variables,  et,  à  cause  de  la 
direction  qui  a  été  donnée  à  l'axe  des  x,  le  terme  en  s 
manquera  dans  y.  Il  nous  reste  à  déierminer  les  coeffi- 
cients des  autres  tenues  de  manière  que  'c  système  de 
projectioD  satisfasse  aux  conditions  qui  ont  été  indiquées 
plus  haut. 

41.  Des  développements  de  x  et  de  ^  on  déduiraii 
ceux  de  h,  de  A  et  de  sinfi,  par  les  formules 

Comme  la  dérivée  de_^  par  rapport  »  s  ne  renferme 
pas  de  terme  constant,  pour  que  le  premier  terme  de  h 
soit  égal  à  l'unité,  il  faut  (|ue  le  coefficient  de  s,  dans  r. 
soît  aussi  égal  à  l'unité,  ei,  pour  que  fi  n'ait  pas  non  pins 
de  terme  eoiisiant,  il  faut  que  x  ne  conlienno  pas  de 
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terme  en  t.  Alors  k  se  réduit  k  —  (  -;-  |  >  saul  des  termes 

du  premier  ordre  ou  d'ordres  plus  élevés  en  s  et  t.  Par 
conséquent,  si,  abstraction  faite  des  termes  d'un  ordre 

supérieur  au  premier,  on  prend  x  égal  à  j,  et  7'  4  -  f, 

l'angle  6  Cl  lesdifFérencesdesrapporU  A  et  A:  avec  l'nnité 
srront  du  premier  ordre.  Cherchons  mainlenant  à  les 
abaisser  au  second. 

42,  Le  carré  de  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  s  n'in- 
troduit dans  h  aucun  terme  du  premier  ordre;  il  faut 
donc  que  celui  de  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  s  n'en 
introduise  pas  non  plus,  ce  qui  exige  que  x  ne  renferme 
ui  terme  en  s*,  ni  terme  en  *(. 

Un  raisonnement  analogue  appliqué  à  k  prouve  que 

y  ne  doit  contenir  ni  terme  en  st,  ni  terme  en  t*.  Alors 

les  termes  du  premier  ordre,  dans  sind,  se  réduisent  à 

j    /dx\         r   dr             ,              .    dx        sin/|       „ 
ceox  de  I  —    H — r  —  /,  ou  a  ceux  de  -; t.  On 

les  fera  disparaître  en  donnant  à  /*,  dans  le  développe- 
ment de  X,  le  coefficient -•  On  est  ainsi  conduit  à 

prendre,  abstraction  faite  des  termes  du  troisième  ordre, 

,    ,  ,          sin/,  ,  ,  r 

x^a!  a  5  H f,  el  y  n  ~t. 

43.  Introduisons  maintenant  les  termes  du  troisième 
ordre,  en  les  affectant  de  coefficients  arbitraires,  et 
posons 


o't 


-  Bf't-i-Cif  - 


-  * -4-  -r- J' -i-  8'*'*- 
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on  aura,  en  négligeant  les  termes  d'ordres  supérieurs  au 
deuxième, 

*  =;  I  +  ^  Fb'*'  —  ■xCst+  (d'+  -^  iang'/,yi, 

(sin^—  -»inn(+(AV— Br,]j' 

+  a(B'r-i-Cr,)ri+(Dr.— C'rjcl. 

Sans  modifier  le  degré  de  l'approxioiation,  on  peut 
remplacer  /  par  /„,  et  r  par  »■»,  dans  les  coefficients  des 
termes  dudeuzièmeordrede/i,  Aetsinfi.  Quant  à  rsin/, 
qui  fait  partie  du  coefficient  de  t  dans  sin  8,  on  lui  sub- 
stituera  son  développement  borné  à  deux  termes,  savoir 

rnnl^z  r,sm/,  +  i-  coa/,  —  siD'/tj  *     (*)■ 

Enfin,  jusqu'ici  nous  avons  toujours  tenu  compte  de 
l'aplatissement,  mais  îl  est  inutile  d'y  avoir  égard  dans 
les  termes  du  second  ordre  ;  nous  remplacerons  donc,  dans 
ces  termes,  p«  par  l'unité  et  r,  par  cos/,.  Il  vient  alors 

A  =  1+  A*'  —  ïBrt  +  (C  +  -  Ung'/,|  f, 

k—  I  -1-B'ï'— 2C'*/-l-fD'-i  -lang'MC. 

sinO=^'A'-B)*'-l-2(lï'  +  C-  £213iî^  rt+lD-triC. 

^  '  \  2C0S'/,/  '  ' 


[*)  Pour  obleDÎr  le  coefficient  de  i  d>n>  ce  déTetoppemeot,  il  lultl 
de  prendra  l>  dérÎTée  de  rsiof  par  rapport  i  s,  puis  de  Taire  i  ^al 


d{.r%\nV)  _    djiinl)  dt 
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Noué  pouvons  faire  en  sorte  que  6  elh —  k  ne  soient 
plus  que  du  troisième  oi-dre;   il  suffît,  pour  cela,  de 
poser 

A'^C=D  =  B.     B'  =  A,     D'  =  C,     A  +  C  =  ^^!^- 
X  eus'/. 

Les  formules 

4  9  it  —  b 

[o  — 6)'z^  (A  —  *')'  «)8'-+  (*  +  *)'sin'-ï     ÛDM^ r 

'  '        '  '  a       '  '         1  a-t-o 

font  voir  que  a  —  A  et  u  seront  aussi  du  troisième  ordre. 
Ainsi,  A  et  C  étant  liés  entre  eux  par  la  relation 

(a)  a(A-t-Clcos'/,  =  rosa/„ 

tous  In  modes  de  projection  i]ue  délinissent  les  formules 


'(+C«*-(- 


lj-=-r  +  ^*'  +  Ai'r  ~  Bst'-i- 


possèdent,  à  l'exclusion  des  autres  systèmes,  la  double 
propriété  de  ne  produire  que  des  altérations  d'angles  du 
troisième  ordre,  et  des  altérations  de  distances  du  second. 
Autour  d'uD  même  point,  l'aliéraiion  de  l'unîté  de  lon- 
gueur est  sensiblement  la  même  dans  toutes  les  direc- 
tions ;  en  l'appelant  f ,  ou  a 

(4)  -«  =  Aj'  — aBrt-i-  (-  —  a)  ''■ 

Il  est  d'ailleurs  impossible  de  l'abaisser  au  troisième 
ordre,  puisque,  dans  cette  dernière  expression,  le  coeffi- 
cient de  i*  et  celui  de  l'  ne  sauraient  être  nuls  en  même 
temps. 
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Système  du  miDÎmum  de  déformation. 

a.  Les  alléralioDS  d'angles  sont  maintenant  devoilicf 
n^lîgeables.  On  pourrait  les  atténuer  dav  an  la  ge,  eimème 
les  détraire  tout  à  fait,  en  introduisant,  dans  les  dévelop- 
pements de  X  et  de  j-,  des  termes  d'ordres  supérienn 
au  troisième  ;  mais  ces  modifications,  qui  ne  produiraient 
que  des  changements  peu  appréciables,  lorsqa'il  s'agirait 
de  rapporter  les  longueurs  sur  la  carte,  comprKjaeraient 
les  formules  saus  Utilité  réelle.  Ce  qu'il  importe  mainte- 
nant, c'est  de  disposer  des  coefBcientsÂ,B,C,  dont  deux 
sont  arbitraires,  de  la  constante  /,,  eufiu  de  la  position 
du  méridien  moyen,  de  manière  que  la  plus  grande  des 
valeurs  que  s  est  susceptible  de  prendre,  dans  toute  l'éten- 
due de  la  carte,  soit  aussi  faible  que  possible. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  A  et  de  6,  il  existera 
toujours  un  angle  E  et  une  quantité  F  tels  que  l'on  ait 

B  .        -  .V 

taitgE:= 1 

*-? 

on,  ce  qui  revient  au  même, 


Maintenant,  au  lieu  des  variables  s  et  I,  prenons-» 
deux  autres  u  et  c,  liées  aux  premières  par  les  relations 

«  =  -t  cos  -  E  —  (  sin  -  E, 

2  2 

c  î:=  j  sin  -  E  ^-  (  coï  -  E, 
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li^ (quelles  donnent 


f  =  p  cos  -  E  —  «  sin  -  E. 

En  substituant  ces  derniires  expressions  à  i  et  à  (  dans 
celle  de  l'altéraiion  de  l'unité  de  longueur,  on  trouve 

1=     ^  +  (A  — ^JcosE  +  BsinE  \u' 

-1-2    (A  — TJwnE  — Bco«E  Ur 

puis,  en  remplaçant  A — j  et  6  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  E  et  de  F, 

(6)  .=  F.'+(i-F);.. 

Remarquons  que,  si  i  et  I  d'une  part,  u  et  i' de  l'autre, 
constituaient  deux  systèmes  de  coordonnées  rectangu- 
laires rapportées  à  la  même  origine,  si  de  plus  l'axe  des 

Il  faisait  avec  celui  des  t  un  angle  égal  à  -«  les  formules 
ci-dessus  qui  eTpriment  «,  ta  première  en  fonction  de  s 
et  de  t,  la  seconde  en  fonction  de  u  et  de  c,  deviendraient, 
pour  chaque  valeur  attribuée  k  ï,  les  deux  équations 
d'une  même  courbe  du  second  degré,  ellipse  ou  hyperbole, 
dont  les  axes  seraient  situés  sur  les  axe»  du  second  sys- 
tème de  coordonnées.  EnCn,  A  représentant  la  longueur 
du  diamètre  qui  est  incliné  k  ^5  degrés  sur  les  axes  de  la 
courbe,  on  aurait 


\il 
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Les  ellipses  correspondraient  âux  valeurs  positives  de 
F  qui  sont  plus  petites  que  -  ■ 

45.  Cela  pose,  cousîdérons  l'un  quelconque  des  sys- 
times  de  projection  qui  se  trouvent  définis  par  les  for- 
mules (a)  et  (3).  Des  valeurs  de  A  et  de  B  qui  lui  corres- 
pondent, on  peut  déduire  celles  de  E  et  de  F;  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  cette  dernière  soit  positive  et 

non  supérieure  i  -■  Construisons,  à  une  échelle  asses 

faible,  une  carte  auxiliaire  de  la  contrée  en  plaçant 
chaque  point  d'après  deux  coordonnées  rec  langui  aires 
respectivement  égales  à  i  et  à  I.  Par  l'origine,  menons 
une  droite  faisant,  avec  l'axe  des  t,  un  angle  égal  Â  —  E, 
et  une  seconde  droite  perpendiculaire  à  la  première. 
Traçonsuneeltipsedontlesaxesse  trouvent  sur  les  deux 
droites  et  aient  leurs  carrés  inversement  proportionnels 

aux  nombres  F  et F.  Enfin  traçons  d'autres  ellipses 

homotfaétiques  à  la  première,  et  dont  la  pins  grande, 
que  nous  appellerons  Vellipse  limite,  enveloppe  le  con- 
tour de  la  carte  auxiliaire,  tout  en  ayant  avec  lui  un  ou 
plusieurs  points  communs.  Chaque  ellipse  marquera  sur 
cette  carte  le  lieu  des  points  pour  chacun  desquels  l'alté- 
ration de  l'uni  lé  de  longueur  est  égale  au  carré  du  quart 
du  diamètre  iDcliné  à  45  degrés  sur  les  axes.  Nulle  pour 
le  centre  commun  des  ellipses,  l'altération  ira  en  aug- 
mentant peu  à  peu  à  mesure  que  l'on  s'écartera  de  ce 
point,  et  atteindra  sa  plus  grande  valeur  sur  l'ellipse 
limite. 

11  est  permis  de  négliger  l'aplatissement  dans  le  calcul 
de  l'allératione,  par  conséquent  aussi  dans  la  conslruc- 
lion  de  la  carte  auxiliaire,  ce  qui  revient  à  prendre,  pour 
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coordoitnees  des  divers  points  de  cette  carte,  non  plus  s 
et  (,  mais  X  el  mcosf^\  dans  la  dernièrf,  on  peut  même 
remplacer  /,  par  une  valeur  approchée  exprimant  un 
nombre  exact  de  degrés  ou  de  demi-degrés  et  se  rappor- 
tant à  la  latitude  d'un  point  de  la  région  centrale  du 
pjs.  La  carie  auxiliaire  ainsi  obtenue  sera  ta  même 
pour  tous  les  modes  de  projection.  Ce  qui  varierait  de 
l'un  à  l'autre,  ce  serait  la  forme  des  ellipses  dont  nous 
avons  fait  usage  tout  à  l'heure,  la  direction  de  leurs 
axes  et  la  position  de  leur  centre  commun.  Il  s'agît  de 
déterminer  ces  éléments  de  manière  que,  dans  l'ellipse 
limite,  le  diamètre  également  incliné  sur  les  axes  soit  le 
plus  petit  possible. 

46.  Ayant  tracé  la  cane  auxiliaire,  ou  seulement  les 
<|uelques  portions  de  son  contour  que  l'on  présume  devoir 
hre  utiles,  on  construit,  d'autre  part,  des  ellipses  de 
formes  diverses,  en  attribuant,  par  exemple,  au  rapport 
desdeux  axes,  les  valeurs  zéro,  un  dixième,  deux  dixièmes, 
iroisdixièmcs,  etc.,  jusqu'à  un,  de  manière  à  passer  ainsi 
graduellement  du  système  de  deux  droites  parallèles  à  la 
circonférence.  On  calque  chaque  courbe  sur  une  feuille 
spéciale  de  papier  transparent,  el  l'on  dessine,  sur  cette 
feuille,  un  ceruin  nombre  d'autres  courbes  homo- 
ihétiques  à  la  première.  On  applique  l'une  des  feuilles 
ainsi  obtenues  sur  la  carte  auxiliaire,  puis  on  la  fait 
glisser  et  loumer  de  manière  à  déplacer,  sur  cette  carie, 
le  centre  commun  des  ellipses  de  la  feuille  et  à  changer 
la  direclion  de  leurs  axes,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  trouvé 
la  position  dans  laquelle  l'ellipse  limite  est  la  plus  petite 
possible.  Ou  mesure  alors  le  diamètre  de  celte  ellipse 
<iui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  axes.  Ou 
renouvelle  lesmèmes  essais  successivementavec  tes  autres 
feuilles.  Celle  qui  fournil  la  plus  petite  longueur  pour  le 
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diamètre  mesuré  correspond  au  aystèiue  de  projection 
que  l'on  cherche,  et  il  est  facile  de  remonter  aux  formules 
par  lesquelles  ce  système  se  trouvera  défini. 

D'abord,  du  i-ésul  lat  obtenu  par  la  mesure  du  diamètre, 
on  déduit  la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur 
à  l'aide  de  la  formule  (7),  Le  rapport  du  grand  axe  an 
petit,  dam  les  ellipses  de  la  feuille,  fait  connaître  F,  car, 
en  appelant  G  ce  rapport,  on  a,  d'après  l'équation  (6), 


La  feuille  ayant  été  mise  en  place  sur  la  carte  auxi- 
liaire, le  point  de  cette  carte  qui  se  trouve  couvert  par  le 
centre  commun  des  ellipses  donne  le  point  central; 
sa  latitude  est  /,;  son  méridien  et  son  parallèle  sont 
le  méridien  et  le  parallèle  moyens.  Eu  doublant 
l'angle  que  fait  alors  le  grand  axe  des  ellipses  avec  les 
parallèles  de  la  carte,  on  obtient  l'angle  E.  Les  valent! 
de  E  et  de  F  étant  connues,  on  calcule  celles  de  A  ei  de  B 
par  les  formules  (  5 },  puis  celle  de  C  par  l'équation  [2); 
il  n'y  a  plus  alors  qu'à  introduire  ces  valeurs  et  celle 
de  h  dans  les  formules  (3). 

47.  La  comparaison,  telle  que  nous  venons  de  l'efTec- 
luer,  ne  porte  que  sur  les  systèmes  de  projection  dans 

lesquels  F  est  compris  entre  zéro  et  -•  Pour  une  valeur 
de  F  négative  ou  plus  grande  que  -j  les  points  où  la  re- 
présentation produit  la  même  altération  de  longueur  se 
rapar tissent,  sur  la  carte  auxiliaire,  suivant  des  hyper- 
boles homo  thé  tiques;  celles-ci  se  trouvent  nécessaïre- 
nieut  conjuguées  deux  à  deux,  sauf  l'une  d'elles  qui  se 
réduit  à  un  système  de  doux  droites  servant  aux  autres 
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d'asymptoies.  En  lout  point  con-espondant  à  l'une  de  ces 
droites,  ta  projection  conserve  les  distances  ;  pour  deux 
points  appartenant  respectivement  à  deux  hyperboles 
conjuguées,  l'altération  de  l'unité  de  longueur  prend  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  mesurées  par  le 
carré  du  quart  du  diamètre  incliné  à  45  degrés  sur  ]es 
axes,  diamètre  qui  est  réel  dans  l'une  des  deux  courbes. 
On  voit  d'après  cela  comment,  à  l'aide  de  la  carte  auxi- 
liaire et  de  groupes  d'hyperboles  tracées  sur  papier  trans- 
parent, on  pourra  détermiuer  le  plus  avantageux  des 
modes  de  projection  pour  lesquels  F  est  négatif  ou  plus 

grand  que--  Il  ne  restera  plus  qu'à  choisir  entre  ce der^ 

nier  et  celui  qu'auront  fourni  les  autres  Talenrs  de  F, 
ce  qui  se  fera  sans  hésilaiion,  par  la  comparaison  des 
diamètres  à  45  degrés  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole 
limites. 

48.  La  plupart  du  temps,  on  reconnaîtra  d'avance 
l'inutilité  de  la  seconde  série  d'essais,  d'autant  plus  que, 
dans  la  comparaison  dont  nous  venons  de  perler,  ce  n'est 
pas  le  diamètre  même  de  l'hyperbole  qui  doit  figurer, 
maïs  son  produit  par  \[^.  En  effet,  pour  les  systèmes  de 
projection  appartenant  a  la  première  série,  l'altération 
de  l'aaité  de  longueur  est  partout  positive,  tandis  que 
pour  chacun  des  systèmes  de  la  seconde  elle  est  taot6t 
positive  et  tantôt  négative,  ce  qui  double  ses  varialions. 
Il  y  aurait  lieu  de  faire  une  remarque  analogue  sur  les 
modes  de  projection  qui,  autour  d'un  même  point,  aug- 
mentent ou  diminuent  les  distances,  suivant  la  direction; 
tel  est  celui  de  la  carte  du  Dépôt  de  la  Guerre.  Pour 
éviter  ces  distinctions  et  rendre  les  systèmes  de  la  pre- 
mière série  imniédiatemcut  comparables  aux  autres, 
nous  supposerons  qu'avant  d'appliquer  les  formules  (3) 
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on  retranche,  de  cliacun  des  voefQcieuts,  une  fraction 
de  sa  valeur  marqaée  par  la  moiiié  de  la  plus  grande 
aliération  de  l'unité  de  longueur,  ce  qui  revient  à  dd 
changement  d'échelle  et  ne  saurait  modifier  les  angle* 
sur  la  carte.  Alors  les  distances  seront  conservées  en 
tous  les  poiuts  de  l'ellipse  dont  )e  rapport  d'homolliétie 

avec  l'ellipse  limite  est  — •  Négative  à  l'inténeur  de  la 

première  courbe  et  positive  à  l'extérieur,  l'allérarionde 
longueur  augmentera,  en  valeur  absolue,  pour  des  points 
de  plus  en  plus  éloignés  de  son  contour^  au  centre  et 
sur  l'ellipse  limite,  cette  valeur  absolue  atteindra  son 
maximum,  qui  ne  sera  plus  que  la  moitié  de  ce  qu'il 
était  auparavant. 

49.  Les  expressions  du  troisième  ordre  que  nous  tnms 

,      .           flin/.  .        .  r  ,, 

ajoutées  a  i  -t i'  et  a  —  ï,  pour  compléter  x  et  j', 

dans  les  formules  (i),  ne  comportent  pas  toute  la  généra- 
lité possible,  car  la  grandeur  relative  d'un  terme  ne  dé- 
pend pas  seulement  de  son  degré,  mais  aussi  de  sou  coef- 
ficient. Aux  termes  du  troisième  degré,  nous  devons  en 
joindre  d'autres  do  second  et  d'autres  du  premier,  en  les 
supposant  aHectés  de  coefGcients  comparables,  pour 
ceux-là,  aux  valeurs  que  peuvent  prendre  5  et  t  dans  l'in- 
térieur ou  sur  le  contour  de  la  contrée,  et,  pour  ceux-ci, 
aux  carrés  des  mêmes  valeurs.  Ces  coeJïîcieDts  se  grou- 
peront entre  eux,  et  non  avec  ceux  des  termes  dn  troi- 
sième degré,  dans  les  développements  de  A,  de  k  et  de 
sîn0,  et  l'on  établira  facilement  les  relations  auxquelles 
ils  doivent  satisfaire  pour  que  les  altérations  d'angles 
restent  comparables  aux  grandeurs  du  troisième  ordre, 
et  les  altérations  de  distances  à  celles  du  second.  On 
trouve  que  les  valeurs  (3)  dex  et  dc^  doivent  être  corn- 
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pillées  par  les  expressions  suivantes  : 

Ç=      A.*"  +  2B,«—  A./'-t- A,.t, 
n  =  — B,.('  +  2A,«-t-B,/'+ A,/, 

dans  lesquelles  A,,  B,  et  A,  déBigneiit  des  coefficients 
arbitraires,  mais  de  grandeurs  coniparables,  les  deux 
premiers  aux  râleurs  que  J  et  t  sont  susceptibles  de 
prendre,  le  troisième  aux  carres  de  ces  mêmes  valeurs. 
Quant  à  l'attéraliou  de  l'uniié  de  longueur,  elle  devient 

1  =  A*' —  aB« -(- (  i  —  A  ] /' +  2  A,*  +  2B,  » -H  A,. 

En  général,  on  pourra  faire  disparaître  les  termes  du 
premier  degré  qui  figurent  dans  t,  eu  remplaçant  les  va- 
riables* et  t  par  d'auires  ayant  avec  elles  des  difTérences 
constantes.  On  pourrait  ensuite  faire  abstraction  du  terme 
constant,  ce  qui  reviendrait  à  changer  d'échelle  dans  la 
construction  de  la  carte.  On  retomberait  alors  sur  l'ex- 
pression (4)-  Les  seuls  modes  de  projection  que  nous 
ayons  à  examirier  sont  ceux  qui  ne  se  prêteraient  pas  à 
ces  transformations,  c'est-à-dire  ceux  pour  lesquels  on 
aurait 

Le  changement  de  coordonnées  dont  on  fait  usage  dans 
la  réduciion  de  l'équation  de  la  parabole  à  sa  forme  la 
plus  simple  pourra  è[re  employé  ici.  Alors,  u  et  c  étant 
les  nouvelles  variables,  et  C|  désignant  un  coefficient 
constant,  on  trouvera 


Les  points  où  la  représentation  produit  la  même  altéra- 
tion de  longueur  se  répartissent  cette  fois,  sur  la  carte 
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auxiliaire,  suivant  des  paraboles  égales  ayant  leun  axes 
sur  une  même  droite.  Les  valeurs  ii  et  vêlant  considérées 
comme  deux  coordonnées  rectangulaires,  l'altération  est 
nulle  sur  la  parabole  qui  a  sou  sommet  à  l'origine.  Snr 
deux  paraboles  ayant  leurs  sommets  équidistants  de  ce 
point,  l'altération  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  mesurées  par  la  moitié  du  carré  de  la  demi' 
corde  que  l'une  d'elles  intercepte  sur  la  ungente  au  som- 
met de  la  parabole  qui  passe  par  l'origine.  On  voit  com- 
ment,  à  l'aide  de  la  carte  auxiliaire  de  la  contrée,  et  de 
groupes  de  paraboles  tracées  sur  papier  transparent,  on 
pourra  déterminer  le  plus  avantageux  des  modes  de  pro- 
jection ponr  lesquels  B'  est  égal  à  A  I Al-  H  sera 

facile  ensuite  de  le  comparer  à  celui  qui  aura  été  obtenu 
par  les  tracés  d'ellipse.  Eu  général,  ce  dernier  sera  le  plus 
avantageux,  et  c'est  ce  que  l'on  reconnaîtra  souvent  sans 
avoir  recours  aux  essais  qui  viennent  d'èlre  indiqués. 

Cas  paiticuliers. 

50.  Si  le  contour  du  pays  présente  une  ceruine  symé- 
trie par  rapport  à  un  méridien  on  par  rapporta  un  paral- 
lèle, l'angle  E  sera  assez  voisin  de  zéro  on  de  90  degrés. 
On  lui  donnera  alors  une  de  ces  deux  valeurs,  a6nd« 
simplifier  les  formules,  lesquelles  deviendront 


.  =  A,.+  (i-A),.. 
Dans  les  essais  qui  auront  pour  but  de  déterminer  la 
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valeur  de  A,  on  aura  soin  de  maiateiiîr  le  grand  axe  des 
ellipses  perpendiculaire  ou  parallèle  aux  méridiens  de  la 
carie  auxiliaire. 

51 .  En  prenant  de  plus  Â  égal  à  zéro,  on  aurait 

[^      ■''^    ar,  '  "'"acosv/'' 
f  r  COS3/, 


Telles  sont  les  formules  qu'il  conviendrait  d'adopter 
si,  dans  le  système  qui  correspond  au  minimum  de  la 
plus  grande  valeur  de  e,  le  coefficient  A  était  assez  petit. 
Dans  le  cas  où  le  parallèle  de  latitude  moyenne  serait 
voisin  de  celui  de  4^  degrés,  elles  se  réduiraient  i 

x  =  s-h~r,  sial,m',     j  =  rm,      t=y  m'. 
2  4 

SS.  L'angle  E  étant  toujours  supposé  nul  ou  droit,  si 
les  essais  conduisent  à  une  valeur  de  A  peu  difTérenie 

de  ~i  on  prendra  A  exactement  égal  à  -»  et,  par  consé- 
quent, C  à tang'/j.  11  viendra 

=  ,  +  _J  I»  -f.  _  y»  - —  lang'/,*/', 

:  -  r  -+-  -  j't  —  ^  tm^lifi, 
r,        ï  b      " 


^.  On  adoptera  aussi  soit  le  système  (lo),  soit  le 
système  (il),  quand  les  points  de  contact  des  ellipses  li- 

Jiiit.d,MMhimai.,'i'*it>ie,X.\\U\.  (Août  187g.)  23 
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mues  avec  lecontoor  du  pays  se  trouvei-oot  dans  \e  m- 
sioage  da  diamètre  incliné  à  4^  d^rëssurles  axcs,nt 
alors  en  chacun  de  ces  points  la  valeur  de  <  sera  seniiUt- 
ment  la  mâme  que  celle  de  t,  et  celle  de  (,  que  l'on  peat 
écrire 


devieudra  à  peu  près  indépendante  de  A. 

54.  Ou  peut  d'aillears  présenter  le  système  (i  i)  sods 
une  forme  beaucoup  plus  simple,  et  lui  donner  une  il^G- 
nition  géométrique.  Le  développement  de  r  borné  k  trois 
iermes  est 

■   .         eoil, 

r=:  r,  —  aui,s s'; 

p. 

si  on  le  substitue  k  r  dans  j,  si  l'on  néglige  l'aplatiiK- 
ment  dans  les  termes  du  troisième  ordre  et  que  l'on 
continue  k  supprimer  ceux  du  quatrième,  enfin  si  l'on 
pose 

(lï)      B,^;-,coséc/„     R^R,  — *—-;«',     fi^msml,, 

les  formules  (lo)  deviendront  identiques  aux snivanies : 

(i3)  .r  =  B,  —  R cosf.,    7  =  Rsiiip. 

Celles-ci  donnent  pour  l'équation  d'un  méridien  quel- 
conque 

r=(R,  — *)Ungf<, 

et,  pour  celle  d'un  parallèle, 

j'+(R.-x)'==R'. 

Ainsi  les  méridiens  de  la  carte  sont  des  droites  con- 
courantes, et  les  parallèles,  des  circonférences  concen- 
triques. Les  méridiens  et  le  parallèle  moyen  sont  tels 
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qn'oD  les  obiieudraii  dans  le  dévelojipeinent  du  c6ne 
circoDscril,  le  Joug  de  ce  parallèle,»  la  surface  terrestre. 
La  distance  comprise  entre  le  parallèle  moyen  et  tout 
antre  de  la  carte  est  ëgale  à  l'arc  de  méridien  que  ces 
deux  parallèles  intei-ceptcnl  sur  le  globe  augmenté  de  la 
mièine  partie  de  son  cube.  Comme  rien  ne  distingue  les 
méridiens  les  uns  des  autres  dans  ce  mode  de  projection, 
il  conserve  ses  propriétés  quelle  que  soit,  dans  le  sens 
des  longitudes,  l'étendue  du  pays  que  l'on  veut représen- 
ttr.  On  adoptera  un  parallèle  moyen  dont  la  latitudi: 
difière  peo  de  la  moyenne  arithmétique  entre  les  deux 
latiindes  extrêmes. 

55.  Pour  calculer  l'arc  s,  qui  figure  dans  les  formules 
relatives  à  nos  divers  modes  de  projection,  on  se  servira 
de  son  développement  suivant  les  puissances  de  Xj  eu 
n^lîgeant  l'aplati  s  se  meut  dans  les  termes  d'ordre  supé- 
rieur au  deuxième,  on  a 


.  =  ,.!■- 


56.  Considérons  maintenant  les  méridiens  terrestres 
comme  des  ellipses  et  soit  e  l'excentricité.  Il  viendra 


d'où  l'on  conclut,   en  négligeant  «*  dans  les  termes  du 
deuxième  ordre. 


En  parbcuUer,  si  nous  nous  reportons  au  système  de 
projection  défini  par  les  formules  (is)  et  (i3),  nous  trou- 
letons.  en  introduisant  celle  expression  des  dans  celle 
a3. 
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da  rayon 

des 

1"' 

.lliles 

(le  la  cartp 

M) 

R  = 

R. 

-,.(> 

+r'"" 

6 


Au  second  membre  de  celle  égaillé,  le  fadeur  pt  doit 
être  maintenu  devant  X,  mais,  devant  les  autres  termes, 
il  ne  sert  qu'à  meure  en  évidence  l'homogénéiié. 

(j^  suivre.) 


NOTE  SUR  l&  QliBSTIO»  <<  TOUT  NOMBItB  PAIR  EST-ll  LU 

SMNB  DB  DE1!X  IMPAIRS  PREMIERS?  » 

P*B  M.  UONNET. 


Cette  question,  posée  d'abord  par  Goldbach  dans  s» 
eon-espondance  avec  Euler,  n'a  pas  encore  été  résolue. 
Mais  en  général  les  géomètres  qui  a'en  sont  occupés,  et 
particulièrement  Euter,  regardent  l'affirmative  comme 
très-probable.  Nous  allons  démontrer  quelques  propo- 
sitions qui  nous  semblent  plutôt  établir  la  probabilité 
contraire. 

I.  Théobèhb.  — Sit'on  désigne  respeciivementparles 
lettres  ij,  x,  ) ,  2  /«  pins  grand  nombre  entier  coniena 
dans  le  tfitart  d'un  nombre  pair%a  ;  le  nombre  des  ma- 
nières dont  naest  la  somme  de  deux  impairs  premiers; 
le  nombre  des  manières  dont  an  est  la  somme  de  deux 
impairs  composés  et  inégaux  j  et  le  nombre  des  impairs 
premiers  inférieurs  à  lia,  on  aura  la  relation 

Four  la  démontrer,  nous  distinguerons  trois  cas,  sui- 
vant que  SI  a  est  multiple  de  4t  double  d'un  impair  com- 
posé, ou  double  d'un  impair  premier  ;  c'est-à-dire  les  [rois 


^lailizodbvGoOglc 


(337) 
CK  généraux  comprenanl  les  trois  cas  pariiciilicrs,  fa- 
ciles à  vérifier, 

aa  — 34  =  4x6;  afl  =  3o=i5X2;  2«  =  34  =  i7X3. 

Premier  cas  :  rxa  =  4?- 

1(4,-,). (4,-3)  ...   (,,  +  3). (>,  +  ,) 
'M         .        .        3         ...   (a,-3).(.,-,). 

Les  ^q  nombres  impairs  inrérîeurs  à  aa  soni  en  pro- 
gression aritlimélîque  dont  le  premier  terme  est  l'unité, 
la  raison  égale  à  a,  et  le  dernier  terme  égal  à  4<7  —  '  ■ 
Quant  aux  sommes  de  deux  termes  paiement  distants 
des  extrêmes,  elles  sont  toutes  égales  à  a  a,  et  leur  nombre 
est  égal  à  q.  De  plus,  chacune  de  ces  sommes  étant  for- 
mée de  deux  impairs  premiers,  ou  de  deux  impairs  com- 
posés et  inégaux,  ou  de  deux  impairs  l'un  premier  et 
l'autre  composé,  si  l'on  désigne  par  z'  le  nombre  de  ces 
dernières  sommes,  on  auia  évidemment 


et,  par  suite, 

(41  9  +  3-=:^  +  a.i:-t-z'; 

remplaçant  ax+  :/  par  z  qui  lui  csl  égal,  on  obtient  la 
relation  (i). 

Deuxième  cas  :  aa  =  4f -H  a;  a^-l-  i  étant  com- 
posé. 

,5,  |;4?+'i-(4î-')  ■■■  (m+3).(^,  +  ,) 

'   '     1        .        .       3  ...   (2,-, ).(»,  +  ,). 

Abstraction  faite  des  deux  impairs  composés  égaux  à 
2?+')  o"  TO't  qi®  'c  nombre  des  sommes  de  deux 
impairs,  dont  chacune  égale  ad,  est  encore  égale  à  ^, 
et  l'on  est  conduit  successîvemeni,  par  un  raisonnement 
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semblable   au  précédeol   [premier  cas) ,  anx  relaiiotu 
(3).  (4M.). 

Troisième  cas   :   aa  =  4?-l-2;  217+  1    éiaDt  pre- 
mier. 


(6| 


I  I  .  3  ...    (2,-  ■]. (>,  +  !)■ 


Ici,  te  nombre  des  sommes  de  deux  impairs,  toutes 
égales  à  att,  est  y  +  ii  au  lieu  d'èlreégalà^comniedaiis 
vhacun  (les  cas  précédents,  parce  qu'il  faul  j  comprendre 
la  somme  des  deux  nombres  premiers  ëgaux  à  a^  +  i- 
Ou  aura  donc 

et,  par  suite, 

(8)  g  ^^^r  +  {^^~ ')  +  *•■, 

mail,  le  nombre  premier  ai/  ■+■  i  étant  compté  deux  (m 
dans  aa-,  on  a 

(9)  [2*-l}  +  *'  =  î, 

ce  qui  ramène  (8)  à  l'égalité  (i),  laquelle  se  trouve 
ainsi  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  de  aa,  y  com- 
pris sou  minimum  égal  à  a. 

Corollaire.  —  On  déduit  di;  la  relation  (i) 

(10)  i=x-\-t  —  'ji 

donc,  pour  que  x  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  j'-^- z  =  ?; 
ou,  en  d'autres  termes,  pour  qu'un  nombre  pair  aa  ne 
soit  pas  ^gal  k  la  somme  de  deux  impairs  premiers,  il 
faut  et  il  suffît  que  la  sonime^  -i-z  =  t}.  Ainsi,  ce  théo- 
rème (noRf/emonfrc):  Tout  nombre  pair  ^aestlasomme 
de  deux  impairs  premiers,  revient  à  celui-cï  :  Pour  tout 
nombre  pair  ia,  la  relation  y  -^  z  =  gest  impossible. 
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II.  THÉORkMB.  —  Le  nombre  n  étant  aussi  grandtjt^on 
voudra,  il  existe:  i'  n  entiers  consécutif  s  convoies  ; 
•i°  n  impairs  consécutifs  coinposès, 

l'Soit 

[")  31=2.3.5.7.11  .../., 

pétant  leplas  grand  des  nombres  premiers  non  sapé- 
rieurs  à  n  +  i  ;  chacun  des  n  entiers  consécuiifs 

{ii  +  2),    (û/-t-3).    {21  +  4),  ...,(2/ -*-/.+  !) 

est  un  nombre  composé.  Car  soit  ai  +  A  l'un  quel- 
conque de  ces  «  entiers  :  h,  étant  compris  entre  1  et 
1+  a,  admet  comme  diviseur  l'un  au  moins  des  facteurs 
premiers  de  21,  (ii);  donc  ai'-f- A,  somme  de  deux  mul- 
liples  d'un  facteur  premier  de  at,  esi  un  nombre  com- 
posé. 
3°  Soit 

('ï)  ai  =  2.3.5,7.  "■■-/'■ 

p  étant  le  plus  grand  des  nombres  premiers  non  supé- 
rieurs i  2/tH-  ■  ;  chacun  des  n  impairs  consécutifs 

,^3     j(2f+3),   (2/  +  5),(2;  +  7},  (2/+9),..., 

est  un  nombre  composé.  On  le  prouve  comme  précé- 
demmeni  (i"),  en  observant  que,  si  2i-f- A  désigne  l'un 
quelconque  de  ces  n  impairs,  h  est  un  impair  compris 
entre  2  et  an -f-  2. 

CoROLLAiRB.  — En  consulunt  une  Table  de  nombres 
premiers,  on  reconnaît  immédiatement  que,  ponr  de 
très-grandes  valeurs  d'un  nombre  pair  aa,  le  rapport  du 
nombre  z  des  impairs  premiers  inférieurs  à  aa  à  celui 
des  impairs  composés  est  très-petit.  De  plus,  puisque 
dans  la  suite  des  nombres  impaïra  il  existe  un  nombre 
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iadéfiDÎ  de  groupes  (a")  d'impairs  consécuiïfs  composés 
en  nombre  n  aussi  grand  qu'on  voudra,  on  est  en  droit 
d'en  conclure  que  le  rapport  de  z  au  nombre  des  im- 
pairs composés  inférieurs  à  aa  est  infiniment  petit 
quand  2a  est  infiniment  grand. 

m.  ConcLusioH.  —  Considérons  ta  progression 

(3«-(-5«-l-i).(2/-H2fl-,)...  [î/  +  3)...;i-i-n-|-5) 
3  ...[an-:). ..(/  +  «!, 

où  nous  supposerons  n  pair  et  21  =  a.3.5  , ..  ;),  (la). 
Cette  progression  sera  dans  le  cas  de  la  progression 
(2),  où  la  somme  des  extrêmes  ^aa  ^4?-  I^c  p''"' 
ses  n  derniers  termes  étant  tous  comme  les  n  termes  de 
la  progression  (iS)  des  impairs  composés,  aucune  des 
n  premières  sommes  de  deux  termes  également  distants 
des  extrêmes  n'est  formée  de  deux  nombres  premiers. 
Quant  aux  autres  termes  dont  le  plus  petit  est  an+ 1, 
comme  ce  nombre  n  peut  être  suppose  aussi  grand  qu'on 
voudra,  le  rapport  du  nombre  des  impairs  premiers  à 
celui  desimpairscomposésserainfinimentpeiit(II,  Cor.}, 
de  sorte  que,  par  exemple,  snr  chaque  million  de  mil- 
liards de  ces  termes  il  pourra  ne  se  trouver  qu'un  seul 
impair  premier.  Il  est  donc  permis  d'en  conclure  que, 
parmi  le  nombre  infini  de  valeurs  très-considérables 
dont  n  est  susceptible,  il  en  est  très -probable  ment  au 
moins  une  pour  laquelle  aucune  des  tj  sommes  de  deux 
impairs,  touies  égales  à  aa,  ne  sera  formée  de  deux  im- 
pairs premiers,  ou,  en  d'autres  termes,  an  moins  une 
valeur  de  n  pour  laquelle  l'égalilé  y  -t-  s  :=<}  sera  vé- 
rifiée. 
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QUESTION  PROPOSÉE  Al  CONCOURS  POUR  L'ACRÉGATION 
DES  SCIENCES  NATOfiMATIOUKS  (J878) 

(  loir  1- tirti,  I.  XVIII,  *.   H); 

SoLtmoit  DB  M.  Paul  TERRIER. 


On  donne  deux  points  V  et  V  sur  la  circonjére 
S  circonscrite  à  un  triangle  ABC.  On  sait  que  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  des  points  V  etV  sur  les 
trois  côtés  du  triangle  sont  respectivement  sur  deux 
droites. 

1°  Démontrer  tjue  le  point  de  rencontre  M  de  ces 
droites  décrit  une  circonférence  S'  quand  le  sommet  C 
du  triangle  se  meut  sur  la  circonférence  S,  les  points 
h,B,V,P' restant  fixes. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  circonférence.s  S, 
les  points  A  et  B  restant  Jixes  et  les  points  P  et  P'  se 
déplaçant  sur  la  circonférence  S,  de  telle  sorte  que 
l'arc  PP'  conserve  une  longueur  constante. 

i"  Les  droites  QR  et  Q'R',  qui  joignent  les  pieds  des 
perpendiculaires  respectivement  abaissées  des  points  P 
et  P'  sur  AB  et  sur  AC,  se  coupent  sous  un  angle  M  égal 
à  la  somme  (ou  à  la  différence  )  des  angles  PRQ,PH'Q'(*), 
sons  lesquels  les  cAtés  QM  et  Q'M  sont  respectivement 
coupés  par  les  parallèles  PR  el  P'R'.  Mais  on  voit,  par 
tes  quadrilatères  imcripiibles  PRAQ,  P'R'AQ',  que  les 


<*)  Quand  In  pointi  P  el  P'  font  siluéi  d'un  Dime  c6ti  d«  AC 
l'inele  M  ou  QMQ'  ett  égal  k  !■  diBerenc*  det  Bn(;le>  PRQ,  P'R'Q',  et, 
lonqiie  le»  poioU  P,  V  lont  de  dilTérenta  c<1téa  de  AC,  l'anelo  QMQ'  eil 
l«  lappUmeal  de  la  somlDe  des  «nglcB  PRQ.  P'R'Q'.  Danilcsdeui  ca», 
QICQ-^PAP-.  [Note  du  Rédacteur.^ 
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angles  PBQ,  P'R'Q'  sont  respectivement  égauz  ans 
angles  PAB,  P'AB,  dont  la  somme  (ou  la  différence) 
consUnte  PAP*  est  dès  lors  égale  à  l'angle  M.  Le  lieu  des 
points  M  est  donc  une  circonférence  S*  qui  passe  par  les 
points  Q  et  Q*  et  dont  le  rayon  est  au  rayon  de  S  dans 
le  rapport  des  segments  de  droites  QQ*.  PP'. 

11  esi  k  remarquer  que  les  pieds  A'  et  V>  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  points  A  et  B  sur  PP*  sont  les  po- 
sitions particulières  du  point  M  qui  correspondent  res- 
pectivement à  la  position  AA'deAC  et  à  la  position  BB' 
de  BC.  On  pourra  donc  déterminer  très-simplement  nn 
troisième  point  A'  ou  B*  de  la  circonférence  S*,  dont  oit 
connaît  déjà  les  points  Q  et  Q*. 

3°  Il  résulte  immédiatement  de  noire  dernière  re- 
marque que  les  perpendicalaires  abaissées  dn  centre  S 
sur  AB,ei  du  centres' snr  A' B' se  coupent  aupoiatO,  milieu 
de  AB.  Pareillement,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  S  sur  PP',  et  du  centre  S^  sur  Q(^  se  coupent  an 
point  T,  milieu  de  PP'.  On  a  d'ailleurs,  dans  le  parallé- 
logramme SOS'T,OS'=$T.  Le  lieu  des  centres  S*  est 
donc  une  circonférence  décrite  du  point  O,  milieu  de  AB, 
comme  centre,  avec  un  rayou  égal  s  celui  de  la  circonfé- 
rence tangente  à  toutes  les  cordes  PP*. 

Quant  k  la  loi  de  variation  de  la  circonférence  S',  on 
la  déduit  de  ce  que  le  rapport  de  son  rayon  à  celui  de  S 
esl  égal  BU  rapport  du  segment  QQ'  an  segment  PP.  On 
voit  immédiatement  que  Ir  rayon  de  S' a  deux  valeurs 
symétriques  maxïma  égales  au  rayon  de  S  lorsque  PP' 
est  parallèle  à  AB,  et  deux  valeurs  nulles  lorsque  PFest 
perpendiculaire  sur  AB. 

La  question  posée  est  du  reste  un  cas  particulier  de 
la  question  1263  (première  partie),  précédemment 
insérée  dans  les  Nouvelles  Annales  (  s*  série,  t.  XVII, 
p.  a3<)].  Il  est  aisédevériliiT,  en  effet,  que  l'angle  M  ne 
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c««e  pas  d'être  constant  et  i^gal  à  l'angle  inscrit  sous- 
tendu  par  l'arc  PP'  de  S,  lorsqu'on  remplace  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  P  et  F  sur  les  côtés  du 
tmi^Ie  ABC  par  des  obliques  faisant  avec  les  mêmes 
cdtés  des  anglea  oc,  égaux  et  de  même  orientation,  mais 
d'ailleurs  quelconques.  Lés  points  A' et  B',  communs  i 
la  circonférence  S^  et  à  la  droite  PP',  sont,  dans  ce  cas, 
les  pieds  des  obliques  menées  des  points  A  et  B  à  la 
droite  PP',  sous  l'angle  a,  et  dans  le  sens  convenu.  Le 
lieu  des  centres  S*  est  la  circonférence  qui  a  pour  dia- 
mètre le  segment  de  AB  limité  par  les  deux  cordes  PP' 
qui  coupent  AB  sous  l'angle  a, 

La  deuxième  parité  de  la  question  1263  est  relative 
an  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on  fait  varier 
l'aagle  a. 

Noii.  —  L>  tnime  qu«itioD  a  Mé  mmIus  parMM.  La  ;  Gambej  ;  Ber- 
Innd  Armand  )  P.Faagé,eliargéde  cours  lu  LycéadeTouIou»);  Robaglia; 
Arthar  LeinehuQel,  étudiant  an  HathématLquea. 


CONCOURS  D'ADilSSION  A  L'ÉCOLB  CENTItALK 


SOLUTIOR    1>E   M.    HOB4GLIA, 

A  PbilippeTlIle. 

On  donne  dans  un  plan  une  droite  LL',  un  point  F 
et  un  point  A',  on  considère  toutes  les  coniques  pour 
lesquelles  le  point  F  est  un  foyer  et  la  droite  LL'  la  di- 
rectrice correspondante.  Par  le  point  A  on  mène  des 
tangentes  à  toutes  ces  coniques,  et  l'on  demande  : 

1"  Le  lieu  de  la  projection  de  A  sur  toutes  les  cordes 
de  contact; 
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a"  he  Iteu  des  points  de  contact.  Ce  dernier  lieu  est 
une  conique  :  reconnaître  quel  est  son  génie  d'après  /a 
position  du  point  A,  et,  pour  une  position  donnée  tic 
ce  point,  chercher  à  obtenir,  par  des  constructions 
singles,  un  nombre  de  points  et  de  tangentes  suffisant 
pour  déterminer  la  conique, 

i"  On  sait  que  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à 
l'une  quelconque  des  coniques  considérées  coupe  U  di- 
rectrice LL'  au  même  point  B  que  la  perpendiculaire  PB 
i  la  droite  FA.  Donc,  le  lieu  de  la  projection  du  point  A 
sur  toutes  les  polaires  est  la  circonférence  décrite  sur  AB, 
comme  diamètre. 

a°  Prenons  pour  ori^ne  de  coordonnées  rectangu- 
laires le  pied  O  de  la  perpendiculaire  FO  k  la  dircclrice 
LL',  et  pour  axe  des  x  cette  perpendiculaire,  dans  le 
sens  où  l'abscisse  du  point  F  est  positive. 

Soient  a  cette  abscisse,  et  a,  p  les  coordonnées  du 
point  A.  L' équation  générale  des  coniques  considérées 
est 

ou 

et  celle  des  polaires  du  point  A  par  rapport  à  ces  co- 
niques : 

p7  +  [(.-i)«-«]:r  +  «(«-=.)  =  o. 

On  anra  l'équation  du  lieu  des  points  d'intersection 
de  ces  coniques  et  des  polaires  correspondantes  en  éli- 
minant le  paramètre  variable  h  entre  ces  deux  dernières 
équations,  ce  qui  donne 

(i)  aa^a—pxr  +  aj'— «(o-t-  a]x  +  aà'=o; 

le  lieu  est,  par  conséquent,  une  conique. 

Le  binôme  caractéristique  p* — 4ox1b  l'éqnalioii  (i) 
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montre  que  la  conique  représenta  par  celte  i!quation  est 
une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que 
le  point  donné  A  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  para- 
bole^ *  =  4ax,  ou  situé  sur  celte  parabole  dont  le  foyer 
esi  F.  , 

La  conique  représeniée  par  l'équation  (i)  passe  aux 
points  A,  F,  où  elle  est  tangente  aux  droites  BÂ,  BF,  car 
les  coefBcients  angulaires 


de  ses  tangentes  en  ces  points  sont  aussi  ceux  des  droites 
BA,  BF;  en  outre,  elle  coupe  l'axe  des  x  en  un  autre 
point  dont  l'abscisse  est  a.  Connaissant  ainsi  un  point, 
deax  tangentes  et  leurs  points  de  contact,  il  est  facile  de 
construire  la  courbe. 

NiHE.  —  La  même  question  >  élé  résolue  par  MH.  Horet-Blinc  ;  L«z  ; 
A.  Leinehngel  ;  G.  Lambin Ue,  élèra  k  l'École  Polytechnique  de  Bruxelles 
H.  Rigolot. 


CdNCeiiRS  D'ADMISSION  i  L'fiCOLE  CENTRALR 

(i*lri-i4[J<,l.IVlll,p.»3): 

SoLonoif  DC  M.  AHTHiia  LEINCDVGEL, 
Étudiant  en  Malhématiquos. 

l"  On  donne  lians  un  plan  une  droite  V  et  un 
point  F,  pris  en  dehors  et  à  une  distance  a  de  cette 
droite  :  écrire  l'équation  générale  des  hyperboles  qui 
ont  le  point  F  pour  un  de  leurs  Joyers,  et  la  droite  P 
pour  une  de  leurs  asymptotes, 

a"  Du  centre  de  c/tacune  <le  ces  fiyperboles  on  mène 
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à   la   droite  P    une  perpendiculaire  {juan  prolonge 
jusqu'à  son  intersection  M  avec  la  directrice  correspon- 
dant an  foyer  F  :  trouver  l'équation  de  la  courbe  lieu 
des  points  M,  et  indiquer  la  position  de  cette  courbe. 

3"  Former  l'équation^  du  lieu  des  projections  du 
/oyer  F  sur  la  seconde  asymptote  de  chacune  des  hy- 
perboles considérées, 

PreooDs  pour  axe  des  x  la  droite  donnée  et  pour  tse 
des  y  la  perpendiculaire  FO,  abaissée  du  foyer  F  sur 
celte  droite. 

1°  La  directrice  correspondant  au  foyer  F  passaol 
par  l'origine  O,  l'équation  générale  des  coniques  sjaot 
UD  de  leurs  foyers  au  point  F  est 

*'  +  (r  — «)'=:(i*-t-fr)'. 

L'axe  des  x  étant  l'une  des  asymptotes  des  hyperboln 
considérées,  X  =  -H  i ,  et  l' équation  générale  de  ce»  co- 
niques est 
(I)  ».  +  (j.-»).=  (^+prl'. 

3°  Les  coordonnées  du  centre  C  de  l'hyperbole  repré- 
sentée par  l'équation  (i)  sont  j  =  o.  x  = ïeiréqus- 

tion  de  la  perpendiculaire  CM  à  la  droite  P  est 

(î)  (l*-f-0  =  0. 

L'équation  de  la  directrice  OM  correspondant  au 
foyer  F  est 

(3)  f.j'-f.x  =  o. 

Multiplions  respectivement  les  équations  (a)  et  (3) 
par_^eta;,  et  retranchons  membre  n  membre  les  équa- 
tions résultantes;  il  vient 
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Le  liea  des  points  M  est  donc  une  parabole  de  para- 
mètre-) ayant  OF  poor  axe  et  Ox  pour  tangente  au 

tommet. 

On  peut  irouTer  facilement  ce  tîeu  par  la  Géométrie. 

En  effet,  abaissons  snr  OF  la  perpendiculaire  MP,  et 
soit  D  le  point  d'intersection  de  FC  avec  CM.  Les 
triangles  semblables  OMP,  OFD  donnent 

0D.OM=OF^.0P. 
Or, 

OC'  =  OD.OM; 
ilonc 

OC'  =  OF.OP=rOFxMC,     ou     .r-^^^aj-. 

3°  La  figure  étant  symétrique  par  rapport  à  CF,  ie 
lieu  des  projections  du  foyer  F  sur  la  seconde  asym- 
ptote de  chacune  des  hyperboles  considérées  est  évidem- 
ment la  circonférence  décrite  de  F  comme  centre,  avec  a 
pour  rayon.  L'équation  de  ce  lieu  est 

(4)  x'  +  x'--i.aj  —  o. 

En  traitant  cette  dernière  question  au  moyen  de  l'équa- 
tion générale  [■},  on  arrive  à  une  équation  du  quatrième 
d^ré  dans  laquelle  on  peut  mettre  en  fadeur  le  premier 
membre  de  l'équation  (  4  )  ■  Cette  équation  du  quatrième 
degré  montre  que  le  point  F  est  un  point  isolé. 

Nott.  —  La  même  qucslion  ■  M.  réiolue  p*r  MM.  Marct-BUod;  Lei; 
Robaglia;  G.  Lambîotte,  élèra  ■  l'Écok  pDljteclmique  de  Bniiclle*;  G. 
Kceni^,  de  Touloale;  H.  RiBolot. 
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COHCOms  D'ADIISSION  A  l'iCilE  SPËCUU  MIUTAJU 
. (1818) 

«mitKK  QDUTION 

(Mlrp.  soji 

Solution  de  M.  Aktkdk  LEINCHUGEL, 
Ëtudiaat  en  Hitfaiioatiques. 

On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle,  et 
l'on  suppose  a^b'^  c.  Déterminer  la  quantité  x  qu'il 
faut  retrancher  de  chaque  côté  pour  que  le  triangle 
qui  aurait  pour  côtés  a  —  x,b  —  x,  c  — x  soit  rec- 
tangle. (Discussion  sommaire.) 

On  doit  avoir,  d'après  réaoncé, 

(i)  *'  — 2(i  +  c-«)«-f.6'  +  c=  — a'  =  0. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  car  on  i 

{i  -i-c—  a)'  ~{b*  ■\-é'  —a')  —  i[a  —  b)  (a  — c)>o; 

leur  somme  2(i  +  c  —  a)  est  positive,  puisque  lecAté 
a  du  triangle  donné  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres  c6tés. 

Le  produit  6'  -4-  c'  —  a*  de  ces  racines  peut  s'écrire 

t'-t-pJ —  a'^ibecoaA; 

donc,  quand  A  >  90°,  on  a  è'  -f-  c'  —  a'  <  o,  et  les  r«- 
cines  sont  de  signe  contraire. 

Pour  A  ^go",  on  a  t'  -+-c'  —  «^>'0,  et  les  deux  ra- 
cines sont  positives. 
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Si  A  =:  90°,  i'  + 1'  — II*  ^o,  et  l'équation  (1)  se  ré- 
duit à 
*[*— 2(i-j-c  — a)];  d'où  x=:o   et   «  =  2(A-Hc— a). 

La  racine  a  (£+  c  — a),  étant  plus  grande  quec,  ne 
peut  convenir. 

On  voit  facilement  que,  dans  les  liypothèses  A  ^90°, 
la  racine  correspondant  au  signe  -t-,  pris  devant  le  radi- 
cal, est  plus  grande  que  c,  et,  par  suite,  doit  être  reje- 


I.  TatOHiE  DBS  QuAHtiTÉs  NÊGATivBs;  par  M.  de  Cam- 

pou.  Professeur  au  collège  Rotlin.  In-8.  —  Paris, 

Gauthier-Villars,  1879.  Prix  ;  i  fr.  3o. 

L'auteur  s'est  proposé  de  donner  une  théorie  de  ces  quantités. 

11  considère  les  polynOmes  et  distingue  les  termes  ariilimétiques 
et  les  termes  algébriques. 

La  définition  de  ces  éléments  étant  donnée,  il  définit  l'addition  et 
la  soustraction  des  monémes  algébriques. 

Semblablement  pour  la  multiplication,  la  théorie  de  la  mullipli- 
<3tion  des  polynômes  arithmétiques  une  Tois  connue,  il  définit  le 
produit  de  deux  termes  algébriques,  etarriveainsi  à  la  régie  connue 
de  la  multiplication  de  deux  polynûmcs. 


CJEd  r«mplitant£  par  0 

1  par  c.  I«  premier  membre  Aa  1 

iqna- 

i-^c'— a-     et 

-(..-*}{<. -4-*-ÎC)<0. 

I"<»M,   lorequ'on    a   ft'-t-c'- 

fl'<o,   la  faeine  pMltiïa  de  l'équation 

"ipuMe.  El«i*'-^c'~a'> 

0,   l'une  des  deux  racine*  poaitl 

eide 

l*q-i.lion  (,)  »!  plu.  pelile    q 

ue  e  et  l'antre  plus  gtaude.  Donc  U 

que»- 

.  ello 

•diMt  UDS  Mlulion,  et  udo  se 

IP,  lorsque  *•-*- «--a*  >o. 

'tiii.de  ilathimat.,  i'  lér 

e,  l.  XVIII.  (Aodt  ilJTS.)          x4 
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Quanl  à  la  divisibilité,  après  avoir  donné  le  caractère  de  dim- 
bililé  par  jr  —  A,  A  étant  une  quanlilé  arithmétique,  il  procède  à 
la  recherche  du  reste  par  x~a,a  étant  algébrique. 

Après  avoir  interprété  les  solulions  négatives  dans  les  éqnatioM, 
l'anteur  modifie  l'énoncé  du  problème  relatif  aui  âges  d'un  pèr«  el 
de  EOD  Qls,  qui  conduit  â  uae  solution  négative,  el  il  donne  un 
.énoncé  nouveau. 

Vient  ensuite  l'introduction  des  quantités  négatives  dans  les 
énoncés;  puis  l'auteur  traite  complètement,  en  s'iDSfHrant  d«li 
marche  de  M.  Duhamel,  le  problème  des  courriera. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  il  convient  de  définir  lee  gcin- 
deurs  qui  fournissent  les  éléments  analytiques  de  la  Trigonométrie, 
de  la  Géométrie  analytique  et  de  la  Mécanique, 

â.  Principes  de  là  Mëclsiqub  holécdlâike  stLitiri 

k  l'élasticité  et    k  LÀ  CHALEUR  DES  COHPS  ;  ^».V  ÈiiCRnt 

Gény.  In-8.  —Nice,  Visconli;*  876. 

3.  Traité  de  Mécanique  hatiobbelle,  a  l'usaoe  dis 

CAHDIDATS  A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGiTIOIT  }  pRr  ff.  Zau- 

rent.  a' édition,  a  vol.  în-8.  —  Paris,  Gaulhiei^VîHars, 
1878.  Prix  :  la  francs. 

i.  Cours  d'Algèbre  supérieurs;  par  J,-A.  Seirtt, 
4"  édition,  2  vol.  in-8.  —  Paris,  Gauthier-VitUrs,  1879. 
Prix  :  a5  francs. 

a.  RéFLEXIOAS  SUR  LA  PUISSANCE  MOTRICE  DH  PEIT  ET 
SUR  LES  MACHINES  PROPRES  *  DÉTELOPPBR  CETTE  PUIS- 
SANCE; par  Sadi  Carnot.  a'  <;ditîon,  in-8,  avec  un  por- 
trait de  l'auteur.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1878. 
Prix  :  6  francs. 

(>.  Théorie  der  algesraischen  Gleichungeh;  to" 
D'  Jul.  Petcrsen.  In-8.  —  Copenhague.  Andr.  Fred. 
Hfisiet  Gis,  1878. 

7,  Traité   élémrntaire  de  Géométrie  descriftite. 
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THÉOnlQDB  ET  APPLIQUÉE,   COHTBHIAT    VU  GBAND   NOUBRE 

uE  pnoBLbMES  GRADDËs  A  BÉsooDiiB;  par  Erncsl  Lebon. 
1  "  Partie  :P/an,  polyèdres  et  sphères,  texte  ei  planches. 
2'  Partie  :  Surfaces  courbes  géométriques,  texte  et 
planches.  3*  et  4°  Parties  :  Surjiice  topographique  et  per- 
spective, leite  et  planches. ïn-i. —  Paris,  Dclalain,  1877. 
Prix  :  10  iîrancs. 

8.  RsctlBIL  DE  PKDBLÈMES  âBADOÉS  DE  GtOHliTRIE  DBS- 
CBIPTIVE,   A  l'dgàCE  des  CAKDIOATS    au  BACCALAUlléAT   ks 

SCIBDCE3  ET  Atix  Écoles  de  Saibt-Cyr,  aatale  et  fo- 
eestièke;  par  Ernest  Lebon.  In-8.  —  Pai-is,  Delalain, 
1878.  Prix:  o'','p5. 

9.  Recueil  des  épures  de  Géométrie  descriptive  pro- 
posées DEPUIS  186*2  POUR  l'admission  À  l'Ecole  DE  Saint- 
Ctr;  par  Ernest  lebon.  Ia-8.— Paris,  Delalain,  1878. 

10.  Lbttjra inedita diGiusepfe Luigi  Lacrange,  tratta 
Hella  Bîblioteca  Universîtarîa  di  Bologna  e  pubblicata  da 
/f.fion<:om;ïa^/u.Fîrenze,calcogratiae]ilografia  Achille 
Paris{i879). 

Le  prince  Balthasar  Boncompagni  vient  de  publiera  Florence  une 
fort  belle  reproduction  du  fac-aimile  d'une  nouvelle  Lettre  inédite 
de  J.-L  Lagrauge,  qu'il  a  trouvée  dans  la  Correspondance  de  Can- 
terzani,  a  la  Bibliothèque  universitaire  de  Bologne.  Elle  est  datée 
de  Berlin,  6  avril  1773,  et  adressée  à  Canterzani,  secrétaire  de  l'Aca- 
décDie  des  Sciences  de  l'Institnt  de  Bologne. 

Cette  Lettre,  i^ueLagrange  écrivit  à  Canterzani  pour  le  chaîner  de 
remercier  l'Académie  de  Bologne  de  Vamir  atùipté  sans  qu'il  eût 
sollicita  cette  faveur,  est  pleine  de  modestie  et  de  seutiraents  déli- 
cats délicatement  exprimés;  elle  dépeint  bien  l'homme  de  génie  qui, 
par  la  dJuceur  et  la  droiture  de  son  caractère  et  la  simplicité  de 
ses  mœurs,  Sut  se  faire  chérir  de  ses  conlomporains  et  de  ses  ri- 
vaux eux-mêmes. 

Abistids  Harbe. 
M- 
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H,  Nouveaux  Éléments  de  Gëohétiiie,  par 
M.  Charles  Méray,  ancien  élève  de  l'École  Normale, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  —  Paris, 
F.  Savy,  1874; in-8. 

Bien  des  proresseurs  se  sont  souvent  demandé  pourquoi  la  Géo- 
métrie plane  et  celle  de  l'espace  ne  sont  pas  enseignée  collatéra- 
lement  dans  les  établissements  d'Instruction  publique.  Ces  deiu 
parties,  qui  constituent  la  science  élémentaire  de  l'étendue,  se  cor- 
respondent cependant,  et  sont  presque  telles  qu'à  chaque  proposition 
de  la  première  répond  une  ou  plusieurs  propositions  de  la  seconde. 
Le  plan,  en  efTet,  est  engendré  par  la  ligne  droite,  et  la  sphère  l'est 
par  le  cercle.  Plusieurs  auteurs  émincnis  se  sont  posé  )a  même 
question,  entra  autres  Crulle,  lo  traducteur  altcmand  des  Élémenis 
de  Legendre,  le  fondateur  du  fameux /ouz-au^  qui  porte  son  nom;  et 
Gergonne,  le  rédacteur  des  anciennes  Annales  de  Mathématiques. 
Celui-ci,  au  Tome  XVI,  page  209,  de  son  Recueil,  s'exprime  ainsi . 
a  ...  Il  est  donc  raisonnablement  permis  de  se  demander,  d'après 
cela,  si  notre  manière  de  diviser  la  Géométrie  eu  Géométrie  plane 
et  Géométrie  de  l'espace,  est  aussi  naturelle  et  aussi  exactement 
conforme  à  l'essence  des  choses,  que  vingt  siècles  d'habitudesontpn 
nous  le  persuader.  Toutefois,  du  moins,  deraeure-t-il  vrai  qu'en  y  re- 
nonçant on  parvjendrait,enne  recourant  pour  ainsi  dire  qu'à  bsimple 
intuition,  à  pousser  assez  avant  dans  la  Géométrie,  des  cotoraen- 
çants  que  l'étude  du  calcul,  présentée  dès  l'entrée,  ne  rebute  que 
trop  souvent,  et  qui  peut-être  s'y  livreraient  plus  tard  avec  beau- 
coup moins  de  répugnance,  lorsque  leur  intelligence  se  serait  agran- 
die et  fortifiée  par  l'élude  d'une  série  plus  ou  moins  prolongée  de 
propriétés  de  l'étendue....  a 

Les  vœuï  émis  par  le  savant  rédacteur  ont  été  réalisés  par 
M.  Charles  Méray.  Les  Nouveaux  Éléments  de  Géométrie  qu'il 
a  publiés  mettent  en  regard,  presque  simultanément,  les  Ggures 
dans  le  plan  et  celles  de  l'espace. 

Celte  méthode  a  son  avantage  :  elle  détache  des  figures  de  l'es- 
pace, que  nous  offra  la  nature,  celles  qui  existent  sur  leurs  surlaces 
planes  et  leur  donne  ainsi  la  réalité  de  l'existence;  elle  détermine 
en  outre  avec  précision  les  figures  qui  ae  correspondent  dans  le 
plan  et  dans  l'espace,  établit  l'analogie  entre  leurs  propriétés  et 
diminue  ainsi  le  travail  de  l'esprit. 

Dans  les  Niiuveaiu:  Eléments  de  Géométrie,  les  proportions  qui 
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concernent  une  ligure  ne  sont  pas  noyét^s  dans  un  dâdale  confas 
avec  celles  d'autres  figures  ;  elles  se  trouvent  groupées  ensemble  et 
sont  déduites  chdcune  des  précédentes,  en  passant  du  simple  nu 
composé,     b 

Ces  diviaioDS  soulagent  l'esprit  et  font  mieux  ressortir  les  liena 
qai  unissent  entre  eux  \ei  divers  élémeuls  (|ui  constituent  la 
figure. 

Tels  sont  les  principauit  points  qui  distinguent  l'Ouvrage  de 
H.  Méray  des  autres  Êlémenls  de  Géométrie. 

L'auteur  a  cherché  en  outre  k  ranger  les  matières  dans  l'ordre 
décroissant  de  leur  ulilité  pratique,  el  à  généruliser  les  propriétés 
de  certaines  surfaces  simples,  qui  jouent  un  râle  prépondérant  dans 
les  Mathématiques  appliquées. 

Les  axiomes  y  sont  baRés  sur  des  faits  généraux,  empruntés  à 
la  nature,  qui  les  expliquent  et  ajoutent  A  leur  évidence. 

Quelques  définitions  s'appuient  sur  l'idée  de  déplacement,  de 
translation.  Cette  innovation  n'est  peut-être  pas  heureuse  dans  les 
premiers  éléments  de  la  science.  Ainsi,  en  disant  que  deiu:  droites 
sont  parallèles,  tjiumd  une  simple  translation  ilc  l'une  suffit  pour 
la  superposer  h  l'autre,  on  ne  satisfait  pas  autant  l'esprit  que  par 
la  déiînition  ordinaire;  pour  être  clair,  il  faudrait  ajouter  que  la 
translation  doit  être  itarallèle,  ce  qui  constitue  une  pétition  de  prin- 

II  en  est  de  même  de  quelques  autres  définitions  ou  démonstra- 
tions. 

Les  Nouveaux  Éléments  (le  Géométrie  inaugurent  une  innova- 
lion  dans  l'exposition  de  celte  science.  Sera-t-el!e  admise  par  le 
|)ublicvnseignant?Nousavons  lieu  d'en  douter.  Depuis  plus  de  vingt 
Mécles,  la  Géométrie  a  été  considérée  d'abord  dans  le  plan,  puis 
dans  l'espace,  chez  les  anciens  comme  dans  les  temps  modernes; 
l'habitude  en  est  prise  ;  celle-ci  a  mis  deux  mille  ans  à  s'enraciner: 
bien  habile  sera  celui  qui  saura  l'extirper. 

Le  travail  de  M.  Mfray  a  du  mérite  ;  il  dénote  chez  l'auteur  une 
rénesion  suivie  et  une  étude  consciencieuse  qui  appellent  une  juste 
consécration. 

Georges  Dostor. 
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SOLUTIONS  OE  «OESTIOmS 
PROm^ES  DANS  LES  NIUVBUES  ANNALES. 


Question  1263 

[•air  ■■•M^l.  XVU.  p.ii«)i 

P*i    M.    HORET-BLANC. 

i'  St  par  (feux  points  M,  N,  pris  sur  la  circonférence 
circonscrite  à  un  triangle,  on  mène  des  droites  JaisarU 
avec  les  côtés  du  triangle  des  angles  et  de  même  orien- 
tation, les  deux  transversales  qui  joignent  respective- 
ment les  trois  sommets  d'angles  issus  de  M,  et  les  trois 
sommets  d'angles  issus  de  N,  se  coupent  en  un  point 
P  sous  un  angle  constant. 

ï"  Déterminer  le  lieu  du  point  P,  quand  on  fait  va- 
rier l'angle  a.  (P.  TEnHlBK.} 

1°  Soient  Ma,  M.b,  Me  les  obliques  menées  du  poiul 
M  aux  c6tés  6C,  CA,  AB  sous  l'angle  or.  Elles  sont  pro- 
portionnelles aux  perpendiculaires  abaissées  du  point  M 
sur  ces  càiéi,  et  fout  avec  celles-ci  des  angles  égaux  à 
go"  —  a  ;  il  en  résulte  que  les  points  a,  b,  c  sont  sur 
une  droite  faisant  avec  la  droite  de  Simpson,  relative  au 
point  M,  l'angle  qo"  —  a..  En  effet,  si  l'on  portait  les 
longueurs  Ma,  M&,  Me  sur  les  perpendiculaires,  leurs 
exlrémitéa  seraient  sur  une  parallèle  à  la  droite  de 
Simpson,  laquelle  prendra  la  position  a&c  en  la  faisant 
tourner  de  90°  —  a  autour  du  point  M. 

De  même,  Na',  Ni',  Ne*  étant  les  droites  analogues 
menées  du  point  M,  lespointso',  V,  </ sont  sur  une  droiic 
faisant  avec  la  droite  de  Simpson,  relative  au  poiotrî. 
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l'angle  90" —  ce,  de  même  orientation  que  le  premier.  Il 
en  résulte  que  lés  droites  ahc,  dh'd  font  entre  elles  ud 
angle  ^al  à  celui  des  droites  de  Simpson,  relatives  aux 
points  M  et  N,  et  par  conséquent  indépendant  de  a.. 

a° Soi tRS  une  droite  quelconque.  Lesdroitesaic,  a'6'c 
tracent  sur  RS  deux  divisions  homograpbiques  dont  les 
points  doubles  sont  les  points  où  le  lieu  du  point  P  reii- 
contre  la  droite  RS  ;  ce  lieu  est  donc  une  conique. 

Ou  déterminera  les  points  oii  elle  rencontre  les  côtés 
du  triangle  en  considérant  les  obliques  qui  aboutissent 
respectivement  aux  sommets. 

Remarque.  —  Chaque  série  de  droites,  les  droites  a&c, 
par  exemple,  enveloppe  une  conique  tangente  aux  trois 
côtés  du  triangle. 

En  eâet,  chaque  droite  trace  sur  deux  côtés  du  triangle 
deux  divisions homograpltiques, c'est-à-dire  qu'àcliaque 
valeur  de  a  correspondent  un  point  a  et  un  point  b\  les 
droites  qui  joignent  les  points  correspondants  de  deux 
divisions  homograpbiques  tracées  sur  deux  droites  en- 
veloppent, comme  on  sait,  une  conique. 

Les  côtés  du  triangle  font  d'ailleurs  partie  de  la  sério 
des  droites  ;  on  les  obtient  en  déterminant  l'angle  a.,  de 
manière  que  l'une  des  obliques  aboutisse  à  un  sommet. 

Satt.  —  Solution!  nnalogaes  da  MM.  Perdinando  Piaini  cl  Hobagtin. 


Question  1364 

InlriTUile.  t.  XVtl,  p.  it»1; 

P*a  M.  TuDiMiR  HABBÉ. 

On  donne  une  druile  dont  le  coefficient  d'incUnai 
est  tanga  {axes  reclangidaires)  :  indiquer  une  Ci 
slruciion  graphique  qui  donne  directement  tang'a. 
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^application  à  la  construction  graphique  d'une  tan- 
gente à  la  cissoïde  et  à  la  strophoïde,  parallèlement  à 
unedirection  donnée,  (H.  Brociud.) 

Soit  AB  la  droite  donnée  qui  forme  avec  l'axe  OX 
l'angle  OAB  =  a.  Au  point  B,  où  elle  coupe  l'axe  OT, 
menons  à  cette  droite  la  perpendiculaire  BC,  qui  ren- 
contre en  C  le  prolongement  de  OX.  Menons  encoreî 
BC  la  perpendiculaire  CD,  dont  l'intersectioa  avec  le 
prolongement  de  OY  est  D. 

Dans  le  triangle  rectangle  DOÂ,  on  aura 
tangDAO  ^  lang'a. 

En  effet,  les  triangles  rectangles  AOB,  BOC,  COD 
DOA  donnent,  respectivement, 

08::::0A.(angEi,      OC^OBtaDga, 

OD=::OC.wngB,     tangDA.O=— , 

et,  en  multipliant  membre  à  membre  ces  quatre  égalilës, 
il  vient 

langDAO  ^tang'a. 

Sote.  —  Nous  avons  refu  pluaiears  autres  aolutioDB  tr^t-aimpla  <hi 
la  première  partie  de  celte  question  ;  la  seconda  partie,  reliUnaalliD- 
gentes,  □'■  pas  été  résolue. 

Question    1278 

(foin-  itrl*,  t.XVII.  p.  SK)i 

Pak  M-  £■  FAUQUEMBERGUE, 
Maître  répélileur  au  lycée  de  Saint-QueDliii. 

Trouver  la  somme  des  puissances  semblables  des  ra- 
cines de  l'équation  trinôme 

x^  +  px'  +  q  =  Q 
lorsque  l'exposant  t  est  un  multiple  de  n.     (Pellbt-) 
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Posaatx*  =  /,  l'équation  devient 


et,  en  appelant  ^,  y"  les  racines  de  cette  dernière,  c 
anra 

3^^-=  y     et    «"•  =  j-'. 

Ces  équations  se  ramènent  A  la  forme 

W  .--.=0, 

en  posant 


■?/ 


'■=tyif. 


Représentons  les  racines  de  l'équation  (a)  par  z,,  i 
2i, . .  ■y^a'i  noua  aurons,  pour  les  valeurs  dex, 


■,  =  s,VJ' 
',  =^  s.  v/  I 


<=a.vy' 


par  suite,  en  désignant  par  Si  la  somme  des  puissances 
semblables  de  ces  racines,  nous  aurons 


=  w- 


>'.)(/■+/)• 


Or,  on  sait  que  la  souime  des  puissances  semblables  des 
racines  de  l' équation  binàme  z" — i  =  o  est  ^ale  à  n 
lorsque  l'indice  de  la  puissance  est  multiple  de  'i  \  donc 


i,  =  «(/"'+r"")- 


On  est  ainsi  ramené  à  une  question  connue  :  trouver  la 
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somme  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  du  second  degré. 

Itoie. — L«  mime  questioD  ■  étA  réiolue  par  HH.  MorM-BliMj 
Lan»  Huipond,  ilére  m  MUthimatiquei  ipAciale*  au  Ljcm  de  GI^■ 

Question  1295 

(  n\t  •■  lirlt,  I.  XTIt,  y.  Mt); 

P*K  H.  p.  BOUDAT. 
Démontrer  : 
1*  Que,  si  une  solution  de  l'équation  indéteraànéa 

«»^.P«  +  jJ  +  j.>— o 

est  donnée  par  l'égalité 

a*H-P'  +  7'+J'=o, 
on  obtient  une  nouvelia  solution  en  faisant 
«  =  «(P  +  7-t-3)-p'  +  7'4-J>, 

«!=7(«-l-P  + 3) +  «'-(-  P'  — *', 
j'=a(«  +  p  +  ï)  +  «>-»-p'-7'; 

a"  Que,  si  l'on  part  de  cette  seconde  solution  pour  en 
ohtenir  une  troisième  par  le  même  procédé,  on  retom' 
bera,  à  un  facteur  commun  près,  sur  les  valeurs  a, 
p,  T,  i.  (S.  RtALIS.) 

1.  E^  posant 


on  a 


(>) 


«  -+-P  -hï  -»-*, 

K  =  aA  — B, 
.■  =  pA  — B, 

y=  SA  +  B, 
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et,  en  remplaçant  daos  l'équatioD  proposée,  on  a 

c'est-à-dire  que,  en  vertu  de  l'égalité  admise,cette  équa- 
tion est  salisfaiie  par  les  valeurs  (  a). 

2.  On  aara  une  troisième  solution,  formée  par  les  va- 
leurs 

I  u'=^uK'  —  B', 


en  posant 

f  B'=u'  +  v'—^'—r'- 
Mais,  d'après  (i)  et  (a), 

A'  =  A', 
B'=  — A'B, 
d'où 

H'=A'a,     p'=A'f,     j;'=A'7,    y'=X'3, 

et  l'on  retrouve,  à  un  facteur  commun  près,  les  valeurs 
a,  p,  Y,  â. 

Noie.—  La  mémo   question  a   été  réaolue   par  MM.   Muret-BUne; 
D.  durrot,  élèra  en  Hathimatiqaes  spécialo*  au  Ljcie  do  Grenoble; 


Question  1301 

{ u>lr  1-  itrl*.  I.  XVII,  p.  il-.-) 

Pak  m.  lez. 

Dans  lin  segment  d'une  conique  quelconque,  in- 
scrire un  trapèze  maximum,  la  corde  qui  limite  le  seg- 
ment étant  une  des  bases  du  trapèze. 

(F.  Gabbiel-Mamh.  ) 
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1.  Examinons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  où  la  co- 
nique est  une  parabole.  Prenons  pour  axe  des  x  le  dia- 
mètre passant  par  le  milieu  M  de  la  corde  donnée  DE, 
et  pour  axe  des  y  la  tangente  au  point  O  de  rencontre 
du  diamètre  et  de  la  courbe;  l'équation  de  la  parabole 
sera 

et,  si  m,  n  représentent  les  abscisses  OM,  ON  des  points 
où  le  diamètre  OX  rencontre  les  bases  du  trapèze  in- 
scrit, les  ordonnées  correspondantes  MD,NC, c'est-à-dire 
les  moitiés  desbaspsdu  trapèze,  auront,  respectivement, 
pour  valeurs  njaqm,  sj^qn,  et  la  surface  sera  exprimée 
par 

Or,  la  dérivée  de  cette  expression,  prise  par  rapporta 
l'inconnue  n,  est 

■'"'•^(^-^")= 

les  valeurs  de  n,  qui  l' annulent,  sont  déterminées  par 
l'équation 

(»,-3,)'=4,„, 

dont  les  racines  sont 


Cette  dernière  répond  à  la  question. 

2.  Dans  le  cas  d'une  conique  à  centre,  d'une  ellipse, 
par  exemple,  prenons  encore  pour  axes  coordonnés  un 
système  de  diamètres  conjugués  OA,  06,  le  premier  pas- 
sant par  le  milieu  M  de  la  corde  donnée. 

En  désignant  par  a,  |3  les  demi -diamètres  conjugués 
OA,  OB,  et  par  m,  n  les  abscisses  OM,  ON  des  milieux 
des  bases  du  trapèze,  les   ordonnées   correspondant  à 
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ces  abscisses,  oa  les  demi-bases  du  trapèze,  seront  expri- 
mées en  longueur  par 

La  surface  sera 

S=[«  — m)  ^sin9(s/«'— m"-(-^a'— «'), 
doDl  la  dérivée,  par  rapport  à  n,  est 

En  ^lant  à  zéro  celte  dérivée,  il  vient 


d'où 

et  par  suite 

[i)  4"* —  4""*'—  3«'/i'-f-  ao;'mff-l-a'm'^=0. 

L'équation  (i)  est  vérifiée  par  n  =  m,  et  se  réduit  à 
(,)  4«>-3a'«-«'™=o. 

en  supprimant  la  racine  égale  à  m. 

Cette  dernière  équatîou  est  celle  qui  permet  de  irou' 
ver  cos^eo  fouction  decos^(*). 

{')  En  diriuat  toua  lea  termes  de  l'équation  (l)par  a,',  on  t 

tl,  puM  que  —  eit  moindre  que  l'unité,  on  pent  conitd^rcr  —  somme  le 

rotinui  d'un  angle  détermiDé  p.  En  prenant  pour  incannue  — •  lea  ra- 
cine>  do  l'équation 

«ni  alon  Ici  valcon  de  cos|-  {Sole  iluK^duetmr.) 
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An  reste,  les  racines  de  l'éqnalioD  (a)  sont  les  abscisses 
de  points  de  rencontre  de  la  parabole  j:*:^  —et  de  la  cir- 
conférence j^'-t- a:' —  a  «y —  mx=o.Ces  deux  courbes 
passent  par  l'origine  des  coordonnées  :  il  est  facile  de  1« 
construire.  De  cette  manière,  nous  déterminerons,  géo- 
métriquement, l'abscisse  du  point  N,  milieu  du  plus 
petit  côté  du  trapèze  maximum,  inscrit  dans  un  sèment 
donne  elliptique.  La  même  méthode  conduira  à  un  ré- 
sultat semblable  pour  l'hyperbole. 

Remarquons  enlin  que,  si  la  corde  donnée  est  un  dis- 
mètre  de  l'ellipse,  on  aura  m  =  o,  et  'es  valeurs  de  n 
seront  données  par  l'équation 

n(4«'-3a')=^o,    d'où    «  =  ^, 

ce  qui  est  le  cosinus  du  tiers  de  -,  dans  un  cen^  de 
rayon  a. 
ItoTK.  —  La  mCme  question  a  tt&  rétolue  par  H.  Moret~Bluic. 


PESTIONS. 

1319.  Soient  A,  B,  C,  D  et  a,  i,  c,  fi,  e,  /  les  aires 
des  faces  et  les  longueurs  des  arëies  d'un  tétraèdre 
donné  ;  V  son  volume;  M  un  point  d'une  surface  dn  se- 
cond ordre  circonscrite  à  ce  tétraèdre,  et  telle  que  le 
plan  tangent  à  cette  surface  en  chacun  des  sommets  du 
tétraèdre  soit  parallèle  à  la  face  opposée;  a,  p,  y  1^ 
demi-axes  de  la  surface  ;  c,  ^,  (/',  t^  les  volumes  des  lé- 
traèdres  ayant  respectivement  pour  bases  les  faces  do 
tétraèdre  donné  et  pour  sommet  le  point  M  :  on  a  les 
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felaûons 

«'P'^-»'7'  +  P'r'=^(A'+B'+C'-^D'). 

(GeMTï.) 

1330.  Soit  une  série  de  cercles  conceniriqaes.  Dans 
chacun  d'eux  on  Irace  nn  rayon  OM  qui  déUche  un  sec- 
teur AOM  d'aire  donnée,  à  partir  d'une  droite  fîxe  AOX 
passant  par  le  centre  O  :  trouver  le  Heu  dupoîntM. 

{LkltiVT.) 

1331,  Etant  donné  un  ellipsoïde,  on  décrit  la  sphère 
qui  passe  par  les  extrémiiés  A,  B,  C  de  trois  rayons  con- 
jugués et  quia  son  centre  dans  le  plan  ABC;  trouver  : 
I*  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  ;  a'  l'enveloppe  de  cette 
sphère.  (Barbakih.) 

1322.  Démontrer  que  ^  esl  la  limite  da  rapport  des 
deux  séries 


I      3  "^8      21  ■'■55      i44 

{EDOtiinn  Lucas.) 

1323.  Donner  toutes  les  solutions  du  problème  sui- 
vant : 

Disposer  également  les  neuf  premiers  nombres  j,  a, 
3,  .  ■  ■ ,  g  sur  tes  câtés  d'an  triangle  équilatéral,  comme 
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l'indique  cette  6gure    '  '.  ,  de  façon  que  les  trois  sommes 

des  quatre  nombres  placés  sur  chaque  cbié  soient  égales 
entre  elles,  ainsi  que  les  trois  sommes  de  leurs  carrés. 
(F.  Protb.) 

1324.  Si  {x,jr,  z)  est  une  solution  en  nombres  entiers 
de  l'équation 

«X'+  ft Y' -1-  rfX'T'=  eZ', 

on  aura  toujours  une  solution  en  nombres  entiers  (X|, 
y„  z,)  de  l'équation 

X'  -I-  aôc>Y'  +  crfTC'Y»  =  Z' 
par  les  formules  *■ 

Les  formules  de  Lebesgue  sont  la  conséquence  évi- 
deniedes  précédentes.  (A.  Desboves.) 

RECTIFICATIONS. 

Page  Qg8,  ligne  7.  —  La  phraw  :  •  inutile  de  rapptUr...  ■  doil  ètn 
enferméQ  dana  la  pveDthtoe  qui  commence  &  !■  ligne  6. 

Pige  199.  ligne  i3.  —  Au  lieu  de  (/[  ),  liiez  (3). 

Page  3oo,  ligne  S.  —  Au  lieu  de  (5),  Usez  (4). 

Page  3oj,  lei  trois  dernirrea  lignes  doivent  èlra  Hinsî  rectifiées  ; 

■  Donc  le  lieu  se  compose  de  l'intersection  d'une  aurfjce  du  qm- 
■  trième  ordre  «tcc  trois  elltpaoldei  réels  et  concentriques  k  Cellip' 
>  aolde  proposé.  > 

Fige 33s,  question  m7.  —  Au  lieude(a'-\-fi'+-/),lUes  (et"-*-^'-!-/)'- 
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itMOIRS 

R  1.1  lEPHÉSKIITÀTIOIl  DES  StRVÂCES  ET  LES  FBOJECTIOHS 

DBS  cinTES  cÉOGRiPHiQues; 
Par  h.  a.  TISSOT. 


Cartes  de  France  et  d'Espagne. 

57.  Sur  la  carie  de  France  construite  par  te  Dépôt  de 
la  Guerre,  la  plus  grande  altération  d*angle  est  de  i8  mi— 
nules;  la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  lougueur 

est  sg-'  Elles  eusseut  été  respectivement  lo'So"  et  7^» 
)i,  au  lieu  du  parallèle  de  4^  degrés  de  latitude,  comme 
parallèle  moyen,  on  avait  pris  celui  de  4fi''3o'.  Enfin, 

'■liesse  trouveraient  réduites  à  a5  secondes  et  j  si 

l'on  faisait  usage  des  formules  (3)  avec 

A=;o,3o6,     C=-o,368,     /.  =  4i"3o', 

le  méridien  moyen  étant  celui  de  Paris.  Nous  nous  bor- 
nerons à  ces  quelques  indications  au  sujet  d'nne  carte 
qui  n'est  plus  à  faire.  Nous  nous  étendrons,  au  contraire, 
sur  l'application  des  recUercUes  qui  précèdent  à  la  con- 
struction de  la  carte  d'Espagne. 

58.  La  carte  auxiliaire  de  ce  pays  a  été  construite  à 
l'écbelîc  de  i  millimètre  pour  a  minutes  d'arc,  sur 
une  feuille  divisée  en  petits  carrés  de  i  millimètre  de 

(*)  ff«K.  Jaa.,  1*  sério,  t.  XVIII,  p.  337. 
Jnn.  dtMmiUmat.,i'tirle,  t.XVIII.  (Septembre  1879.)  a5 
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c6té,  les  roordonnées  rectangulaires  de  cha({ue  paini 
étant  l'excès  de  sa  latitude  sur  4o  degrés,  et  le  produit 
de  sa'loDgitudc  par  cos4o''.  Sur  une  autre  feuille,  qua- 
drillée comme  la  première,  on  a  tracé  les  onze  eliîpset 
du  n°  46;  chacune  a  été  reportée  sur  papier  transpi- 
rent-, puis  on  l'a  réduite  ou  arapliCée,  à  l'aide  d'un 
compas  de  proportion,  de  manière  à  en  obtenir  iroii 
ou  quatre  autres  qui  lui  soient  liomo  thé  tiques.  On  ■  dé- 
terminé l'ellipse  limiiede  chacune  des  onze  feuilles  aiosi 
obtenues,  puis  mesuré  en  millimètres lediamètreù, qui 
est  incliné  à  4S  degrés  sur  les  axes.  Chacun  des  nombres 
ité   multiplié  par  l'arc  de   1   minutes,  c'«t- 

^-r — ,  la  lettre  jt  représentant  le  rapport  de 

la  circonférence  au  diamètre;  on  a  pris  le  quart  du  pro- 
duit, puis  on  a  élevé  au  carré,  ce  qui  a  donné  la  valeur 
rorrespundante  de  l'altération  de  l'unité  de  longueur. 
On  a  pu  ainsi  former  le  tableau  suivant  : 


B-dire  par 


Auméroi 

Rapporta 

aea 

Valaura 

dei  ellip»u. 

daa  aiei. 

cnrre«[K>ndauletde 

1.... 

0 

32» 

0,002a 

2... 

.       0,1 

3a  1 

0 

00:1a 

3..    . 

o,a 

3i6 

0 

ooai 

».... 

.     0,3 

3io 

0 

ooao 

S.... 

.     0.4 

3i>3 

0 

003O 

6.... 

.     0,5 

»99 

0 

0019 

7.... 

.     0,6 

293 

0 

0018 

8.... 

0,7 

aga 

0 

0018 

9.... 

.     0,8 

=98 

0 

0019 

10.... 

.     0,9 

3o4 

0 

OD19 

11... 

-     i 

309 

0 

0020 

L'ellipse  n"  8  est  celle  qui  correspond  au  minimum. 
Lorsqu'on  la  place  sur  la  carte  auxiliaire  de  manière  > 
envelopper  l'Espagne,   elle  en  touche  le  contour  auK 
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points  suivants:  cap  Ortéga),  cap  Saînl-Adrien,  lie  de 
Tarifa,  cap  de  Creus.  Son  centre  est  alors  de  ai  minutes 
à  l'ouest  du  méridien  de  Madrid,  et  de  aa  minutes  au 
nord  du  parallèle  de  4o  degrés;  eniin,  son  grand  axe  fait, 
avec  la  direcuOD  des  parallèles  de  la  carte,  un  angle  de 
la^So',  qu'il  faut  porter  de  l'est  vers  le  nord.  Avec  ces 
données,  il  serait  facile  de  calculer  A,  6,  C  par  les  for- 
mules (8),  (5)  et  (2).  Le  mode  de  représentation  se 
trouverait  défini  par  les  expressions  (3)  de  xet  de  j^ 
après  qu'on  y  aurait  remplacé  les  trois  coefEcients  par 
les  valeurs  obtenues.  La  plus  grande  altération  de  l'uniiè 
ds  longueur  serait  0,0018,  ou  seulement  0,0009  "  ''"^ 
choisit  l'échelle  de  manière  à  avoir,  au  centre  et  sur  l'el- 
lipse limite,  des  altérations  égales  et  de  signes  contraires 
(„-48). 

La  demi-longueur  du  diamètre  incliné  A  4^  degrés 
sur  les  axes  de  l'ellipse  limite  est  de  i^6  millimètres. 
Ayant  construit  un  carré  de  1 46  millï  mètres  de  côté,  on 
constate  facilement  qu'il  est  possible  de  le  placer  sur  la 
carte  auxiliaire  de  manière  que  le  contour  de  l'Espagne 
l'enveloppe  entièrement.  Quand  il  a  cette  position,  il 
est  impossible  qu'une  branche  d'hyperbole  passant  par 
deux  de  ses  sommets  soit  extérieure  au  contour;  par  con- 
séquent, pour  la  portion  de  la  contrée  couverte  par  le 
carré,  et  à  plus  forLe  raison  pour  la  contrée  elle-même, 
la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur  produite 
par  un  système  de  projection  correspondant  à  une  valeur 
de  F  négative  ou  supérieure  à  -  surpasserait  0,0009.  ^' 

est  donc  inutile  de  faire  une  seconde  série  d'essais  por- 
tant  sur  des  hyperboles. 

Il  n'y  a  pas  lieu  non  plus  d'essayer  les  paraboles.  On 
le  reconnaît  en  constatant  que,  sî  une  droite  de  1 46  milli- 
mètres de  longueur  a  ses  deux  extrémités  en  dehors  du 

25. 
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contour  de  la  carte  auxiliaire,  toute  parabole  passant  par 
ces  deuT  extrémités,  et  ayant  son  axe  perpendiculaire  i 
la  droite,  ou  bien  coupera  le  contour,  ou  bien  intercep- 
tera sur  l'axe,  entre  son  sonimet  et  la  droite,  une  lon- 
gueur moindre  que  la  portion  de  l'axe  comprise  entre  la 
même  droite  et  le  contour  du  pays. 

59.  Le  point  central  que  nous  avons  déterminé  se 
trouve  près  du  méridien  de  Madrid  et  dans  le  voisinage 
du  parallèle  de  4o  degrés  :  il  convient  de  le  transporter  à 
l'intersection  de  ces  deux  lignes.  De  plus,  le  grand  axe 
des  ellipses  ayant  une  direction  peu  différente  de  ctWe 
des  parallèles  de  la  carte  auxiliaire,  nous  pouvons  aban- 
donner les  formules  (3)  et  avoir  recours  aux  expressions 
plus  simples  (9)  de:ret  de_y  qui  correspondent  à  E=:o. 
En  renouvelant,  pour  les  onze  formes  d'ellipses,  les 
essais  déjà  effectués,  mais  en  s'astreigiiam  cette  fois  à 
placer  l'un  des  axes  sur  le  parallèle  de  4°  degrés  de  la 
carte  provisoire,  et  l'autre  sur  le  méridien  de  Madrid, 
on  est  conduit  à  former  le  tableau  suivant  : 


Numdroo 
•1m  elllpws. 


Rippoiii 


es  axes. 

millimèlr 

0 

335 

0,1 

333 

0,2 

33o 

0,3 

3,4 

».4 

3i5 

0,5 

3io 

0.6 

3o8 

0.7 

3o6 

Valeur* 
•eapoodintesdci 
0,00:14 
o,ooa4 
o.ooaS 

0022 

0021 

0020 

,0020 

0020 

0022 

00.4 


L'etlipse  n"  8  est,  comme  tout  à  l'heure,  celle  qui 
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duit  à  son  minimuin  U  plu5  grande  valear  de  t.  Elle 
tonche  le  coniour  de  la  carte  auxiliaire  aa  cap  de  Creus. 
La  valear  correspondante  de  A  est  o,  i65.  La  plus  grande 
altération  de  l'unité  de  longueur  est  0,00  io,fioit  en  plus, 
,  soit  en  moins. 

60.  Les  onze  ellipses  limites  passent  dans  le  voisinage 
du  cap  Ortégat,  et  ce  point  se  trouve  à  peu  près  sur  le 
diamètre  qui  fait  des  angles  de  4^  degrés  avec  les  axes; 
c'est  pourquoi  il  y  a  peu  de  diCérence  entre  les  diverses 
longueurs  de  ce  diamètre,  et,  par  conséquent,  entre  tes 
valeurs  correspondant*^ s  de  £.  C'est  donc  ici  le  cas  de  re- 
noncer même  aux  formules  (9)  et  d'adopter  le  système 
remarquable  de  projection  que  nous  avons  étudié  en  der- 
nier lieu  (n^S'l);  il  corresponde  l'ellipse  n°  1,  laquelle 
se  réduit  àdeux  droites  parallèles.  La  plus  grande  allé' 
ration  de  l'unité  de  loagueurne  se  trouvera  pas  beaucoup 
augmentée  par  ce  nouveau  changement  :  de  0,0010,  elle 
deviendra  o,ooi3. 

Pour  introduire  les  nombres  dans  la  formule  (i4)t 
lions  avons  supposé  que  l'on  adoptait  l'échelle  de  y,^,,. 
Le  rayon  équalorial,  qui  jusqu'ici  nous  servait  d'unité, 
a  été  pris  égal  à  6377398  mètres,  et  le  carré  e*  de  l'ex- 
centricité de  l'ellipse  méridienne  à  0,0066744  ï  ce  sont 
les  valeurs  calculées  par  Bcssel.  Celles  qui  ont  été  obte- 
nues depuis  par  l'Orï/nance  Suivey,  savoir  63^8  284  mè- 
tres et  0,0067803,  s'adaptent  mieux  à  la  forme  générale 
de  la  surface  du  globe,  puisqu'on  a  fait  concourir  à 
leur  détermination  un  plus  gi-and  nombre  de  mesures 
effectuées  dans  des  régions  très-diverses  ;  mais  elles 
se  rapprochent  peut-être  moins  des  éléments  qu'il  con- 
viendrait d'adopter  pour  l'Espagne  en  particulier.  La 
connaissance  de  ces  éléments  résultera  précisément  des 
opérations   géodésiques  que    nécessite  la   cDiislruction 
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de  la  carte.  En  tout  cas,  les  cbaiigemenls  que  nos  résul- 
tats devront  subir  se  réduiront  à  des  corrections  dom 
le  calcul  se  fera  rapidement. 

Appelons  A  l'excès,  évalué  en  deini-dt-grés,  de  la  la- 
titude d'un  parallèle  sur  40  degrés,  c'csi-à-dire  posons  , 


la  formule  (i4)  nous  donnera,  pour  le  rayon  du  paral- 
lèle de  la  carte  exprimé  en  décîmillimèircs, 
R=:  i522i57,7  — iiio8,26-ï2A— o,4^88a'— o,i4i3a'. 

61.  Les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  cane  se  cou- 
pant à  angle  droil,  les  axes  de  l'ellipse  indicatrice  se 
trouveront,  en  chaque  point,  sur  ces  deux  lignes;  a  sera 
la  plus  grande,  et  b  la  plus  petite  des  deux  quantités 

/  —  -^  ^  '  fl5:       i  —  Rsinjo- 

La  plus  grande  altération  d'angle,  au  point  considéré, 
sera  donnée  en  second<:s  par 


Le  long  du  parallèle  de  40  degrés,  les  angles  sont 
rigoureusement  conservés  ainsi  que  les  distances.  Pour 
le  parallèle  de  3(>  degrés,  qui  est  le  plus  au  sud,  ou  a 

A  =  -8,     R=  1611017,5.,     ^  =  _,,,î,,,3., 
d'où  résulte 

A=  1,002434.     K.=  1,003387,     2w=io". 
Soit  ^  un  nombre  déterminé  par  la  condition 

i;=  1,002434(1 --ç;-i, 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


(3si  ) 
Uqaello  doDuu 

Si  l'on  multiplie   tous   Irs   lermca  de  H  par    i  — ^,  il 
Tiendra 

R=  i52o3o';  —  iio88,765A  — o,478A'  — o,t4i  A'. 
En  adoptant  celle  nouvelle  valeur  du  R,  on  ne  modi- 
liera  pas  \ea  altérations  d'angles,  et  l'on  réduira  de  moi- 
tié la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur,  <]ul 
ilors  se  produira  untàt  en  plus  et  tantôt  en  moins.  On 
trouve,  en  efiei,  pour  le  parallèle  de  36  degrés, 

A^  t-t-o,ooi2i4.     *  ^=1  +  0,001 168,     2si  =  10', 
pour  celui  de  4w  degrés, 

A^l  —  0,0Oiai6,       *=  I  —0,001216,      2w=;o, 

et  pour  celui  de  43°Oo',  ((ui  est  le  plus  au  nord, 

A  =:  I -1-0,001016,     *=  I -h  0,001060,     2u=^9". 

Enfin,  on  peut,  jusqu'à  un  certain  point,  tenir  rompti: 
(les  termes  de  R  où  A  entrerait  à  une  puissance  supé- 
l'ieurc  à  la  troisième,  et  qui  ont  été  négligés,  en  modi- 
fiant uo  peu  les  coefllcîenls  des  autres  lermes.  Les  alté- 
rations ne  ae  trouvent  diminuées  ainsi  que  de  quantités 
insignifiantes,  mais  I.1  formule  devient  un  peu  plus 
simple.  Nous  prendrons  définitivement 

;i5)    R=  i52o344—  iio8g,o3A  —  o,5i  A'  — o,i4iA\ 

Avec  cette  expression  de  R,  la  plus  grande  altération 
(le  l'unité  de  longueur  est  0,001 19,  et  la  plus  grande  al- 
lération  d'angle  n'atteint  pas  4  secondes.  Ces  mêmes  alté- 
rations seraient  respectivement  0,0018  et  la  minutes 
avec  la  projection  de  Bonne,  qui  a  été  employée  en 
France  par  le  Dépôt  de  la  Guerre,  Elles  s'élèveraient  à 
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o,o56o  et  â  3  d^r«9  si  l'on  avait  recours  au  développe* 
ment  conique,  qui  cependant  ne  difi%re  du  système  pro- 
posé que  par  la  loi  suivant  laquelle  tes  rayons  des  paral- 
lèles de  lacartcdépendentdela  latitude.  Enfin,  sur  notre 
carte,  nous  pouvons  placer  les  ilcs  Baléares  et  le  Porlngil 
sans  que  les  plus  grandes  altérations  augmentent  j  il  n'en 
serait  pas  de  même  si  l'on  faisait  usage  de  la  projection 
de  Bonne. 

62.  En  résumé,  dans  le  système  de  projection  qui  noui 
parait  le  mieux  approprié  A  la  construction  de  la  carte 
d'Espagne,  les  méridiens  sont  représentés  par  des  droite) 
partant  d'un  même  point,  les  parallèles  par  des  circoDfé- 
rences  ayant  ce  point  pour  centre.  L'angle  de  deux  méri- 
diens de  la  carte  est  égal  au  produit  de  l'angle  des  méri- 
diens correspondants  du  globe  par  le  sinus  de  4<*  degrés. 
Les  rayons  des  parallèles  de  la  carte,  supposée  coDsiruite 
à  l'écliellede  ,,^,;,  sont  donnés,  en  déci millimètres,  par 
la  formule  (i5),  dans  laquelle  A  exprime  en  demi^de- 
grés  l'excès  de  la  latitude  du  parallèle  sur  4°  degrés.  On 
aura  recours  aux  formules  (i3),  pour  calculer  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la  carte. 
Les  altérations  d'angles  ou  de  dislances  sontindépendanies 
de  la  longitude. 

63.  Pour  terminer  celte  application,  nousdonDerons 
deux  tableaux  dont  les  nombres  se  rapjMirtent  à  des  lati- 
tudes croissant  de  demi -degré  en  demi-degré,  à  partir  de 
36  degrés,  qui  est  la  latitude  la  plus  méridionale  de  l'E^ 
pagne,  jusqu'à  44  degrés.  Comme  le  parallèle  àe  44  de- 
grés est  en  dehors  de  la  contrée,  nous  avons  inii'odait 
aussi  dans  nos  tableaux  la  latitude  de  43°3o',  qui  est 
celle  du  point  le  plus  septentrional. 

Le  premier  tableau  fait  connaître  les  rayons  de  coiir- 
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bure  et  les  grandes  normales  de  l'ellipse  méridienne,  Te 
rayon équalorîal  étant  pris  pour  uniié,  puis  les  longueurs 
lies  mêmes  lignes  et  celiea  des  rayons  des  parallèles  ter- 
restres, exprimées  en  mèlres,  le  rayon  équatorial  étant 
supposé  égal  à  6377  SgS  mètres. 


/ 

(■ 

K 

P 

N 

' 

36,  0   0 

99677-37 

-,oo>>5497 

63568o8 

6384,64 

5,65383 

36,3o   Q 

99685462 

i,oo,.8ïB4 

635,339 

638494- 

5,3î5,9 

37,  0   0 

99693833 

,,00.3.08, 

6357873 

6385 lao 

3099384 

3;,3o   0 

99703147 

1,00133903 

6358409 

638530O 

5o65,99 

38,  0   <> 

997.0701 

1.00136733 

6358948 

6385480 

503,837 

38,3o   0 

997 '9 '94 

1.00,39576 

6359490 

6385683 

49974-/1 

Î9,  0   0 

997^77=3 

i,oo.33i3o 

636oo34 

6385844 

1961733 

39, 3o   0 

99,36381 

1,00135596 

636o58o 

6386036 

49=76.5 

40,  0   0 

99744875 

i,ooi3S.7i 

636.138 

63863.0 

',893.30 

4o,3o   0 

99753494 

i,oo.4ioSi 

036,677 

6386394 

4856353 

i,,  0      0 

99763139 

1,00143948 

6363Ï39 

63865,8 

48300.3 

4..30   0 

99770806 

.,00.46858 

6363,8. 

6386,63 

4783403 

99779591 

.,00119754 

6363335 

6386(>48 

4,16438 

4î,3o   0 

9y78ei96 

.,00.5366b 

6363890 

6387,34 

4,09089 

43.0   0 

997969 "5 

1,00.55583 

6364416 

638,330 

46,1390 

43,30  0 

998056.15 

i,ooi585o3 

6365003 

638,506 

4633333 

43.50   0 

998"47i 

■,00.60433 

63653,5 

638,63, 

460,765 

44,  0  0 

998.4385 

1.00161437 

636556. 

6387693 

4594933 

Dans  le  second  tableau,  on  trouvera  les  rayons  des  pa- 
rallèles de  la  cane  exprimés  en  décimillimétres;  leurs 
dérivées  par  rapport  à  A  changées  de  signe  ;  les  rapport.t 
des  arcs  înâniment  petits  de  méridiens,  sur  la  carte,  aux 
arcs  correspondants  du  globe;  les  rapports  analogues 
pour  les  arcs  de  parallèles.  Ces  rapports  sont  ici  les  axes 
de  Fellipse  indicatrice;  jusqu'à  ^o  degrés,  le  grand  axe 
se  trouve  sur  le  parallèle,  et  le  petit  sur  le  méridien;  le 
contraire  a  lieu  à  partir  de  4o  degrés.  L'avant-dernière 
colonne  renferme  les  plus  grandes  altérations  d'angles 
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évaluées  en  secondes;  elles  sont  tiès-faiblcs,  parce  que 
les  deux  axes  de  l'ellipse  indJcairice  tiîllèrent  peu 
l'un  de  l'autre;  la  plus  grande  diUérence  n'atteint  pas 
o,ooooa.  Four  la  même  raison,  on  peut  considérer  l'al- 
tération de  l'unité  de  longueur,  en  chaque  point,  comme 
ne  variant  pas  avec  la  direction.  Les  valeurs  de  cette  al- 
tération sont  contenues  dans  la  dernière  colonne. 


dt. 

l 

H 

<l.\ 

k 

K 

a« 

' 

3Q°  â 

1609096 

.■,07,9.1 

.-i-o,oo,,9. 

,-t-o,oo,,9i 

-f-  0,00119 

36,3o 

■597991 

iiio^.ai 

d6'i8 

oC36 

o63 

37.0 

.586890 

.■098..! 

0.4. 

oi5î 

ai3 

37,30 

.575794 

Mogi.So 

1-0,000271 

,-o,oooi56 

—  0,00016 

38,  0 

,56470. 

'■09. ,7'' 

ofio7 

059- 

060 

3S,3d 

.553610 

..089,78 

0807 

o85î 

oSfi 

3s,,  0 

.5iï5ïi 

[io8H,li3 

io5. 

■  oi^ 

roj 

39,30 

i53i433 

.,088,41 

.160 

,,54 

,ifi 

^0.  0 

.5^344 

■,089,01 

119a 

■  ■gi 

"? 

40. 3o 

■509.55 

11090,47 

..48 

■  .5Î 

4<.  0 

< 498. 63 

,■09.. 76 

■  038 

■  039 

io3 

4..30 

1487069 

.1095.90 

0833 

08.1s 

08', 

4a,  0 

,475971 

.1099,88 

o56j 

0^79 

o5; 

4î,3o 

,464869 

,,,04.70 

03,4 

m3ï 

DU 

43,  0 

.45376, 

■1,10,38 

i-l-o,oooaiû 

1-1-0,000191 

-(-  0,00010 

43,30 

,4i,GÎ7 

11,16,90 

0708 

O70^ 

4î,5o 

,i35î35 

■.■î.,7. 

,084 

io83 

0 

■  08 

4i,  0 

,43i5î7 

■1.54,16 

,ii83 

1188       . 
1 

ns 

Chaque  feuille  de  la  carte  sera  un  véritalile  levé  lopo- 
graphique,  l'échelle  variant,  mais  irès-l  en  terne  nt  avec  la 
latitude,  de  8  décimètres  moins  ■  millimètre  à  8  déci- 
mètres plus  I  millimètre,  pour  4  myriamèires.  La  lon- 
gueur de  8  décimètres  est  celle  du  grand  càié  du  cadre 
dans  les  feuilles  de  ta  carte  de  France. 
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Carto  d'une  zone.  Carie  d'un  fuseau.  Caries  ayant 
pour  objet  la  conservation  des  aires. 
64.  Lainétbodeque  nous  avons  suivie  dans  la  recherche 
da  système  de  projection  le  mieux  approprié  a  la  repré- 
sentation d'une  contrée  particulière  ne  suppose  pas  né- 
cessairement que  cette  contrée  soit  peu  étendue  dans  les 
lieux  sens;  on  peut  l'appliquer  à  toute  la  zone  compris» 
entre  deux  parallèles  dont  les  latitudes  ne  différent  pas 
trop  l'une  de  l'autre,  et  aussi  h  un  fuseau  limité  par 
deox  méridiens  dont  l'angle  n'est  pas  trop  considérable. 
On  développe,  dans  le  premier  cas,  suivant  les  puissances 
de  f,  et,  dans  le  second,  suivant  celles  <Ic  m.  La  coiidi- 
lion  que  les  altérations  d'angles  soient  du  troisième 
ordre  seulement,  et  les  altérations  de  disUnces,  du  se- 
cond, surCsent  pour  déterminer  complètement  les  for- 
mules; il  ne  reste  pas,  dans  celles-ci,  de  coefficients  dont 
on  ait  la  faculté  de  disposer  pour  réduire  à  son  minimum 
la  plus  grande  altération  de  l'uni  té  de  longueur. 

S3.  Pour  une  zone  comprise  entre  deux  parallèles,  le 
mode  de  projection  auquel  on  s>;  trouve  conduit  est  celui 
oes  méridiens  rectilignes  et  des  parallèles  circulaires  dé- 
Saisparles  formules  (i a)  et  (i3);  on  devait  s'jaiieiidre 
il'après  la  remarque  que  nous  avons  faite  à  la  tin  du 

Appliqué  à  la  zone  comprise  entre  les  parallèles  de 
î/'So' et  33°3o',  zone  dont  fait  partie  l'Europe  centrale, 
et  ([ui  occupe  plus  du  sixième  de  la  surface  du  gtobe,  le 
système  que  nous  venons  d'indiquer  ne  produit  pas  d'al- 
lérations  au-dessus  de  i'  20"  pour  les  angles,  ni  au-dessus 
de  ~  pour  Tunité  de  longueur.  Avec  la  projection  de 
Bonne,  les  limites  analogues  eussent  été  respectivement 
i4"4o  et  7- 
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Pour  toute  l'Algérie,  c'esi-à-dire  pour  le  TcII  e[  li; 
Sahara  algériens,  les  limites  d'altérations  £od1,  avic 
noire  système,  3"  et  yttT'  tandis  qu'avec  la  projection 
de  Bonne  elles  seraient  ii'  et  j^j-,  et  l'on  pourrait, 
sans  augmenter  les  deux  premières,  placer  sur  laurtc 
la  régence  de  Tunis  et  la  plus  grande  partie  de  l'empin: 
du  Maroc. 

66.  Quand  il  s'agit  d'un  fuseau,  on  trouve  qae  le 
mode  de  projection  qui  remplit  les  condiiions  énoDcéc» 
est  celui  des  roruiules 

(i6)      JT  :=»-(-  -rm'sinl,     j- ^  rm  [  n- ^  «j'ccsa/j- 

De  ces  formules  on  déduit 

B  =  m'  ïin/  (-.  —  sin' A ,     /,  —  i  — -L.  ,„'cm'l. 

\b  /  3oo 

On  ad'aijieurs 

[a- fi]?  =  (/<-<)'  + S'.      ;i^  =  'Lz}, 

'■  '  \  '  5,0," 

Ci)  étant  exprimé  en  secondes.  Quant  à  l'allération  àf 
l'unilc  de  longueur,  elle  est 

ou  seulement  la  moitié  de  celle  quantité  si  l'on  snppo^i: 
l'échelle  choisie  de  manière  que  les  altération»  soieni 
deux  h  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Pourtin  fuseau  de  i5  degrés  on  aura,  commelimiip' 
des  altérations,  i'3o''et  jfj;  avec  la  projection  dcBonni-. 
on  aurait  eu  ^''So'el  ~^. 

Le  territoire  de  l'Egypte  propifmenl  dite  se  compf*'' 
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duiie  loDgue  vallée  eDcaissée,  depuis  Assouan  jusqu'au 
Caire,  par  deux  chaînes  de  montagnes  dont  les  versants 
oilérieurs  a  étendent  dans  de  vasies  déserts.  Il  n'y  a  pas 
à  se  préoccuper  de  ces  déserte,  dans  la  construction  de  la 
carte  ;  on  doit  plutôt  songer  à  l'étendre  au  sud  d'Assouan 
en  remontant  le  Nil.  Nous  supposerons  donc  qu'il  s'agisse 
A\\ae  contrée  située  entre  le  neuvième  et  le  trenie- 
ileuxième  degré  de  latitude  avec  une  étendue  en  longitude 
de  5  degrés.  Le  mode  de  projection  à  adopter  sera  celui 
des  formules  (i6),  lequel  donnera  pour  limite  des  deux 
aliératîons  5"  et  7777,  tandis  que  la  projection  de  Bonne 
lurait  donné  a5'  et  ~j. 

67.  Pour  certaines  cartes  qui  ont  un  but  spécial,  la 
rondition  la  plus  importante  â  remplir  est  la  couserva- 
tion  des  aires.  On  peut  se  proposer  de  chercher  le  sys- 
lème  de  projection  qui,  tout  en  ne  modifiant  celles-ci 
que  de  quantités  négligeables,  réduit  à  son  minimum  la 
{lias  grande  altération  d'angle.  Cette  question,  que  nous 
ne  faisons  qu'indiquer,  se  résoudra  par  une  méthode 
analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans  la  réso- 
tation  de  la  question  inverse. 

{A  suivre.) 
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MÉIOIRE  SUR  lA  RÉSOLUTION  M  NOMBRES  BKTUIS 
DE  L'ÉQUATIO» 

oX~-+-iï~  =  cZ"î 
P4b  H.  DESBOVES. 

r8«,™  (•■).] 

III. —  Rësolutiok  en  sombres  entiers  de  l'éqcitid.1 

n  ËTIHT  tClL  1  2,  3  ou  4>  ETC. 

8.  Résolution  de  l'équation 

(35)  flX'-!-iT'  =  Z'. 

On  a  supposé  ici  que  c  «lait  égal  â  t,  car,  s'il  eu  eiiit 
autrement,  on  multiplierait  les  deux  membres  de  l'âjui- 
tioN  par  c  cl  l'on  poserait 

cZ  =  Z,. 

Maintenant,  si  l'on  fait  U  ^gal  à  zéro,  l'idenlin!  [i6i 
devient 

(36)  X'-t-rT'  =  Z', 

et  la  dernière  des  formules  {17)  donne 

Alors,  en  substituaui  celte  valeur  de  z  dans  les  cxpr«' 

(')  rToavrlUj  fanâtes,  l'  sépic,  t.  XVtlI,  p.  iGS. 
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sions  de  X,  Y,  Z  (  1 7  )  et  (  1 5  ),  on  a 

X_  jp  T-- 

Si'  +  30  rjr'r'  —  r'j* 


et,  en  rcmplaçaul  dans  l'équation  (36)  X,  Y,  Z  par  les  ex- 
pressions prdcédeates,  puis;' par  -t  on  obiîcnt  l'idenlité 

II  suit  de  là  que  l'éqnalion  (35)  a  une  infinité  de  solu- 
tions entières  données  par  les  formules 

T=r(8a^  +  Ajr'). 

Z  =  8n' J:*  +  20  aùa^j*  —  A'r', 

dans  lesquelles  xetjr  sont  deux  nombres  entiers  quel- 
conques, positifs  ou  négatifs. 

9.  Recheiche  des  cas  où  l'on  peut  résoudre  en  nom- 
bres  entiers  l'équation 

[3-])  aX' -\-  bY' =  cZ: 

Si  l'on  essaye  d'imiter  la  méthode  suivie  dans  le  numéro 
précédent,  eu  faisant  IJ  =  o  dans  la  dernière  des  for- 
mules {19),  on  est  conduit  à  l'équation 


mais,  cette  équation  étant  du  second  degré  par  rapport 
aux  trois  variables  x,  y,  z,  on  no  pourra  pas  trouver 
ainsi  une  infinité  de  solutions  de  l' équation  (3^),  quels 
que  soient  <!,£,  c.  On  sait  d'ailleurs  que  l'équation  (Sj) 
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est  souvent  impossilile  :  nous  allons  donc  chercher  un 
certain  nombre  de  cas   où  elle  peut   être  résolue  en 
nombres  entiers,  eu  partant  d'identités  que  nous  allons 
d'abord  établir. 

Prenons  pour  point  de  dépari  l'ideniité  évidente 

{38)         (X-(-Y)'-h(X  — T)'  =  2(X'+3Y')X. 

En  y  faisant  X  =  x',  Y  =^,  on  a  d'abord 

(39)         (^+r)'  +  (-r*-r)'  =  ï(^  +  3j-')*'. 

Faisons  main  tenant  dans  l'identi  té  (  38  juachangemeol 
de  variables  tel,  que  X*  +  3  Y*  devienne  un  cube.  Four 
cela  donnons  à  a  et  &  respectivement  les  valeurs  o  et  3 
dans  les  équations  (5],  (8)  et  (9)  du  n^i  :  on  a  ainsi 

X^x*  — gj-'i,     Y  — 33:'j-  — V.     Z  =  *'  +  37', 

X'-h3T'=[^  +  3/')'; 

«t,  en  remplaçant  dans  l'identité  (38)  X,  Y,  Z,  X'  -H  3  Y' 
par  les  expressions  précédentes,  on  a,  après  le  chan- 
gement dcyea  tt) 

(9**  —  9^'  +  9 -^r  -  ^'1'  +  (9**  —  9*/*  —  9*'^  +/"}' 

=^(^-r)(*  +  r}"[3(3*'+j-')]'. 

Comme,  dans  le  produit  (x — j)  {x -t-j)  a  x,  le  troi- 
sième facteur  est  la  somme  des  deux  autres,  on  pote 

x+y  —  X,,      x~jr=x„ 

Cl,  si  l'on  remplace  dans  l'ideutilé  précédente  X  eiy 
par  — -t  — ' — —i  on  a,  en  elTaçant  les  accents, 


(■io) 
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En  changeani,  (Uns  cette  dernière  identilé,  y  en  y* —  ar, 
ou  a  celleK;!  : 

L'identité  {4i)  a  déjà  été  donnée  par  M.  E.  Lucas,  qui 
y  a  été  conduit  par  des  considérations  géométriques;  on 
peut  encore  la  démontrer  comme  il  suit. 

Si  l'on  part  des  équations  (i8)  et  (19)  du  n°  5,  <>n 
égalant  U  à  xéro,  on  a 


j:>e»-H6jl/'), 


et, 

.  par  suite, 

j»' 

X,= 

-J^.(j"  +  3''-'-'*'-' 

Y,  = 

_^[^4-x'z.  +  «^.), 

t',  =. 

-^,(x'*'+3«y  +  6;r>' 

Alor»,  en  substituant,  dans  l'équation  (18),  pour  X,, 
ïii  Ui,  les  eipressions  précédentes,  on  obtient  l'identité 

-I-  {j^^—y*  -+-  Zx*y\i.xz  4-j-')]' 

mais,  si  l'on  y  fait 

J-'  =  j:„     «  =  j-„ 

et  que  l'on  eiTace  les  accents,  on  a  l'identité  (4o}- 

Pour  obtenir  ane  nouvelle  identité,  faisons  a  et  & 
égaux  à  I  danalea  équations  (5),  (8)  et  (9);  alors  on  a 

X'  -H  XT  +  r  =  (^  +  >r  -(-  j^  )', 

X  —  T  =  *•  —  7'  —  3*r  (1  a:  +  ^). 

A-,n.  dcMatkintat.,  t'  iêrie.t.  XVIir.(SopWmb«i  1879.)  26 
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(4o^    ) 
Si  m.iiulciiaiuon  multiplie,  inimbre  à  mciiibi-e,  Icidcux 
dernières  équations,  il  vient 


l*^'         I  ^:[^-^-3.>7[T+aj-)][^'+4J+J'';*. 

C'i-sl  l'identité  qu'il  n'agissait  de  trouver 

Remarque.  —  L'identité  (43)  conduit  à  une  nouvelle 
démonstration  de  l'identité  (^o). 

En  elTet,  si  l'on  permute  x,  y  dans  l'identité  {^n]  et 
(]ue  l'on  ruiranclie,  membre  à  membre,  cette  dernière 
identité  de  celle  qu'on  a  obtenue,  on  a 

—  ;.r  -  /)  {^  -f-  aj)  (2*  +  J-)  (x'  -t-  jy  -î- j-')'. 

Or,  comme  dans  le  produit  {a:— j-)  (j;H-aj')(ax+i  ) 
II!  troisième  facteur  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres, 
par  un  changement  de  variables  dont  le  choix  est  évi- 
dent, on  est  conduit  à  l'identité  (4o). 

Je  vais  maintenant  démotilrei*  une  identité  plus  gé- 
nérale que  les  précédentes,  et  qui  donnera  quelques-unes 
d'entre  elles  comme  cas  particuliers. 

D'après  le  tbéorême  I  (2)  étendu  à  quatre  facteurs 
dont  trois  sont  égaux,  on  peut  écrire 

x;  -h  X,  Y,  +  Y^  ITT  [x]  +  x.yi + j  ;)  (x'+ ^ +.)■■:', 


(43;  x; -Y;^(x,~Y,)(:tî +  .r,jr-,  +  ^;)(-^  + *r +/'.'■ 

Xi  et  Yi  sont  d'ailleui-s  obtenus  en  remplaçant,  dans 
le»  formulas  (2),  d'aboi-d  X,  ï,  j:,  y,  a,  6  respective- 
ment par  X|,  Y,,  X,  Y,  I,  I,  puis  X,  Y  par  les  eipres- 
sions  que  donnent  les  formnirs  (8),  c'est-à-dire  que 
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(  4o3  ) 
l'on  » 

X,  —  l'a;,  —  3«/'j|  — j-'i,—  3j;'/j',  — 3j/'^i, 
Y,  =  ^  j-,  —  jV. -•- S'^J' Ji  î- 3 J^'r*' -t- 3xj-'x,. 

X, -T,  =  (ar'-j^  — 6*r'— Sx"/)  JT, 

On  voit  alors  ^ue,  a  et  h  étant  égaux  à  i  dans  l'éqtia- 
lion  (37},  on  pourra  prendre  pour  c  la  valeur  dminée 
par  la  formule 

(44)  o  =  (x,-Y,)W  +  -.j-.  +  ^!). 

l'expression  deXi — Y,  étant  obtenue  par  la  dernière 
é4|uatïon. 

Il  e«t  visible  d'abord  que,  si  dans  l'expressioD  (44)  ■») 
fait  successivement  jr,  =  i,_^i  =  1,  et  x,  =  1,  ^, :=  o, 
on  trouve  pour  c  les  valeurs  données  par  les  identités  [^o) 
et  (4a}  i  ces  identités  elles-mêmes  sont  donc  la  consé- 
quence de  l'identité  générale. 

Donnons  encore  à  Xi  et  jf,  les  valeurs  j:el  — y;  alors 
ou  a 

et  l'identité  générale  devient 

145)[xlx■  +  a,■•]]■  +  [--^(J--^^^ll■  =  (x■^-J••)(J^-^■)•■ 
On  peut  conclure  de  tout  ce  qui  précède  que,  si  dans 
l'équatioD  (37)  a  et  b  sont  égaux  n  i,  cette  équation 
pourra  être  résolue  lorsque  c  aura  l'une  des  formes  sui- 
vantes : 

a(^4-3j'),      ^Ji-r-^j],     j:(.î'-*1, 

Toutes  ces  formes,  à  l'exception  de  la  preraiire,  déri- 
vent de  la  forme  générale  (44)  ;  "i^is  elles  sont  toutes 
utiles  à  connaître  pour  les  applications  numériques. 
116. 
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(  4"4  ) 
Je  vais  mainlenaiit  établir  des  ideiililés  corresponJanl 
an  cas  où  a  eib  ont  des  valeurs  quelconques.  Supposons 
que  la  fonctiou  Z  (iS)  soît  multipliée  par  la  fonction 
j:' -^  ry' -i- !■*£'  —  3rX|j',  C|,  que  nous  représentons 
jiar  Zi,  Gt,  pour  plus  de  siinplicilé  dans  les  calculs,  fai- 
sons d'abord  z  =  o  dans  les  formules  (i5)  et  (igj^re 
qui  donne 

X  =  ^  -I-  ry',     T  =  3*'/,      U  =  3xx',     Z  =  x*  +  rjK 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  second  membrede 
l'ideiililé  (i8]  soit  multiplié  par  Zt,  et  que  l'on  désigne 
pai'X',  Y',  U'  les  valeurs  qui  remplaceutX,,  Y,,  U,  dans 
te  pi-emi(T  membre,  on  aura  par  le  calcul  ordinaire, 
mais  en  posant,  pour  plus  desimpliciu^,jf,  =  i,  z,  =  o, 

X'=(.r'  +  r^)x,  +  3rj:v', 

On  a  aussi 

Z,  =  x*  +  r. 

En  égalant  U'  à  zéro,  on  a 

J 
et,  en  substituant  celle  valeur  de  a:,  dans  X',  Y',  Z|, 
on  a 

.r      '  r        *    '       y    ' 

d'où,  aprèsavotr  remplacé  rpar 1  on  déduit  l'identité 


(46) 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  ; 
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(  4o5  ) 

THâoifeMB  V,  —  a  et  b  ayant  îles  vahitrs  quelcon- 
ijites,  OH  peut  toujours  tiéterminer  c  d'une  injinifé  de 
manières,  de  telle  torie  que  l'équation  (Sj)  puisse  être 
résolue  en  nombres  entiers,  %  étant  différent  de  l'unité. 

On  peut  trouver  pour  c  une  expression  qui  contienne 
lutantde  variables  que  l'on  veut,  en  multipliant  succes- 
sivement les  deux  membres  de  IVquation  (18)  par  des 
fonctions  Z,,  Z„  Z|, . . .  {on  désigne,  en  général,  par  Z^ 
la  fonction  ^p  +  r^^p-H/^Zp  — ^rx^jr^Zf,)  et  en  rempla- 
çant, dans  le  premier  membre,  X,,  Y,,  U,  par  les  fonc- 
tions qui  correspondent  à  la  dernière  multiplication. 
On  égalerait  ensuite  h  téro  la  fonction  que  remplace  U 
après  les  multiplications.  On  pourra  d'ailleurs  diaposiT 
des  indéterminées  pour  trouver  autant  d'îdentilt^s  que 
l'on  voudra,  plus  ou  moins  simples.  Si,  par  exemple, 
on  multiplie  par  deux  facteurs  Z,,  Z,,  et  que  Ton  fasse, 
pour  simplifier, 

x*-i-rr' 
1  =  0,     j:,=  3^"'     }"'--='' 

en    elléctuant   les    calculs    ordinaires,    on    tornb»  sur 
l'identité 

qui  conduit  à  une  nouvelle  forme  de  c  correspondant  à 
des  valeurs  arbitraires  de  a  et  b. 

40.  Recherche  des  formules  qui  permettent  de  déduire 
d' une  première  solution  de  l'équation  (37)  une  infinité 
d'autres  solutions. 

Fkekiek  lka.  —  a  et  h  sont  égaux  à  l'unité.  Sup- 
posons qne,  dans  Tidentité  {45},  x  et  /,  au  lieu  d'ôire 
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(  4o6) 
des  nombres  entiers  quelconques,  forment  avec  Une  iroi- 
■ième  Tkriable  2  une  soLniioii  de  l'équation  (37);  alors, 
dans  cette  identité,  on  peut  remplacer  x*-^y*  par  C2*, 
et  son  second  membre  peut  s'écrire  c[t^x* — J*)]*-  H 
suit  de  U  que,  (x,  y,  e)  éUni  une  première  solution  de 
l'équation  {iy),  on  suraune  seconde  solution  X,  Y,  Z 
par  les  formulas 

(48)  T  =  -j(2^+y,;, 

ce  sont  les  formates  de  Preslet  et  d'EuIer. 

On  voit  de  même  que,  si  l'on  change,  dans  l'ideo- 
tité  (4°))  X  et  _j'  en  x*  et  7*,  puisque  l'on  remplace 
x*+  y*  par  cz*,  à  nne  première  solution  (x,j,  x)  ie 
l'équation  (37)  correspond  une  seconde  solution 
(X,  Y,  Z),  donnée  parles  formules 

(49)  T=u..'-x'+3-'j"(»r'  +  -r^)> 
(   Z^3xr«{x'  +  x'j"-i-j-'). 

Ces  dernières  formules  sont  dues  à  M.  Lucas. 

Deuxième  cas.  —  a  et  b  sont  des  nombres  entiers 
quelconques,  positifs  ou  négatifs.  Remplaçons,  J»"* 
l'identité  {46),  ax'-+-  by*  par  cz*;  on  voit  alors  que, 
en  désignant  par  (x,  j',  *),  {X,  Y,  Z)  deux  soluiioiw  'le 
l'équation  (37),  on  a  les  formules  suivantes,  telles qu"" 
les  déduit  de  ta  méthode  de  Lagrange  (*)  : 

/  X  =  J:[ax'  +  26r'), 

(50)  Y  =  -r{-xa^+h-'). 


(*)  Foir  le  Mémoire  ila  LaBrange  dôjà  cité   en  cosunintinl - 
futt^Ms  proilènm  lie  l'Analra^  de  Dinphanta. 
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]1.  Formules  tfui  donnent  une  troisième  solution  de 
Vétfttation  (3^)  lorsqu'on  en  connaît  deux  autres. 

Soient  {x-tj,  z),  (x',j^',  z^  les  deux  premières  solu- 
tiiins  et  i^x",^",  :■")  la  troisième.  En  exprintaDt  que 
(x,^,  2],  [x',j',  z')  sont  deux  solutions  de  l'équatioD, 
on  obtient 


1,  &,  c  peuvent  donc  être  considérés  comme  respective- 
meni  égaux  aux  binômes  z*^"  — _j'-'*,  T^s"  —  z'x'*, 

Cela  posé,  ajoutant,  membre  à  membre,  les  deux 
identités  évidentes 

on  a 

ou  encore,  après  avoir  remjilacé  u  et  v  respecliTement 

par—  et  —,t 

L>"  —.-1^]  (■E'i'  —  J-'/i'  +  (■*:•  —  ,1^'')  { j'*'  —  xr''i> 

Si  maintenant  on  change,  dans  l'identité  précédente, 

,      ,        X     r     t'      r'      .,     . 
x,r,x',y'  en  -,   -,  -7.   — i   H  vinnt 

..y'-.i-s»")  (*Vs'-  *",!■;]•+  ,ys"_  t'x"  lr\r'z--y'x-J' 

(*)  Cette  iilentilG  iconlre  qu«  l'on  peut  Iroiiicr  una  ÎDllnll^  de 
rmrabrei  entlera  qui  aoient,  do  deux  niDiiières  ilirrëntntes,  la  lomme  île 
Iroii  eu  bel  entier*. 
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(  4o8  ) 
ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  remarque  faite  en 
commençant, 

on  a  donc  les  formules  demandées 

Ix"-=  x'y'd  —  x''/ï. 

Les  formules  précédentes  sont  plus  simples  que  celles 
de  Cauchy;  mais  ellea  s'en  déduisent  aisément  et  don* 
neiit,  d'ailleurs,  la  même  solution.  On  voit  aussi,  à  l'aide 
de  ces  mêmes  formules,  que,  si  l'on  avait  la  relation 


on  retomberait  sur  la  solution  (x,  j^,  z):  il  en  esl ainsi, 
par  exemple,  lorsque  {x,  y,  r),  (x',y\2!)  sont  deux 
solutions  consécutives  données  par  les  formules  de 
Lagrange. 

IS,  Résolution  en  nombres  entiers  de  Véqualion 

(Sa)  aX'+*Y'  =  cV'. 

On  multiplie  les  deux  membres  de  l'équalion  (ao)  par 
un  facteur  Zi,  défini  comme  au  n"  9,  et,  eu  posant 

I  —  O,      s,  — O,      J-,:^  I,      r=:  -, 

par  un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  donné  l'iden-      I 
tilé  (4^),  on  obtient  { 

+  b[j-  [loa'jf—  i6abj^x'  -H  i'/')? 
—  l6/[ft^.r'—  l68a'i/j:')'-h  I2rt*'.r>'-i-  b'jr']\iix'- 
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(  4o9  ) 
El  ainsi  se  trouve  démontré  le  ihcorcme  suivant  : 

Théor^mb  VI.  —  a  et  h  étani  des  nombres  entiers 
quelconques,  un  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs 
de  c,  telles  que  l'équation  (53)  puisse  être  résolue  en 
nombres  entiers. 

Noa.i  nous  arrêtons  ici  dans  la  résolution  de  l'équation 
aX'-4- iY'  =  cZ"i  car  on  voit  assez,  par  ce  qui  pré- 
cède, comment  on  trouvera,  pour  tontes  les  valeurs  de», 
une  identité  analogue  à  l'identité  (53). 

13.  En  partant  des  identités  fondamentales  qui  ont 
été  établies  dans  la  Section  II,  on  peut  quelquefois  par- 
venir à  des  identités  qui  conduisent  n  la  résolution  de 
nouvelles  équations.  J'en  citerai  un  seul  exemple. 

Ondéduitd'abordaiséinentdes équations  (i5),  (i6}  <a 
(17)  celle-ci  : 

Z*+ 3XTC  =  (a*+ rj-*+ Hî>-4- ez-j/î)' 

d'où  il  suit  que,  si  l'on  résout  par  rapport  à  x,y  ou  z 
l'une  des  équations 


le  second  membre  de  l'identité  précédente  se  réduit  à 


second  membre  devient  — 
leurs  de  X,  Y,  U,  Z  s'obtiennent  en  remplaçant  dans  les 
formules  (i5)  et  {17)  z  par—-  Si  alors,  comme  h  l'or- 
dinaire, on  change  rcn  -•  on  a  finalement  l'îdentUé 
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n  tacjuelli;  M.  Lucas  est  aussi  parvenu,  mais  autrement. 
L'identité  (54)  donne  évidemment  le  moyen  d'obtenir 
une  infinité  de  solutions  de  l'é<]ualion 

flX'-i-6Y'+«'fU'  =  Z'. 

(ji  luiere.) 


QVESTiOH  PROPOSES  AICOKCOIJBS  GÉNfiBAL  BB  1878,  Ptll 
LA  CLASSE  BB  MATHÉMATieVBS  ÉLfiIBNTAIRBS; 

SOLUTION  DE  M.  L.  DE  LAUNAT, 

Ëlùve  du  I>cé«  FonUnes  (cla»e  da  M.  DedtoTcs)  (•), 


Déterminer  les  rayons  des  deux  bases  d'an  tronc  de 
cône,  connaissant  :  i"  la  hauteur  h  du  tronc;  a"  le  vo- 


mètre  h  ;  3°  la  furf'ace  latérale  équivalente  à  celle  du 
cercle  de  rayon  a. 

On  ne  considérera  que  les  troncs  formés  par  des 
plans  quicoupent  les  arêtes  d'un  même  côté  du  sommet, 
et  l'on  indiquera  le  nombre  des  solutions  qui  corres- 
pondent aux  diverses  valeurs  du  rapport  -  • 

Soient  x  ely  les  deux  rayons  de  bases,  l'expression 
du  volume  sera-,-  (x*4-7'' -J- ay}.et  comme,  par  liypt»- 

thèse,  elle  est  égale  aux  -r  du  volume  d'une  sphère  de 

diamètre  h,  c'eît-à-diie  à  ^Xt^k^*'  ourrir/t*,  on  a   la 
4       o  o 

l')  Premier  prix  du  Contour*  général. 
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première  équation  du  problèise 

ou,  en  supprimant  )e  Tacteur  commun  ttA  et  multipliant 
par  3  les  deux  membres  de  l'équation, 

(i)  j-' -(-/'+«/  =  g  A'. 

La  surface  latérale  a  pour  expression  (/(1ési);Rant  l'apo- 
tlièmedutronc)  Jt^lx  +  y)  ou  jt  ^A* -r- (x — .'*)('^ -+-/); 
on  a  donc,  après  avoir  élevé  au  carré,  la  seconde  é<|Ua- 
lioii  du  problème 
(»)  (x+;.).[«.+  (,-^)']  =  «'. 

Pour  résoudre  te  système  des  équations  { i  )  et  (  2  ) ,  on 
peut  employer  plusieurs  méthodes. 

Première  méthode.  —  Prenons  pour  inconnues  auxi- 
liaires la  somme  des  rayons  et  leur  différence  ;  en  rc 
manquant  que  l'on  a  identiquement 

4xy=(j;-i-j-)'— (X  — /)>, 
la  première  équation  devient 

(^  +  ^1._(^_,.^.      3., 

{-+r]' 4^ -gA'. 

ou,  toutes  réductions  faites, 

(3)  6(;.+j')'+M^-J-)'=3A', 

d'où,  en  subslituant  dans  cette  équation  la  valeur  de 

[x-\-y-Y  tirée  de  l'équation  (a), 

ou 

6iï't-  2/('(3^— j-J'h    2[j;—  vj'i^  SAM-  3A'(j.  —  /■', 
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tl'on  l'on  déduit  l'équation  définitive 

(4)  2(*-j-)'-A'(->^-r)'+6«'-3A'  =  o. 

Nous  sommes  ramenés  à  résoudre  une  éfiuatïun  bi- 
carrée en  X  —  y,  d'où  l'on  tire 


_  ^A'rt^/aSA'  — 48a' 


Mais,  les  équations  (i)  et  (a)  étant  symétriques  par 
rapport  à  xetjr,  on  peut  convenir  d'appeler  toujours 
X  la  plus  grande  des  deux  quantités  xetj-;x — j'est 
alors  toujours  positif  et  l'on  a  finalement 


(O)  r—y—  — —     -_-- 

Portons  maintenant  ces  valeurs  de  x  — j^  dans  l'équi- 
tion  ^3),  il  vient 


61-+r) 

2^,      A'^:v''5A'-48„. 

d'où  enfin 

SA'ipv'aSA'— 48a' 

(6)                  ^-4-^  = 

i  ^  /5A':(n/a5A'— ^8a' 
2V                   3 

Maintenant  ces  valeurs  de  x — j  et  de  x-i-j  éunt 
connues,  on  en  déduit  x  et  j  par  tes  équations 


( 

{8)7 
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Discussion. —  Pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  ^soient 
admissibles,  il  faut  d'abord  qu'elles  soient  réelles.  Pour 
qne(x — ^)*soitreeI,ll  fautqueU  quantité  i5 A* —  48  «* 
soit  positive,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Mais  uue  valeur  de  (,r  — ^)*  admissible  doit  £tre  non- 
seulement  réelle,  mais  eocore  positive  pour  que  X — y 
soit  réel. 

Or,   le  produit   des   racines  de  l'équation   (4)   (^^t 

;  nous  sommes  donc  conduits  k  distinguer  trois 

cas,  suivant  que  6a* —  ih*  sera  supérieur,  inférieur  ou 

égal  a  zéro,  cest-adire  suivant  que  ^7  sera  supérieur, 

inférieur  ou  égal  à  -*,  ces  Irois  hypothèses  sont  d'ailleurs 

1  sS 

possibles,  puisque  -  est  plus  petit  que  75;  nous  avons 

donc  déjà  pour  —  deux  valeurs  principales-»  777- 

D'ailleurs,  l'équation  (3)  étant  du  premier  degré  par 
rapport  à  {x-t-y)*,  à  chaque  valeur  de  .r — y  corres- 
pondra une  valeur  de  (x+ r]*;  pour  que  cette  valeur 
soit  admissible,  il  faut  qu'elle  soit  positive,  c'est-à-dire, 
d'après   l'équation    (11),  que   3  A'  soit  plus  graud  que 

a{x  —  j')';  nous  devons  donc  comparer- A' à  (x — j-)*; 
or,  en  substituant  -  A'  n  (x  —  y)*  dans  l'équation  (4), 
on  obtient -A* A'-i-6a* — 3A'ou6o*. 

Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  toujours  positif 
et  par  suite  la  valeur  de  (x  -H.J')*  positive. 


3,a,l,£t!dbvG00gIf 


(  4.4  ) 
D'ailleui's,  pour  que  X  ely  soient  [losilifs,  il  faut  (jae 
X  — y  soit  plus  petit  que  x  -(-  j',  ou 

6(.r-j-)'<3*'-:.(*-j.)', 
8('-rl'<3*'. 


la  sabstitutioo  est 


-99*' 


Nous  sommes  donc  conduits  «  distinguer  iroïi  cai, 
suivant  <jue  tpa  a*  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  » 

gpA*,  c'est-à-dire  suivant  que  -j;  est  supérieur,  égal  on 

inférieur  n  ■^> 

D'ailleurs  -^  est  égal  à  -  H ou  — h  -tt»  quaniiié 

192         °        a       19a        a       (i4    ^ 

plus  petite  que  7g  ou-  -+-7û' 

Cela  posé  (*),  faisons  croliru— 1  en  passant  par  les 

(*]  Un  lablnii  de  la  diwu^nion  permet  dr  li  itiiTre  plut  facilenenl' 
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(  4iî  I 
trois  valeurs  principales  que  nous  avons  trouvées  et  cjui, 

rauffées  dans  l'ordre  croissant,  sont- 1  -^»  -r^- 

Supposons  d'abord  t;  plus  petit  que  -;  alors,  dans 

l'équation  (4)<  Ib  produit  des  racines  est  négatif  ;  l'une 
d'elles  est  négative  et  à  rejeter,  l'autre  est  positive. 

Maisj;  est  aussi  plus  petit  que  ~»  et  igaa' —  99/1' 

est  plus  petit  que  o  ;  le  résultat  de  la  substitution  de 

jjA*  à  (x — y)*  est  donc  négatif;  l'une  des  valeurs  de 

(x  —  yT  ^s'  P^'''  petite  que  s  A*  et  l'autre  plus  grande  ; 
comme  il  y  a  une  racine  négative,  c'est  elle  qui  est  plus 
petite;  l'autre  est  plus  grande  eià  rejeter:  donc,  dans  ce 
cas,  o  solution. 

Quand  r^  est  égal  à-,  le  produit  des  racines  est  égal  à 

zéro  il'une  des  valeurs  de  (x  — y)*  est  donc  nulle  ;  il  y 
a  dans  ce  cas  une  solution  :  un  cylindre. 

D'ailleurs,  l'autre  racine  est  plus  grande  que  tt  h*  ei  à 
rejeter. 

Quand  -jr  est  compris  entre  —  et  -^»  le  produit  des 

racines  est  positif,  et,  comme  leur  somme  l'est  aussi, 

elles  sont  toutes  deux  positives;  d'ailleurs,  le  résultat  de 

3  ' 

la  substitution  de^A'éunt  toujours  négatif,  une  seule 

de  ces  racines  est  admissible;  on  n'a  donc  pour  x  — ^  ci 
x  +  ^  qu'une  seule  valeur  et  par  suite  un  seul  sys- 
lènie  de  valeurs  pourx  et  j. 

Quand  t^  est  égal  à  ^1  Je  résultat  de  la  substitution 
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tion  eu  (x  —  ^}'-,  par  suite,  pour  celte  racine,  x  —  yen 
égal  n  j;  4-  /  el  ^  est  nul,  c'est-à-dire  qu'on  a  un  cAne  ; 
d'ailleurs  l'autre  solution  est  admissible. 

Qi  "'  QQ       35    ,       ,1        , 

uand  t;  est  compris  entre  -î^^  et  -m  l 'c  résultat  de 
h'  "^  192      4" 

3 
la  subsûtutioD  de  s  A*  est  positif;  donc  les  deux  racines 

sonton  toutes  deux  pi  us  peliiesque  77  A'ou  toutes  deux  plus 

grandes;  leur  somme  étant  égale  à  — >  elles  ne  peuvent 

pas  être  toutes  deux  plus  grandes  ;  donc  elles  sont  toutes 
deux  plus  petites  et  par  consé<|uent  admissibles.  Dans  ce 
cas,  il  semble  qu'il  y  ait  quatre  systèmes  de  solutioDS, 
tuais  on  n'en  a  en  réalité  que  deux  : 


'^W^ 


5A'— v'aSA'  — 48a' 


4-  -;  s'A'  +  ^a5  A*  —  4»ffl* 


4V  3  4 

~  v'5A'-/i5A'  — 4S5- j  VA'-i-V^Sâ;^^^ 


i,/5A'  + 

'  =  4V  — 

l,/5; 


-  +  ■*  VA'  —  Vaâ  A*  —  4»<i', 


h^/a5A'  — 480- 


Quand  -r;  est  égal  à  Tg  j  on  a  une  solution  double  pour 

X  —y  ;  et  enfin,  quand  7;  est  plus  grand  que  tjjj  on  n'a 
pas  de  solution. 

Ces  divers  résultats  peuven  t  se  résumer  dans  le  Tableau 
suivant  : 
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FariatMHt  île  7^*  tfomômde  ^t^^m^ùu^s. 

—  =  -  I  «r>l.  ;  cjlindrv. 

a       i*  ^  19a 

«* tfçt  3  sol.  :  t  cône  d  i  horg 


I9a^»'^48 


a  loi. 
osol. 


»'-'48 
On  voit,  comme  détail  de  U  diacussioii,  qne  ^^  a  nii 

a5  j    .  j- 

maximum  -n?;  on  peut  se  pivposer  de  le  trouver  direc- 
tement. 

Supposona  h*  coostaut;  nous  cberchons  le  maxiniom 
de  a*  ou,  d'apràs  l'équation  (3),  de 

l«+.r|'[*'+(*-j-);-. 
ce  que  l'on  peut  écrire 

(  [{«"+^'-i-»r)-i-»r][*'+(''+j-'+i/)-3'rl 


^)(*-+i" 


Ce  dernier  produit  est  égal  i 

(I*'*'--)(t*'-H' 

ou,  en  développant,  à 

33  q  II  /l'xjr  . 

Noiu  sommes  donc  ramenés  6nalcinent  à  trouver  le 

•«11.  rfe  Uaihémat.,  i*  «crie,  t.  XVI».  (Septembre  i8;9.)       27 
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riiaxinium  de 

ik'xy  —  z^x*  }■'  =:  xx[f''  —  ia*J'), 
ou  dfî  ia:iy(/i' —  lax)^],  c'est-à-dire  le  maximum  du 
produit  (le  deux  (luantilés  dont  la  somme  est  coDsUnie  ; 
ce  maximum  a  lieu  quand  les  facteurs  sont  égaux,  c'est- 


ï)(-i-^) 


ou  bien  n 

roA'      3oA' 

ou,  enfin,  à  -r— ;  ce  que  nous  avions  déjà  trouvé  par  aœ 

autre  méthode. 

Seconde  méthode.  —  Au  lieu  de  prendre  pour  in- 
connues la  somme  et  la  différence  des  inconnues  x,y, 
on  aurait  pu  prendre  xy  ei  x-\-  y. 

La  seconde  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d'où,  en  tenant  compte  de  l'équation  et  de  la  retalion 

4 

(x+j.).[/.'+(:r+.r)'-4(:r  +  ^f  +  ' 


,  /5A'± 

V  1.5/1' - 

-48fl' 

SA'iv'aSA' 

-4H«' 

3  m 

8^' 

/i'-i-a^a5A' 

-4tl/7' 
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xety  seront,  par  conséqueDi,  les  racines  d'une  équaiion 
(lu  second  degré 


V^ 


5/<'±^/a5A'  — 4»^'      /i'+av'sS/i'  — 48«' 


■  3  24 

tloCe.  Solulioni  tnaloeues  de  MM.  Murvt-Blinc  et  Robaglia. 


GOKGOURS  GfKÈRAL  DE  1878.  —  PflILOSOPfllE. 

SOLUTION  DE  M.  LEINCBUGEL, 
Étudiant  en  Mathéiiialiqiiei. 


On  coupe  une  ffjrramide  triangulaire  donnée  SABC 
par  un  plan  parallèle  à  la  base  ;  ce  plan  rencontre 
les  arêtes  latérales  SA,  SB,  SC  respectivement  en 
A',  B',  C.  On  mène  ensuite  les  plans  AB'C,  BC'A', 
CA'ff;  soit  P  leur  point  commun  :  âélerminer  le  lien 
décrit  par  le  point  P  lorsque  le  plan  A'B'C  je  déplace 
en  demeurant  parallèle  à  ABC. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  des  diagonales  BC, 
CB*  du  trapèze  BCB'C;  la  droite  A'M  sera,  évidem- 
Rienl,  l'intersectiondespiaiisBCA',  CB'A'.  Or,  le  point 
M  se  trouve,  comme  on  sait,  sur  la  médiane  Sa  du 
irjaugle  SBC;  donc  la  droite  A'M,  et  par  suite  le  point 
P,  appartient  au  plan  SA».  On  démontrerait  de  même 
que  ce  point  appartient  aux  plans  SB^,  SC;/,  en  dési- 
gnaui  par  P,  y  les  milieux  des  côtes  AC,  AB.  Par  con- 
séquent, le  lieu  du  point  P  est  la  droite  menée  du  som- 
met S  delà  pyramide  au  centre  de  gravité  de  sa  base 
ABC. 

Noit.  —  SoluUons  analogues  de  HM.  Morel-Blanc,  Lez,  Bobiglia, 
Linnn,  élive  en  Malhdmaliques  élémentaire!  au  Lycée  de  Tarbes. 

1^. 
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CONCOURS  GfiNtRU  DE  MU.  —  QIRSTIONS  PBIPOSÎES 
POUR  LKS  CLASSES  DE  SECONBE  ST  DE  TROISIÙn 

SOLUTIONS  DE  M.  ROBÂGLIA. 

Secoade. 

On  donne  sur  une  circonférence  deux  points  A,  I! 
diamétralement  opposés;  on  prend  sur  cetie  circon- 
férence un  point  quelconque  C,  et  l'on  porte  sur  la 
droite  AC,  départ  et  d'autre  du  point  C,  des  Ion- 
gneurs  égales  CD,  Ciy,  telles  que  le  rapport  de  cha- 
cune à  la  longueur  CB  soit  égal  à  un  rapport  donné. 
On/ait  mouvoir  le  point  C  sur  la  circonférence,  et  l'on 
demande  : 

1°  Les  lieux  des  points  D,  D*;  a"  les  lieux  des  points 
de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABD  et  du  point 
de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABD*  ;  3°  le  lieu 
du  centre  du  cercle  inscrit  au  tiiangle  BDiy;  4°'^ 
lieux  des  centres  des  cercles  exinscrits  au  mémo  triangle 

BDiyc). 

i"  Dans  les  triangles  rectangles  égaux  BCD,  BCD',  I'' 
rapport  des  rôtés  CD  et  CD*  au  cttlé  CB  étant  donné,  les 
angles  égaux  CDB,  CD'B  sont  connus,  et  il  en  est  de 
miiine  des  angles  ADB,  AD'B  égaux  ou  supplémenuires. 
Donc  les  lieux  des  points  D,  D*  sont  deux  cercles  déter' 
minés,  égaux,  passant  par  les  points  A ,  B,  et  syméiriques 
par  rapport  à  ta  droite  AB. 

a"  Si  H  et  H'  sont  les  poinu  de  concuui-s  des  Iiaulcars 

(*)  Lf  tecleur  eit  prU  d«  hire  la  fignrr. 
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(4".  ) 
fies  triangles  ABD,  ABD*;  il  est  facile  de  voir  qne  les 
angles  AHB,  AH'B  sont  respecUvement  les  suppléments 
des  angles  constants  ADB,   ACB;  donc  les  lieux  des 
points  H,  H' sont  ceux  des  points  Df,  D. 

3^  Soit  M  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
BDiyj  les  bissectrices  DM,  I^M  des  angles  BDiy,  BIXD 
rencontreront  la  perpendiculaire  élevée  an  milieu  de 
AB  en  des  points  fixes  E,  E',  symétriques  par  rapport  à 
AB  (*),  et  te  lieu  du  point  M  sera  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  BEE'. 

4"  De  mime,  en  nommant  M*  le  centre  du  cercle  ex- 
inscrit tangent  à  DD*  et  aux  prolongements  des  c6tés 
BD,  BD',  les  droites  DM',  D'M'  rencontreront  la  per- 
pendicnlaire  élevée  au  milieu  de  AB  en  deux  points  fixes 
F,  F*,  symétriques  par  rapport  à  AB,  et  le  lieu  du  point 
M'  sera  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  BFF. 

Enfin,  on  verra  encore  sans  difficulté  que  lea  lienx 
géométriques  des  centres  des  deux  autres  cercles  ex- 
inscrits an  triangle  BDD*  sont  les  circonférences  cir- 
conscrites aux  triangles  BFE',  BEP. 

Ifale, — AulmioIntioaideHX.LeigHoret-Blane;  Leinehngel  ;  I^nne*. 
élèTO  «a  MalhémitiqDd*  élëmenUirea  au  Ljeée  ds  Tirbe*. 

TnoiSlÈHE. 

Étant  donnés  dans  un  plan  un  cercle  O,  un  point  A 
sur  la  circonféi-ence  de  ce  cercle  et  une  droite  quel- 

(  *)  Cette  perpendiculairo  contient  letcentrei  de*  daui  cireonférencea, 
licnx  géoinâtriqtiei  de  D  et  D';  elle  conpe  1b  premiâre  de  ce*  circonré- 
raneet  eo  des  point*  E,  F,  milieux  de*  are*  AEB,  AFB  ,  et  la  aeconde  en 
des  points  E',  F' milieux  dei  troAE'B,  AF'B.  La  droïlo  DE  eM  la  bis- 
MCtrice  del'anele  BDD',  et  DF  la  bisaectrfce  de  l'angleadjacent  k  BDD'. 
De  même,  les  droite*  IVE',  D'F  diriient  en  partie*  égalei  l'angle  BD'D 
Dl  l 'angle  adjacent  à  BD'D.  Le  point  M,  centre  du  cercle  inscrit  dans  le 
IriaQgle  BDD',  est  cammnn  aux  trois  droites  DE,  D'E',  nC. 

{Note  d»  lUdacuar]. 
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conque  D,  trouver  sur  cette  droite  un  point  tel  que,  eit 
menant  de  ce  point  les  deux  tangentes  au  cercle  0  et 
joignant  les  points  de  contact  nu  point  A,  les  lignes 
de  jonction  fassent  entre  elles  un  angle  donné  V. 

En  supposant  le  problème  résolu,  on  reconnaît  faci- 
lement que  l'angle  des  tangentes  est  Icsnpplémentd» 
double  de  l'angle  donné  V,  de  sorte  que  le  point  cher- 
ché seirouve  à  l'intersection  de  la  droite  D  cl  de  la  cir- 
conférence de  cercle  lieu  du  sommet  d'un  angle  égal  a 
i8o" — aV,  circonscrit  au  cercle  O.  Cette  circonfé- 
rence a,  comme  on  sait,  pour  centre  le  point  O  et  pour 
rayon  la  distance  du  point  O  au  point  d'intersection  des 
tangentes  menées  au  cercle  donné  par  les  extréroilés  des 
c6tés  de  l'angle  V  inscrit  dans  le  cercle. 

II  y  a  donc  généralement  deux  solutions;  il  n'y  en 

aura  qu'une  si  cette  circonférence  est  tangente   k  U 

droite  D,  et  le  problème  n'admettra  aucune  solution  si 

la  circonférence  ne  rencontre  pas  la  droite. 

JVbre.  —  Solulioni  analoiiues  de  MM.  Moret-Btinc ;  Lei;  L«indiDp1. 


CONCOURS  D'ABHISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHKItliB 

(kmii.  1879); 


Compositions  de  la  première  série.  Aumissibilité. 
Mathém  atiques, 

I.  Comment  déduit-on  du  tliéoréme  de  Siurm  les 
conditions  de  réalité  de  tontes  les  racines  d'une  équation 
algébrique  de  degré  donné? 

II.  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordon- 
nées polaires  est 
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Compositions  du  second  degrk, 
Ma  t  hématiq  ues . 
On  donne  une  conique  rapportée  à  ses 


et  an  point  M  sur  celte  conique^  par  les  exirémilés  d'un 
diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  te  point  M  on  fait 
|)asser  un  cercle  :  prouverque  le  lieu  décrit  par  le  centre 
(le  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par  l'origine  O 
des  axes. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 
rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux 
points  :  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  perpendi- 
culaire au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu  de  ce 
sèment. 

Par  le  point  O  on  peut  mener,  indépendamment  de 
la  normale  qui  a  son  pied  au  point  O,  trois  autres  droites 
normales  à  la  conique  K. 

1°  Dans  le  cas  particulier  oik  la  conique  donnée  est 
une  hyperbole  équilatère  et  où  l'on  a  A  ;=  i  et  B  =  — i, 
montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est  léelle  et  cal- 
culer les  coordonnées  de  son  pied. 

a°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales. 

Observation.  —  Le  pied  de  la  normale  est  le  point  de 
la  courbe  d'où  part  la  normale. 

Calcul  logarithmique  (résolution  d'un  triangle). 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 
fl^  7953*',75,     fr  ^5io3°',4o,,  c^  loSoS",  lo. 
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Trouver  les  tmis  angles  et  la  surface,  les  augles  au  cai- 
lièine  de  seconde,  la  surface  au  mètre  carré. 


POBLICATIINS  RtCUmS. 


1.  BitTOiSE  DB  l'École  Centbixk  des  Abts  btMa- 


nCFACTDBES   DEPUIS  SA.  FOHDATIOB   IDSQI]  À   CE  JOUR;  pir 

Ch.  de  Comberoiisse,  ingénieur  civil,  professeur  de 
Mécanique  à  l'E^le  Centrale,  ancien  élève  et  membre 
du  Conseil  de  l'Ecole.  Paris,  Gauthier- VîUars,  ïoipri- 
□leur-lî braire  du  Bureau  des  Longitudes,  de  l'Ecole 
Polytechoique,  quai  des  Augustins,  55  (1879).  Prix  : 
lifr. 

3.  Rbalb  Accadbmia  nsi  Lihgei.  Auno   CCLXXVl 
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Nota  concernente  la  teoria  dellc  soluzioni  siogolari 
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lîpi  del  Salviucci  (1879}. 

3.  SuL  cBHTno  DELLE  FOKZE  hel  piiKo.  Rîcerclie  del 
S.  C.  prof.  Giuseppe  BartîelU,  lette  iicll'  adunanta  del 
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Nota  del  prof.  Vincenzo  de  Hossi  Re.  Roma,  lîpogrt- 
6a  délie  Scîenzc  matemaliclie  e  lïsiche,  via  Lala,  n^  3 
(1879). 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSiGS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 

Question  1302 

(loiri'riri*,  I.  XVII,  p.  m;); 

PtB  H.  HORET-BLAUC. 

Dans  une  conique  à  centre,  inscrire  le  quadrilatère 
maximum  ayant  pour  un  de  ses  côtés  un  diamètre 
donné,  et  pour  côté  opposé  une  corde  parallèle  à  une 
droite  donnée.  (F.  GABBiEL-MÀitiE. ) 

Si  la  conique  était  uue  hyperbole,  il  est  évident  que 
la  surface  du  qaadrilalire  croîtrait  indéËnimeiit  avec  tes 
distances  de  la  corde  aux  deux  extrémités  du  diamèlrt! 
donné.  La  conique  devant  être  une  ellipse,  qui  est  la 
projection  d'un  cercle,  on  est  ramené  à  résoudre  le  pro- 
hlème  dans  le  cas  du  cercle. 

Ayant  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse 
donnée  comme  diamètre,  déterminons  les  diamètres  du 
cercle  qui  ont  pour  projections  le  diamètre  donné  de 
l'ellipse  et  celui  qui  est  parallèle  è  ta  direction  donnée. 
Soient  AB  le  premier,  CD  une  corde  du  cercle  parallèle 
au  second  et  ce  leur  angle. 

Abaissons  AE,  BF  et  OG  perpendiculaires  sur  CD,  et 
«oitOG  =  Jt. 

L'aire  S  du  quadrilatère  ABDC  est  égale  à  celte  dn 
trapèze  ABFE  diminuée  de  celles  des  deux  triangles 
ACE  et  BDF.  Or,  la  base  de  chacun  de  ces  triangles  est 
^aleà 

EG  —  CG  =  flcosa— v'o'— s', 
la  demi-somme  de  leurs  hauteurs  est  z,  et  la  somme  du 
h'urs  surfaces  est  
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011  a  donc 

S^anicosa  — (acosa  —  y''»'— i'}s^i;cosa  + ;^a'  — »'. 
Égalant  à  mpo  la  dérivée  par  rapport  à  s,  pour  avoir  la 
valeur  qui  convient  au  maximum,  il  vient 


a'cos'a[iï'  —  *')^  (aï'— n')', 
et,  en  développant  et  ordonnant, 

4*'—  (4"'—  (i'Cos*a)ï'-t-n*sin'n  ^:o. 
Si  l'on  pose  z'  =  nu,  il  vient,  en  divisant  par  u*, 

4k' —  (4a  — acos'ct)  u -i-  n'sîn'a  =3  0. 
On  est  ramené  à  construire  deux  lignes,  connaissant 
leur  s 


4 

ensuite  z  par  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  cl  u 
Le  quadrilatère  ABCD  étant  construit  dans  le  cerclet 
on  le  projettera  sur  l'ellipse. 

Question  1311 

(lolri-itrla,  I.  XVIII,  p.  ni): 

Pa»  m.  MisCELLo  ROCCHETTI, 
Profeueiir  au  lycée  R.  Cunpanclla,  à  R^gio  (Calkbria). 
Quatre  nomhivs  entiers  a,  p,  y,  S  positifs  ou  négatifs 
étant  donnés,  soitjait,  pour  abréger, 

Q  =  P'  +  7'  +  3'-a(p  +  7^-J), 

R  =  7'  +  ^-4-«'— p[7-l-J  +  a), 

S  =a'-l-a'-l-p'— 7(J  +  a  +  p). 

On  peut  démontrer,   par  un  calcul  direct,   que  le 

nombre 

P'+Q'+R'+S' 
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est  le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un  s'exprime 
par  une  somme,  de  quatre  carrés  et  l'autre  par  une 
somme  de  trois  carrés.  (S.  Reàlis.) 

Posons 

(l)        A  =::  B'-t-  f('  +  y'+  JJ,      et      B  =;  «  +  f  +  7  +  0 , 

il  vient 

P  =  A  — BJ,     Q— A  — Ba,    R  =  A— Bf,     S:^à  — B-/; 

d'où 

P" +  Q'-t- R' -f- S' =  A  (4  A  —  B'), 

et,  en  remplaçant  Â  et  B  par  leurs  valeurs  (i), 

1x4.  <Ji+ a>  +  S' :r^  («'-I- P'  + r'  +  3')  [(«  +  7  -  p  -  Jj' 

■  ëté  réadloe  par  MM.  Droz;  Ferdinando 


Question  iSli 

IiDir  m-  itcle,  I.  XVIII.  p.us); 

Pkt.  M.  Febdiruido  PISAM. 

Si,  dans  un  triangle  ABC,  on  a  A  ±:  B  =  90",  alors 

a.(=tJ=  (fl -1- Ap4- (a  —  fr)*', 

les  signes  supétieurs  ou  inférieurs  étant  pris  ensemble. 
On    demande  une   démonstration  simple  de  cette 
extension  du  théorème  de  Pylhagore. 

(DonALD  Me.  Alisteu.) 

1°  Lorsque  A  +  B^go",  c*  =  a*  +  h*\ 

2*'  =  2a'  +  a6'=(a  +  *)'  +  (a  — 6)'. 

a"  Soil  A  —  B  =  go",  on  A  =  90°  -H  B.  Au  sommet 
(le  l'angle  obtus  A,  élevons  au  côté  AB  une  perpendicu- 
laire AD  qui  rencontrera  le  côté  BC,  en  un  point  D  si- 
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tué  entre  B  et  C.  On  a,  par  hjpotb^,  A  =  90°  4-  B, 
et,  par  construction,  A  =  9o''  +  DAC;  donc  DAC  =  B. 
Il  s'ensuit  que  les  triangles  DAC,  BAC  sont  sembUbln; 
leur  similitude  donne 

d'où 

b>       a'—b' 
BO  =  a =  — -. 

Dans  le  triangle  rectangle  BAD, 

Bd'  =  AD*  +  Ab'; 
donc 

De  celle  égalité,  on  lire  successi  ¥einent 


-I.Y 


(«'-A')'' 


ffote.  —  L>  mAme  propotitian  ■  éU  démontrée  >a  rao-jna  du  fdnnuin 
(lu  In  Trigonométrie,  par  MM.  de  Virieu  et  RocchetlI. 

M.  H.  Artemieff,  à  Siinl-Pétarihourg,  en  ■  doDoé  deui  déBioo'l"- 
tioni,  l'ane  géométrique,  l'autre  pur  la  TriBonomolrio. 

M.  O.  Sara,  de  l' Athénée  do  Mao>,  en  u  donné  une  i)éiiioi»lnii<» 
QàomdlrlqMe. 


Question  1315 

( isir  >■  itrl*.  (.  XVIU,  t-iK); 

Pae  m.  Loois  CAUBET. 

Étant  donnés  un  triangle  inscrit  ABC  vt  l<:  diaiiiei'''-' 
DK  perpendiculaire  à  lîC,  si  du  point  C  comme  centra' 
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avec  Iti  moiiiê  de  BC  pour  rayon,  on  décrit  une  circon- 
férence (/ui  rencontre  CE  en  N,  çue  par  N  on  mène 
NM  parallèle  à  CA,  et  coupant  AE  en  M,  il  s'agit  de 
Hémontrer  que 


Ce  théorème  sert  à  détenniner  le  grand  axe  d'ui 
eliipso  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués . 
(A.  Cahbier.) 
Dans  ]e  triangle  AEC,  on  a 

AM_AK, 
CN  ~  CK  ' 

ou,  puisque  CN  =  — > 

(i)  3.AH.GB  =  AE.BC. 

Le  quadrilatère  AREC  élant  inscrit,  on  a  aussi 
AB.CEh-AC.BE  =  AE.BC; 
et,  comme  BE  =  CE, 
(2)  (AB  +  AC)CE  =  AE.BC. 

Les  égalités  (i)  et  ('j)  donnent 

2AM.CE:=(AB-hAC)CE; 
d'où 

.„      AB+AC 


La  somme  et  la  difiërence  des  demi-axes  d'une  ellipsi; 
dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  étant  repré- 
sentées par  deux  cAtés  AB,  AC  d'un  triangle  inscrit  dans 

(*)  Il  Ml  lupposé  que  les  deux  pointi  E,  A  sont  sUuéi  do  dîHïrcDt* 
iMim  de  CB;  autrement,  ta  droite  AM  ne  serait  paa  égale  li  la  demi- 
ramma  d«  cAléi  AB,  AC  tin  triangle  ABC  ;  elle  aérait  égale  à  leur  domi- 
'  iliKrence.  (  ffote  du  RédacUar. } 
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«ue  circouférence  que  l'on  saîl  décrire,  on  aura,  jar 
ce  qui  précède, 

2 

Remarque. — Si  l'on  suppose  AB=a  +  i,  ou  AB>  AC, 
on  aura  le  demi  petit  axe  de  l'ellipse  en  retrancbant  ÂM 
de  AB.  De  A  coinme  centre  avec  AM  pour  rayon,  on 
décrira  une  circonférence  rencontrant  AB  en  P  ;  le  sè- 
ment BP  sera  égala  b. 
ybte.  —  Soluirons  analof[ues  de  MM,  Les,  Ferdïnando  Piiuii  «  Ro- 

ii"e'"»-  

Question  1317 

(Tiilri->«rla,  1.  XVIII.  t.  ne): 

Pub  h.   FaKUiHANDo  PISANI. 
n  Démontrer  que  le  polynôme 

est  divisible  par  [x  —  i)*. 

Trouver  l'expression  générale  du  quoiitint,  n 
{Gemty.) 

Cepo1yn6aieet  ses  trois  premières  dérivées  se  réd  ni  sent 
à  zéro  par  x  =  i  ;  il  est  donc  divisible  par  (x  — i)'.  On 
peut  le  débarrasser  înitnédîatement  du  facteur  (x  —  i}') 
en  le  mettant  sous  la  forme 

La  division  du  polynôme  par  (x —  i]*  le  réduit  à 

(^-' +  *—'  +  ... -1-1  + l)' —  n'x--'. 
En  divisant  de  nouveau  par  (x  —  i)*,  on  a  d'abord  le 
quotient 
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s 

-f.  ;t— »  ^-  .  .  .  -I-  j  -t- 
j;  I 

=  [^-'  +  ia!—'-i-.. 
et 

Donc,  en  posant 
on  aura 

Or, 


a 

et 

■'  +  X— +. 

.      -Î-X+) 

X  — 

=[^-+ 

3X^  +  ., 

,.+(«- 

-3), 

X-t-ft 

il  en  résulte 

Q  = 

=[*-.+« 

jy^+... 

+(«- 

■2). 

■•h»- 

-4' 

— -l-3x— 

'  +  6z- 

-'+. 

..+ 

—  n'[jf^+ix^'-^-. . .  -I-  [«  —  3}«  +  «  — 2]. 

Le  qaotient  est  composé  du  carré  d'un  polynôme  de 
degré  (n  —  s);  d'un  second  polynôme  du  degré  (n  —  3), 
mnltiplié  par  an;  et  d'un  troisième  du  degré  (n  —  3), 
multiplié  par  ( —  ji*).  Lescoefticients  des  termes  du  prc- 
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mier  et  du  troisième  se  composent  de  U  suite  natiirell>> 
des  nombres  entiers;  les  coefScieiiis  des  termes  du  sr- 
cond  sont  les  nombres  triangulaires  consécutifs. 

f/oie.   —   Li   mtne  qaMtioi]   a  été  résolue  par  MM.  de  Vfriea  et 
Marcel  lo  Roccbetti. 


QUESTIONS. 

13â5.  On  prend   la  moyenne   ariibmtUique /i,  et  ta 
moyenne  harmonique  ç,  de  deux  nombres  donnés p et  (^; 


On  opère  de  même  sur  pi,  q,  ;  puis  sur  pt  et  f  «,  et 
ainsi  de  suite,  de  telle  manière  que 

P-^'  —  — ~ '     ?■+■  ~~    .„' 

Trouver  l'expression  générale  de  p^  en  fonction  de 
pctij;  montrer  qu'on  a 

P<>P>>P,>-->^pq.    et    î,  <?,<?!<. ..<v(w- 
(E,  Lucas.)  (') 

1326.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  triangle  on  point 
tel  qu'en  abaissant  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur 
les  c6iés,  on  dïrise  le  triangle  en  trois  quadrilatères 
proportionnels  à  m,  n,  p.  (Lez.) 

J3â7.  On  donne  les  bissectrices  a,  ^  des  deux  angles 
aigus  A,  B  d'un  triangle  rectangle  ÂBC;  calculer  les 
valeurs  des  càtés  et  des  angles  A,  B  du  triangle.  (Dis- 
-  Nombre  des  solutions.  ) 


(*)  M.  Lucai  ajoute  !  • /(  eit  probable  qnt  c'eil  là  lamilhode  ■ 
ployée  par  Ut  ancierit,  dont  T approximatioR  des  raciuet  carrêet.  ■ 


^lailizodbvGoOglf 


(  433  ) 

limiRB  SflR  LA  RÉSOLUTION  BN  NOURES  ENTIERS 
PB  L'fiOUATiON 

Pak  h.  DESBOVES. 

IV.  —  Bésolutiok  de  l'éqoitio»  oX*+  iY*  =  cZ", 

n    KiNT   LK9    VALSUHS    2,    3)    4>    ^^*^- 

14.  Identités  relatives  à  la  résolution  de  féffuation 

(55)  aX'-hbY^~eZ'. 

En  galant  à  zéro  les  valeurs  de  U  et  V  dounéea  par 
les  formules  [ny)  et  en  résolvant  les  deux  équations 
ainsi  obtenues  par  rapport  à  x  et  r,  on  a 

Si  Ton  substitue  ensuite  les  valeurs  précédentes  de  x 
etrdaosIesexpressionsdeXet  ¥(37),  et  dans  celle  de  Z 
(95),  on  a 


z  =  <£ 


*•  + /'o' +  loj-"»'»'  —  4/'*''*' — laj-wî*). 


,  par  suite,  on  obtient  l'identité 

'  —  j''«'-(-2j«î')'-l-s*j-(*(jii  — 2s*)[a(»'~rK)]' 


(*)  ilTauw/ioj^iiiia^»,  3*i«rla,  t.  XVnt,  p.  39B. 
Âna.ie  :tfiuA(<mBl.,  i*  atrie,  t.  XTIIt.  (Octobre  1879.)      ^8 
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Si  maintenant  on  pose 

«'=:«,,     J'H  =  — j-|, 
et  que  Ton  efface  les  accents,  on  a 

(56)    !  [j"  +  »^-^)'+r^(j'+=^}(2^+ar)* 

De  l'identité  préc^enie,  on  peut  dédaire  plusieurs 
autres.  Si  d'abord  on  y  remplace  j' par  j-,  — x,  et  qu'a- 
près la  subslitution  on  change  x*  en  x^  puis  qae  l'on 
efface  les  accents,  on  a 

(5,)    (r'-2j:)*  +  ^U'-*)[3r)'  =  (r'-4^+4^)'- 

Cbangeons  maintenant  dans  l'identité  (S?)  xen  —  xy, 
et  il  viendra 

(58)  (j+  2j:)'  -  *r' [*  +  j-}  X  2'  =  [y'  -  4x'- 4-^)'. 
Enfîa,  si  dans  cette  dernière  identité  on  pose 

(*,-r,)'  I 

^— 5^ ^^^.      J-=3T,/„ 

puis  que  l'on  efface  les  accents,  on  a 

(59)  (:r'+j^)'-^r'(*'-r')'X:»'^(^'+J''-6:.:'j-'l'- 

Les  identités  (56),  (07},  (58)et{59)  montrent  qoe 
réqualion  (55)  peut  être  résolue,  lorsque,  a  et  c  étant 
égaux  à  l'unité,  b  est  de  l'une  des  formes  yx*  (^+ax), 
j' (7  +  ax*),  x(j'*  —  a:),  —  X7-' (x -f-7)»  — «(*-^-.?■•  )* 
—  xV(x'— y')'. 

La  dernière  forme  se  rapporte  au  cas  des  nombres 
congruenis  par  rapport  à  deux  carrés.  On  voit,  en  effet, 
'  que  l'identité  (69)  se  décompose  en  ces  deux  autres 

(60)  {3?-^y')'  +  xr[x^—.r^]  X2'  =  {jr'— r'+a^rl', 

(61)  (r'  +  r')'  —  ^  (x'  —  j')  X  a»  =  ( x'  —  j'  —  •»«?■)% 
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et  qu'ainsi  on  peut  trouver  des  valeurs  de  X,  Y,  U  ei  V 
satisfaisant  en  même  temps  aux  deux  équations 


lorsque  a  est  de  la  forme  X)r  (x* — y*).  On  prouve 
d'ailleurs  aisément  que  la  condition  est  nécessaire. 
Je  vais  maintenant  démontrer  le  tWorëme  suivant  : 

Théouëue  VII.  —  aet  b  étant  des  nombres  eniîen 
quelconques,  on  peut  toujours  trouver  une  infinité  de 
valeurs  de  c,  telles  que  l'équation  (S5)  puisse  être  réso- 
lue en  nombres  entiers. 

En  faisant  d'abord  dans  tesformules  (37)2  =  0, 11  =  0, 
X  =  *',    Y^aarr,     U=j-%    V:=o. 

Si  l'on  remplace  ensuite  dans  les  formules  (sS)  X, 
X,  .  • .  respectivement  par  X',  X,  . . .  ,  et  que  l'on  y 
fasse  z,  =  I,  u,  =  o,  on  a 

X'  =  Xx,  4-  rU  4-  rVj-.,     Y'  =  Xy,  +  Tx,  -f-  rV, 
U'  =  X  -H  Ujt,  -H  Tj-, ,     V  =:  Va:,  -t- Y  +  Vy,  ; 

et,  en  mettant  dans  ces  demières  formules  les  expressions 
de  X,  y,  U,  V  que  donnent  les  précédentes,  on  a 

X'  =  «"xi  -I-  rx',    Y'  :=  axj'Xi  ■+-  x'j-,, 

U'^j'»X|  -f-sx^j,  +x',      V'=j-'j',  +  aay. 

Si  ensuite  on  égaie  à  zéro  V  et  V,  et  que  l'on  résolve, 
par  rapport  à  Xi  et  jr,y  les  équations  ainsi  obtenues, 
on  a 


et,  eu  substituant  ces  valeurs  de  x,,  yi  dans  X',  ï'  et 
dans  Zi  [Zi  désigne  le  résultat  de  la  substitution  de  x,, 
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y,,  X|  n  x^jr,  z  dsDs  l'expressinn  (a5}  deZ],  on  obtient 

r'     '•         j'  *     '  y 

Multipliant  maintenant  par  Z]  les  deax  membres  de 
l'étjuation  {a6),  où  l'on  remplace  X,  Y,  U,  V  respecti- 
vement par  X',  Y',  o,  o,  les  nouvelles  valeurs  de  X,  Y,  Z, 
c'est-à-dire  X',  Y',  Z|,  étant  données  par  les  formules 

précédentes,  après  avoir  remplacé  r  par >  on   aura 

l'identité 

Le  théorème  VU  se  trouve  ainsi  démontré. 

1  S.  Recherche  des  formules  qui  donnent  une  infinité 
de  solutions  de  l'équation  [  55  )  lorsque  l'on  connatt  une 
première  solution,  mais  seulement  dans  le  cas  oiia  et  c 
sont  égaux  à  i . 

Si  l'on  fait  a  ^  o  et  que  l'on  change  &  en  —  b  dans 
l'équation  (11)  et  dans  les  formules  (10)  du  n"  4,  on  a 

\\  —  bY',=Z\ 

x.^^  +  Bbx'y-^by, 

et,  par  suite,  il  vient 

(**  +  eix'j'  +  b'yy  —  i6bjCy'{^  +  bx'Y  =  («* -  by']'. 

Changeons  maintenant  dans  l'identité  précédente  x,/ 
eux*,  y*,  puis  supposons  que  (x,jr,z)  soit  une  solntioa 
de  l'équation 

(631  X'-H*Y'  =  Z'; 
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alors,  de  l'identité  précédente,  on  déduil 

[^-br^y  +  b{ixr^]'  =  {f  +  ibx'yy. 

De  là  il  sait  que,  (x,  y,  z  }ëtant  une  première  solution  de 
l' équation  (63),  on  en  aura  une  seconde  (X,Y,Z]  par 
les  formulas 

(64)  X=i'  —  by*,    T  =  2*r3,     Z  =  »*H-46x'r*. 

Xi*»  formules  précédentes  sontdue8àLagrange,qui  les 
démontre,  moins  simplement  que  nou.s  l'avons  fait,  dans 
son  Mémoire  déjà  plusieurs  fois  citéj*);  maïs  son  ana- 
lyse a  l'avantage  de  pouvoir  s'étendre  sans  modification 
«a  cas  où  l'équation  (63)  contient  en  plus  le  terme  ffr*^*. 
Il  suffit,  en  effet,  de  prendre  pour  point  de  départ,  au 
lieu  de  l'identité  employée  par  Lagrange, 

(■•■-»r')'-*-»(=.nr)'=(^+»^l', 

l'identilé  un  peu  plus  générale  (6).  On  a  alors  les  for- 
mnles 

(65)  X  =  x'  — Aj',     Y  — aijTi,    Z  =  «'  +  (46— </>)«'j'. 
Remarque.  —  On  peut  encore  donner  plusieurs  autres 

démonstrations  des  formules  (64)>  On  les  démontre 
d'abord  très-simplement  par  la  méthode  de  Fermât,  et 
aussi  par  un  moyen  que  j'ai  indiqué  dans  les  Nouvelles 
Annales  {**)  :  voici  encore  nne  nouvelle  manière  de 
les  démontrer. 

Remplaçant  dans  les  formules  (a5)  et  (37)  z  part 
et  r  par  —  b,  puis  résolvant  par  rapport  à  t  et  u  les 
équations  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  U  et  V, 

on  a  

__  j'  ±  Vj:*  +  b:f'  _        xu 


{')  VoTwle  t.  IV  AwŒavrtideLagroBge,  p.  JqS.—  ÉdittoD 
(•*)  roiVU  quaitioD  1321,  numéro  d'ooitt  1879. 


^laiiizodbvGoogle 


(  438  ) 
Or,  si  l'ou   suppose  que  {x^,z)  soit  une  solution  de 
l'équation  (63),  il  vieut 

„  _     ^  +  '     ,_fiil:tiJ. 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  u  et  t  dans  les  expres- 
sions de  X,  Y,  Z  données  par  les  formules  (a5)  ei  (27), 
on  a 

^_a(J-i-.)[x'-ty)      _,_4I» 


^ P? 

et,  par  suite,  rîdenliié 

(^  _  è_^.).  +  6(a:rrs)'  =  (.'  +  4*4:'/- )■. 
La  démonsiratioD  s'achève  alors  comme  la  première. 

16.  Formules  nouvelles  qui  permettent .  connaissanl 
une  solution  [x,  y,  z)  de  V  équation  générale  [^5'],  d'en 
trouver  une  autre  {X,Y,Z). 

Changeons  d'abord,  dans  les  formules  (a3)  du  n'O, 
X,  x,y,  2,  u,  . . . ,  en  X,,  X,  Y,U,  V,  . . .  et  faïsons-y 
Zi=iii;=o,x,  =:ji=  I  :  on  a 

X,  =  X  +  rV,     Y,  =  X  +  T,     U,=T-(-U,     V,  =  U  +  T. 

Siensuite,  dans  les  formules  (ay),  onfaitj;=o,^  =  ru, 
on  a 

X  =  r(»'  -I-  ara') ,     T  =  ara u , 

U  =  (r» +  /■)«',  V^arsB, 

et,  par  suite, 

X,  ^=r(s'  +2ra'  +  3/-«u),     Y,  ^  r(i,*  +  ira'  ~hixa], 
tJ,  =r«[(r+  i)tt-l-2î],         V,  —  «([[r-j-  ijuM-as]. 
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Ed  posSitil  maiulenanl 


4  4 

U,  =  o,     V,  =  o. 

D'ailleurs  Z|  est  égal  à  i  —  r,  et,  en  faisant  dans  l'ex- 
presaiou  deZ  (aS) 

on  obtient 


OQ  a  donc  l'identité 

(Sr»  — 6r  — I)'  — r[3  — 6r  — r")' 

=  (,_r)(H— 387*  +  6r'-28r+i}', 

on,  en  remplaçant  r  par j 

L'identité  précédente  peut  encore  s'écrira  : 

=  l'+^)[4('  +  J')'-31»-j)']', 
et,  en  j  changeant  j:,/ respectivement  enax*,  by^,  on  i 

«l«[3(*r*+ V)'—4*''*']l'+ ftirts  (a** -+*/*)■- 4*'j^]i' 

Si  maintenant  on  suppose  que  (x,^,  s)  soit  une  solntion 
de  l'équaUoD  proposée,  on  déduit  d»  l'identité  précé- 


^laiiizodbvGoogle 


(  44o  ) 

dente  l'équation 

«[x(3c'»'-4fl'.i^)]<+t[j-[3e's'-46'^)]' 

=  cis[4c'«*— 3(«*'-*r')']{, 

et,  par  suite,  oa  aara  une  nouvelle  solution  (X,  Y,Z) 
par  les  formules 

^^'  I  z  =  .[4c<2'-3(«**-èy)*).C) 

i7.  Résolution  de  l'équation 

(68)  <iX<4-6y'=cZ». 

Je  me  contenterai  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

TaiORÈME  VlU.  ^  aetb  étant  des  nombres  entiers 
quelconques,  on  peut  toujours  déterminer  c  d'une  infi' 
nité  de  manières,  de  telle  sorte  que  l'équation  (68) 
puisse  être  résolue  en  nombres  entiers. 

Faisant  d'abord  z  =  o,  u^o  dans  les  formules  (  29 }, 
on  a 

X,=*',    T,  =  3j:"j-,    U,  =  3^',    \,=y. 

Si  ensaîle  on  change  dans  les  formules  (sS)  X,x,.. 
en  X',  X, ... }  qu'on  7  fasse  u,  =  o,  «  =  i ,  puis  qu'on  y 
remplace Xi,  Y,,  U,,  V,  par  les  expressions  précédentes, 

(<)  J'éUii  déjk  arrlYé  k  ce  rciulut  Doutaiu  par  uoe  autre  mêthoda 
(^Comptes  rendut  du  "j  octobre  1S78):  cette  mAme  méthode  donne  anui 
lei  formulei  luitaDtei,  qui  s'appliquent  au  e»  où  l'équation  biquadra- 
tiqua  contient  en  plus  le  terme  dz'j-'  : 

x  =  .[i»t^.'-(«i'-V)').    Ï.^I(«»'.'-(.x'-»r')1. 
vDan*  la  damltre  formulci  on  a  r^réMBlë  par /la  qnaDtlté  tP  — 4*^-' 
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I  X'— x». 

(69) 


X'  —  x'x,  ■*-  ry^y,  +  Sr^r*, 
T'  =  3  xr'j-,  +  jfyi  +  ry*y 


et  si  l'oD  résout  par  rapport  à  X|,  /,  les  éqaations  que 
l'oo  obtient  en  galant  U'  et  V  à  zéro,  il  vient 

Si  nuinlenant  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expres- 
sions {6^)  de  X',  T'  et  aussi  dans  Zi  où  l'on  a  d'abord 
fait  u  ^  o,  f  =  o  [(Z|  est,  comme  à  l'ordinaire,  lu  ré- 
sultat de  la  substitution  de  Xitj*,,  z,  à  x,  ^,  zdans  l'ex- 
pression de  Z  (aS)],  on  a 

^,_^13x-H-5.j-) 
^-  3? 

_       8ii'-l-i58r^r'-i-8i7'r' 
^-  8I7 

Alors,  en  procédant  comme  on  l'a  fait  pour  obtenir 

l'identité  (6a  ),  on  a,  après  avoir  remplacé  r  par , 

l'identité 


(69) 


1  a\a!{Zax*~Sby*]\*-\-  b[y  [Sax*  —  Zby*)^ 


=  (8ifl'«'—  iS&abx'y*-{-%\b'y*]  (o«'  +  *y* 
qui  démontre  le  théorème  énoncé, 

18.  Résolution  de  l'équation 
(70)  aX* -t- iï' =  cZ», 
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Si  l'on  p^rL  de  l'identité  évideuie 

(71)  (.r  -H  a/)'  -  (*  -  a/)'  =  xjr  (x'  +  4^')  X  2' 
et  qu'on  y  change  x,  y  en  x',_j-',  on  a 

(72)  (x-  -I- V')  -  {^'-2J*Î'  =  (-^'  +  4^')  X  (a^T l'- 
on peut  encore  obtenir  une  troisième  identité  de  la 
manière  suivante. 

En  faisant  a  :=  o  et  £  =  i  dans  l'équation  (  1 1  )  et  dans 
les  formules  (lo)  et  (5),  on  a 

(x'-6*'j'+j^]'+[4^r(^'-r')]'=(''-i-r')'; 

et,  si  l'on  multiplie  par  2  les  deux  membres  de  l'identîlé 
précédente,  puis  que  l'on  y  remplace  une  expression  de 
la  forme  2{j' 4-t')  par  (s-f-/)'+  (j  +  ()',  il  vient 

[(^+j.)._4xr'{3:^  +  v)]'+[(-^+r)'-4-^'j'(a*+37)r 

On  vérifie  d'ailleurs  facilement  que  l'on  a 

et  en  multipliant,  membre  à  membre,  les  deux  dernières 
identités,  on  obtient 

(,3)  -[(^+/V-4^7(a*  +  3r)]' 

(  =2.rr(*'-j'')[(«'-j-')'-4**r'l(a*'  +  aj')'- 
Remarqix.  ■ —  On  peut  encore  obtenir  l'identité  pré- 
cédente eu  partant  de  l'identité  (Sg),  dont  on  met  le  se- 
cond membre  sous  la  forme  [(^'-)-2j:*)' — 8,t']',  et  il 
ne  reste  plus  qu'à  remplacer,  au  moyen  d'un  cbangement 
de  variables,  la  quantité  entre  crochets  par  un  carré;  ce 
qui  n'offre  aucune  difficulté. 
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Les  identités  {71),  (73)  et  (7$)  montrent  que  l'équa- 
lion  (70}  peut  être  résolue  en  nombres  entiers  lorsque, 
net  b  étant  respectivement  égaux  à  i  et  —  i,  c  a  l'une 
dea  formes 

ar(i'-i-4j'),    x'+4j',    2.xx[i'~r'][{^'--y'Y—^'^y*]- 

Je  vais  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  : 
TniOKÈME  IX,  —  Lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 
entiers  quelconques,  on  peul  trouver  une  injiniié  de 
valeurs  de  c  telles,  que  V équation  {70)  puisse  être  ré- 
solue en  nombres  entiers. 

Prenoiis  l'identité  (3o]  du  n"  6.  Les  valeurs  de  X(, 
Yi,  Ut,  V,  n'ont  pas  été  calculées;  mais,  si  l'on  sup- 
pose ,c  et  u  nuls,  ou  obtient  aisément,  parla  méthode 
ordinaire, 

X,  =  *'-t-rj-',      •ï,  =  Hx'j;     U,  =  6x'/',      ¥,  =  4*7^. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'on  multiplie  par  Z,  les 
deux  membres  de  l'équation  (3o),  Z,  ayantia  significa- 
tion connue,  ainsi  que  X',  Y',  U,  V,  on  a,  en  fai- 
sant  U,^0,   2]^  1, 

X'^  [x*  -h  rjr']x,-h^rjry*jr,  -^■Grx'jr, 
T'  =  4x»/jr,  +  (x-  +  rj'>]jr,  ■+■  ir.rj^>, 
V'  =  6*"^'^,  ■+■  ^x'xr>  -f-  J^  -«-  rj'y 

z.  =  (^;_r)'-rr:(rî-4^.)i 

puis,  si  l'on  résout  par  rapport  à  x,,  jr,  les  équations 
U'=o,  V'=  o,  on  a  les  valeurs 


iox'jr>  Sx^x' 

({ue  l'on  substitue  dans  Z',  Y',  l/,  V,  Z,.  On  voit  alor» 
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qne,  en  rempUçaat /' par ,   on  peut  prendre  ponr 

valeurs  de  X',  Y',  Z,,  Z  satisfaisant  à  l'identité 
(74)  flX'*  +  AY"  =  Z,Z', 

X'  =  *(5<ï' j*  —  aiflAx-^'  +  5b'x'  ), 
T=-iyl5a'x'~  loabx'f'-i-b'x'), 
Z,  =^  G^Sa*!"  ~  35ooa'  bx"y-{~  535oà' b'j:"jr' 
—  86oii'b'x'jr"  —  •jQab'^y'*-h  i6b*f". 

Le  théorème  IX  est  ainsi  déntoniré. 


RKCBKRCHES  SUR  LSS  SVSTfiiBS  POUIRBS  (  '  )  ; 

PiK  M.  JUNG, 


TskDoCTiO!!  »■  UN  ABONNÉ. 


Dans  la  théorie  des  moments  d'ïnertie  de  plusieurs 
forces  parallèles,  dirigées  ou  non  dans  le  même  sens, on 
rencontre  un  certain  système  polaire  dont  on  peut  tirer 
un  grand  parti  pour  le  développement  g éo -mécanique 
de  la  même  théorie,  en  en  déduisant,  par  un  procédé 
naturel  et  uniforme,  les  principales  propriétés  des  co- 
niques de  moments  nuls  et  de  moments  constants,  des 
coniques  d'inertie  et  de  la  conique  centrale,  etc.,  ainsi 


le  tua  daranl  l'inilltut  rojal    lomb*rd,   dan* 
t  1879. 


^laiiizodbvGoogle 


(445  ) 

qne  des  quadriqaes  analt^es  qnaod  les  forces  données 
ne  sont  pas  tontes  contennes  dans  on  même  plan. 

La  considération  de  ce  fait  et  l'étade  de  quelques  con- 
ceptions neuves,  développées  par  l'illustre  professeur 
Cremooa  dans  ses  Leçons  de  Statique  graphique,  jointes 
an  désir  de  coopérer,  dans  la  mesure  de  mes  forces,  au 
but  élevé  qae  se  propose  d'atteindre,  dans  son  magnifique 
Ouvrage  Die  graphischeStatih  (*),  le  célèbre  professeur 
Culmann,  ont  fait  naître  en  moi  la  pensée  de  reprendre 
l'étude  des  aystèmes  polaires  en  général,  an  point  de  vue 
géométrique.  Mon  but  spécial  est  de  séparer  et  de  grou- 
per ensemble  tontes  les  propriétés  qui,  établies  par  la 
mélbode  syntbétiqne,  restent  vraies  indépendamment  de 
tonte  coQsidératioQ  mécanique,  et  qui,  pour  ce  motif, 
pourront  s'appliquer  avec  avantage,  non-seulement  &  la 
théorie  des  moments  d'inertie,  mais  aussi  k  d'autres 
questions  variées  et  de  nature  différente. 

Ce  sont  quelques-uns  des  résultats  de  ces  recherches 
que  j'ai  l'honneur  de  présenter  en  quelques  mots  à  l'In- 
stitut royal  j  je  réserve  pour  un  autre  travail  un  déve- 
loppement plus  étendu  de  la  théorie  des  systèmes  polaires 
et  de  ses  applications.  A  part  les  choses  énoncées  dans 
les  préliminaires  et  quelques  autres  indiquées  dans  le 
paragraphe  suivant,  qui  sont  déjà  connues,  mais  qui  sont 
nécessaires  pour  l'intelligence  du  reste,  je  ne  crois  pas 
que  l'on  soit  déjà  parvenu  par  la  voie  synthétique  ou 
Riëme  par  la  voie  analytique  aux  résultats  géométriques 
que  je  vais  énoncer.  C'est  pour  ce  motif  que,  malgré 
leur  nature  élémentaire,  ils  m'ont  para  assez  intéressants 
en  eux-mêmes  et  utiles  par  leurs  conséquences  et  leurs 
applications  pour  que  je  puisse  en  faire  l'objet  de  cette 

{')  Voir  l'ÎDtérauanta  Préface  de  I*  Mconde  édition  (Zflrioh,  1S75), 
natamment  lai  pages  1  et  vu. 
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Gimmanlcation,  qui  sera,  je  Tespère,  suivie  par  d'antres 
sar  le  même  sujet. 

I.  —  Prâlivisaikes. 

1,  Si  deux  plans  réciprocfues  n,  Tif  sont  superposÀde 
manière  qu'aux  sommets  d'un  triangle  ÂBC,  considérée 
comme  points  de  l'un  d'eux,  correspondent  les  c6lé*  op- 
poses considérés  comme  droites  de  l'autre,  les  deux  platu 
sont  en  position  invoUnive  et  constituent  un  système 
polaire^  (*)  :  un  point  quelconque  P  de  £  correspond 
doublement  k  une  droite  déterminée  p  du  même  sys> 
lème  S  (ce  qui  veut  dire  que  P,  considéré  comme  appar- 
teuant  à  n  ou  à  it',  a  toujours  pour  correspondants,  dans  c* 
ou  dans  n,  la  droile  /');  la  considération  des  deux  sys- 
tèmes ir  et  Tc'  deTÏent  superflue,  et  les  éléments  corres- 
pondants dans  £,  comme  P  et  p,  sont  ordinairement 
nommés  (**}  pôle  et  polaire  (nous  les  désignerons  sons 
tes  noms  de  antipôle  et  antipolaire).  Tout  cela  est  très- 
connu. 

2.  On  sait  aussi  que,  si  un  point  est  situé  sur  sa  pro- 
pre autipolaire,  et,  par  suite,  si  une  droite  renfnme  son 
propre  antipôle  (nous  appellerons  ces  éléments  point 
uni  et  droite  unie),  le  système  polaire  est  doué  d'une 
conique  directrice  {i  (***)qui  est,en  même  temps,  le  lieu 
des  points  unis  et  l'enveloppe  des  droites  unies,  et  qui  se 


(•)  CatiLit,  Aptrpi  hittoriqut,  «le,,  p,  îjo.  3*«diUon  (Pirii,  iSj3). 

(")  Voir,p*r  eiemple  ;  Stiudt,  Ctometrie  darLagt  (Muraberf,  lS4]]i 
S  18,  n"  134,  235;  Hete,  Dit  Géométrie  der  Loge  (HanDOisr,  18E8. 
t.  II,  p.  59). 

(*")  Ordmatgtatrve  lulTint  Staudt;  Directrix  »ii\wt.ii\  t.tijt;  Kem- 
XtgtbehBittt  iniviDt  ScbrAter  {Die  Théorie  Jer  Xegeltekiiktt.  Llipiig' 
.867). 
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correspond  à  elle-même,    c'est-à-dire  qui   se  confond 
afec  sa  propre  antipolaire. 

3.  Qnand  ta  directrice  D  existe,  le  systime  polaire 
(complexe  des  points  de  X  et  des  droites  antipolaires 
correspondantes)  n'est  pas  antre  chose  que  le  système 
polaire  réciproque  ordinaire  de  Poncelet,  relatif  à  la 
conique  fondamentale  D  (*}. 

4.  Par  analogie,  on  maintient  dans  le  cas  général  les 
déaomi nations  et  les  définitions  de  droites  réciproques, 
de  points  réciproques,  de  triangle  conjugué,  etc.,  qui 
sont  très-connues  dans  la  théorie  du  système  spécial 
formé  par  les  pôles  et  les  polaires,  par  rapport  à  une 
conique  fondamentale.  Les  théorèmes  relatifs  :  i"  à  la 
projcctivitê  entre  une  ponctuelle  d'antipôles  et  le  fais- 
ceau correspondant  des  antipolaires;  a"  à  l'involu- 
tion  des  points  réciproques  situés  sur  une  même  droite, 
continuent  à  être  vrais  pour  un  système  polaire  I^  quel- 
conque. Il  en  est  de  même  de  ceux  qui  s'en  déduisent 
et  qui  se  rapportent  aux  courbes  correspondantes  dans  D 
(courbes  antipolaires)  et,  en  particulier,  aux  coniques 
anlipolaires,  à  leurs  centres,  etc.  (**). 

5.  Le  centre  d'un  système  S  est  l'antipôle  O  de  la 
droite/  à  l'infini;  les  droites  passant  par  O  sont  des 
diamètres.  Deux  diamètres  qui  sont  des  droites  réci- 
proques (c'est-à-dire,  telles  que  le  point  a  l'inlini  de 
l'un  soît  l'antipôle  de  l'autre)  sont  nommés  conjugués. 

Les  diamètres  conjugués  de  H  forment  des  couples  eu 


(■)  PmcELiT,  Traité  Jei  propriélét  projtelivtt  an  fgarti,  t.  tl, 
p.  37  et  inir.  3*  édition  (Pacia,  1S66);  Cbislei,  loc.  cil.,  p.  siSet  «lir. 

(••)  Voir,  p«r  exemple  :  Ckeiioiia,  ÉUmerui  dt  Géonétrit  projmtht, 
S  !0  et  tï  (Tnrin,  1873;  P»rii,  1875). 
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involutîon  ;  les  rayons  doubles  de  cette  involution,  s'ils 
existent,  sont  appelas  asymptotes,  les  rayons  conjugués 
et  orthogonaux  sont  les  axes  du  système  polaire  (*). 

6.  Un  système  polaire  est  déterminé  quand  on  en 
donne  un  triangle  conjugué  ABC,  et  comme  antipolaire 
d'un  point  P,  nou  silué  sur  le  périmètre  du  triangle, 
une  droite  p  qui  ne  passe  par  aucun  de  ses  sommets. 
Suivant  la  position  relative  de  P  et  de  p,  par  rapport  au 
triangle  ABC,  te  système  admet  ou  n'admet  pas  de 
conique  directrice  {**  ) .  Quand  la  directrice  existe,  deux 
des  trois  c6tés  de  tout  triangle  conjugué  la  rencoulrent 
et  le  troisième  ne  U  rencontre  pas. 

n.  —  CLissinciTtoir  des  ststèhes  polaires. 
Psopaitràs  FOCALES. 

7.  Si  O  est  à  distance  finie,  les  diamètres  conjagués 
forment  une  învolutîon  proprement  dite  et  le  système  S 
a  deux  asymptotes  ou  n'en  a  pas.  Dans  le  premier  cas, 
le  système  polaire  peut  être  nommé  hyperbolique,  et 
dans  le  second  cas  elliptique.  Si  O  esta  l'in&ni,  tous 
les  diamètres  sont  parallèles  entre  eux,  et  tl  n'y  a  qu'une 
seule  asymptote  (la  droite  y  à  l'infini).  Ce  système  peut 
être  nommé  parabolique  [***]. 

8.  Le  système  hyperbolique  a  lieux  axes,  qui  sont  les 

(•)  Voir  Scn&T»,  loc.  cil..  $  S8. 

{••}  StauOt,  Géométrie  der  Lage,  a'  \tZ-  ;  Hete,  loe.  eit.,  p.  6i. 

('")  La  cluiiflotion  des  Byitèmes  poliire*  que  je  propoie  Mt  dâl- 
férente  de  celle  de  Schrôter  {toc,  cit.,  J  56).  J'ii  quelque*  raiioa*  pour 
U  JnslifleT;  mais,  pour  enter  ici  udb  trop  longue  digreuiou,  je  me  ré- 
•ene  de  lei  sipowr  dam  une  autre  occailoD;  je  reriendrai  lur  cetargn- 
ment  el  je  chercherai  à  mettre  en  lumiire  aoît  le  Trat  foudement  dei 
deux  eliMidcations,  aoit  U  néeelaitd  de  lea  accorder  pour  pouToir  lea 
maintenir  toutu  ■«■  deux. 
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bissectrices  des  angles  des  asymptotes.  Si  les  asymptotes 
(ont  rectaDguIaires ,   te   système   hyperboliqae  est  dit 
orthogonal. 

Dans  le  système  elliptique  il  n'y  a  que  deux  axes 
(système  elliptique  proprement  dît),  ou  il  y  a  une  infi- 
nité d'axes  (système  elliptique  ortliogonal),  suivant  que, 
dans  l'involulion  des  diamètres  conjugués,  un  seul  rayon 
est  perpendiculaire  à  son  conjugué,  ou  tous  les  rayons 
sont  perpendiculaires  à  leurs  conjugués.  Dans  lefystème 
parabolique,  un  des  axes  étant  i  Tiofini,  il  n'y.a,  à  pro- 
prement parler,  qu'un  seul  axe. 

9.  Si  l'învolution  des  droites  réciproques  qui  passent 
par  UQ  point  se  compose  d'angles  droits,  ce  point  est 
nommé  antifoyer  (ou  foyer)  du  sysième  polaire  (*). 

i"  Dans  tout  système  polaire  il  jr  a  deux  anti- 
foyers.  Si  le  système  est  hyperbolique  ou  elliptique  pro- 
prement dit,  ces  antifoyers  se  trouvent  sur  un  axe  {axe 
antifocal),  à  égale  distance  du  centre  O  ;  si  le  yystème 
est  elliptique  orthogonal,  ils  se  confondent  avec  le 
centre  O  ;  si  le  système  est  parabolique,  un  des  anti- 
foyer tombe  en  O  ou  est  à  l'infinîdans  la  direction  de 
l'axe  du  système. 

3"  Les  droites  réciproques  et  orthogonales  déter- 
minent une  involution  sur  chacun  des  axes  du  système. 
Deux  points  M,  M'  conjugués  de  cette  involution  sont 
tels  que  deux  droites  passant,  l'une  par  M,  l'autre 
par  M.',  sont  orthogonales  si  elles  sont  réciproques,  et 
inversement. 

L'involulion  sur  l'axe  antifocal  a  deux  points  dou- 
bles: ce  sont  les  antifoyers  ;  l'involulion  sur  l'autre  axe 

(')  Voir  Sca«&TU,  loc.  cit.,  §  59,  el  pour  Ifs  choie»  antloeueB  dan* 
\'»toniepitif.VLKn,  Die  Géométrie  der  Laga.  a*édit.,t.  I,  XIII.  p.  117-136. 
4itH.iUMiahémat.,t'sét\t,l.t\m.  (Octohre  iH7g.)        ag 
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(^dans  les  systèmes  polaires  hyperbolique  et  eUiptique, 
bien  entendu)  n'a  pas  d'étéments  doubles,  et  ses  seg- 
ments sont  vus  soiis  des  angles  droits  de  cJiacun  def 
antifojers. 

Deux  droites  réciproques  et  orthogonales  sont  sépa- 
rées harmoniqiiement  par  les  antifoyers. 

10.  Deux  droites  rà:iproques  et  orthogonales  ^ni 
passent  par  un  point  seront  nommées  axes  principaux 
dupoint('].  Les  axes  du  système  (n°S)  ne  sont  donc 
autre  chose  que  les  axes  principaux  du  centre  O. 

i"  Sif  est  un  antifoyer,  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent par  f  sont  ses  axes  principaux;  tout  point  outre 
que  les  antifoyers  n'a  que  deux  axes  pnncipaux. 

a"  Les  axes  principaux  d'un  point  sont  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  deux  rayons  menés  Se 
ce  point  aux  antijoyers  {o?  9). 


in.    ÉLtHEKTS    STMÉTBIQCES. 

11.  Dt^ux  points  du  plan 
£  HÎtuës  sur  un  diamètre  à 
égale  distance  de  O  seront 
nommés  points  symétri- 
ques. 

12.  Parnù  les  dillérentes  propriétés  des  éléments  sv 
métriques  nous  signalerons  les  suîvanies: 


Drux  droites  du  plan  î. 
parallèles  c-t  équidisutitii' 
de  O  scronl  nonnni» 
droites  symétriques. 


1°  Sur  une  droite  a 
réciproque  à  sa  symétrique 
b,  il  n'existe  qu'un  seul 
point  réciproque  à  son  sy- 


Par  un  point  A  réci- 
proque à  son  symèiriqui- 
B,  il  ne  passe  qu'une  seiJp 
droite  rér.iproqne  à  sa  Sf- 


(•)  S«br&t«r  (/ne.  cit.,  $  60j  dûmontre  quelques  p«ipriélé«  trèi-rl.- 
gnntcs  de  ees  couple*  de  droites. 
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métrique:  c'est  l'aniipôte 
de  h. 

a"  St  m  est  une  droite 
non  réciproque  à  sa  sj-mé- 
trique  m,,  les  couples,  en 
nombre  infini,  des  points 
A,  A' situés  sur  m,  et  tels  que 
l'und'eux  A'estréciproque 
etl'autre  Asymétriqued'un 
même  point  An  de  mt,  for- 
ment une  involution;  les 
points  tioubles,  quand  ils 
existent,  sont  des  points 
réciproques  et  symétriques. 

3°  Si  Aa,  A'  sont  des 
points  réciproques  situés 
sur  un  diamètre  (  les  asym- 
ptotes exceptées)  etsiAeit 
symétrique  de  A^,  quand 
ce  dernier  point  parcourt 
le  diamètre  0Â„  les  cou- 
ples des  points  A^A'  et 
A  A'  forment  respective- 
ment deux  insolations  lu- 
perposées,  ayant  le  même 
centre  O. 

4°  Sur  une  droite  m 
non  réciproque  à  sa  symé- 
trique, il  y  a  deux  points 
réciproques  à  leurs  pi-opres 
symétriques,  ou  il  n'y  en  a 


lètrique  :  c'est  l'antipo- 
laire  de  B. 

Si  M  est  un  point  non  ré- 
ciproque  à  son  symétrique 
M,,  les  couples,  en  nombre 
inftn  i,  dtfs  droites  (i,  a'  con- 
courant en  M,,  telles  que 
l'une  d'elles  a'  soit  réci- 
pivque  et  l'autre  a  symé- 
trique d'un  mémerayona^ 
du  faisceau  M,,  forment 
une  involution  ;  les  élé- 
ments doubles,  quand  ils 
existent,  sont  des  droites 
réciproques  etsymétriques. 

Si  at,a'  sont  des  droites 
réciproques  et  parallèles 
[les  directions  asympto- 
tiques  exceptées),  et  si  a 
est  symétrique  à  a^ ,  quand 
cette  dernière  droite  te 
meut  parallèlement  à  elle- 
même,  les  couples  des 
droites  a^d  et  aa'fonnent 
respectivement  deux  invo- 
lutions  superposées,  ayant 
le  même  rayon  central 
passant  par  O. 

Par  un  point  M  non  ré- 
ciproque à  son  symétrique, 
il  passe  deux  droites  réci- 
proques à  leurs  propres  ^- 
mélriques,  ou  il  n'en  pnssf 
aucune. 

29. 
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IV.  —  CoMQuB  cBinnALE.  Ses  kippobts 

tVEC    LA    DIBECTKICB. 

13.  En  s'appuyaot  sur  ces  propriétés  et  par  de  sim- 
ples considérations  de  Géométrie  projective  peu  dilTé- 
rentes  de  celles  qui  ont  élé  employées  par  le  professeur 
Reye  (Géométrie  tïer  Lage,  t.  II,  p.  60)  pouréublir 
l'exislcace  de  la  directrice,  on  trouve  que  : 

TafORÈiiB.  —  Si,  fiant  un  sj^stème  polaii-e,  il  existe 
un  élément  réciproque  à  son  propre  symétrique,  il  y  en 
a  une  infinité  :  dans  ce  cas  il  existe  une  conique  effec- 
tive [*J  C,  qui  est,  en  même  temps,  le  lieu  des  points 
réciproques  et  symétriques  et  l'enveloppe  des  droites 
réciproques  et  symétriques,  et  qui  a  pour  diamètres 
conjugués  les  diamètres  conjugués  du  système. 

Quand  cette  conique  C  existe,  nous  la  nommerons 
conique  centrale  du  système  polaire.  Elle  a  en  com- 
mun avec  la  conique  directrice,  outre  le  centre  et  les 
diamètres  conjugués,  la  propriété  de  se  correspondre  à 
elle-même,  de  coïncider  avec  sa  propre  conique  aulî- 
polaire  (n^S). 


\X.  L^ antipôle  d'une 
droite  est  le  pôle,  par  rap- 
port à  la  conique  centrale, 
de  la  droite  symétrique. 


L' ont i polaire  d'un  point 
est  la  polaire,  par  rapport 
à  la  conique  centrale,  du 
point  symétrique. 


Un  système  polaire  S  est  dit  système  polaire  réci- 
proque (Poncelet)  par  rapport  à  la  conique  fondamen- 
tale D  quand  ta  directrice  D  existe.  Quand  la  conique 
centrale  existe  et  qu'on  y  rapporte  le  système  polaire, 

(*)  C'cit-à-dirc  qui  De  p«ut  bg  réduire  à  tleni  drofla*  (ou  pointa)  ni  i 
nn«  droite  (ou  point)  double. 
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ce  système  peut,  raisonnablemenl,  être  nommé  système 
potaù'e  symétrique  (par  rapporta  la  conique cen traie  C). 
La  liaison  qui  existe  entre  l'anlipèle  et  t'antipotaîre  est 
ainsi  nettement  définie,  soit  au  moyen  de  la  conique 
directrice,  3oit  au  moyen  de  la  conique  centrale. 

15.  On  peut  remarquer  ce  qui  suit  sur  les  conditions 
d'existence  et  de  coexistence  des  coniques  D  et  Ci 

Thâohèhe.  —  Dans  tout  système  polaire  S  il  existe 
toujours  aumoins  une  tii-s  coniqiws  D  (directrice),  ouC 
(centrale). 

Si  le  système  polaire  est  hyperbolique  (n"  7),  les  deux 
coniques  coexistent.  La  directrice  et  la  centrale  sont 
des  hyperboles  conjuguées  (supplémentaires)  dont  les 
asymptotes  communes  sont  celles  du  système  polaire. 
La  directrice  se  trouve  dans  celui  drs  deux  angles 
asymplotiques  où.  deux  points  réciproques  de  2,  en 
ligne  droite  avec  le  centre  du  système,  se  trouvent  du 
même  côté  de  ce  centre. 

Si  le  système  polaire  est  elliptique  (tt"'!  eti),  une 
seule  des  deux  coniques  existe  réellement  et  est  une 
ellipse  [*]  dont  les  diamètres  conjugués  coïncident  avec 
ceux  du  système.  Cette  ellipse  est  la  directrice  D  ou  la 
centrale  C,  saluant  que  deux  points  réciproques  de^, 
en  ligne  droite  avec  le  centre  du  système,  sont  du  même 
côté  ou  de  part  et  d'autre  du  centre. 

Si  le  système  polaire  est  parabolique  ("}  {n"  7),  les 
deux  conitfues  coexistent,  mais  sont  identiques.  La  di- 

(*)  Dans  le>ïtt<me  elliptique  ortbaQonal  celte  ellipse  est  un  cercle. 

(**)  Il  n'est  pcul-ètra  pua  inutile  de  remarquer  que  dans  ce  système, 
le  centre  étant  k  t'inllni,  un  point  A  peut  être  regardé  comme  bod  propre 
iTmétriqiie  ou  comme  le  symdtrique  d'un  autre  point  quelconque  du 
diomËtre  passant  en  A,  et  une  droite  a  peut  tire  rc^rdée  comme  symé- 
trique h  etle-mème  ou  à  une  autre  droite  quelconque  parallèles  ai  d'aprfis 
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tectrice  et  la  centrale  se  conjbnelent  en  une  même 
parabole,  ayant  pour  diamètres  ceux  du  tystèmej  «1 
pour  laquelle  les  directions  conjuguées  aux  diamètret 
coïncident  avec  les  directions  conjuguées  aux  mémei 
diamètres  dans  le  système  polaire. 

16.  La  théorie  des  coniqaes  conjuguées  harmoniques 
(ScHRÔTBK, /oc.  cit.,  §§  27,54)conduit  à  quelques  autres 
propriétés  de  la  directrice  et  de  la  centrale.  Par  exemple  : 
Dans  le  système  hyperbolique,  les  hyperboles  H  etC 
forment,  avec  chacune  des  ellipses  ayant  pour  did' 
mètres  conjugués  deux  de  leurs  diamètres  conjugués,  un 
terne  de  coniques  harmoniques.  Chacune  de  ces  eliipseï 
coïncide  (  comme  la  directrice  et  la  centrale,  n*"  2  et  13) 
avec  sa  propre  antipolaire. 

Dans  le  système  elliptique,  chaque  couple  d'hyper- 
boles supplémentaires  ayant  pour  diamètres  conjugués 
les  deux  mSmvs  diamètres  conjugués  deH  {ou  de  C, 
quand  D  n'existe  pas)  forme  avec  l'ellipse  D  (ou  C) 
un\terne  de  coniques  harmoniques.  Toutes  ces  hyper- 
boles sont  leurs  propres  antipolaires. 

Dans  le  système  parabolique,  soient  AB  une  corde 
quelconque  de  la  conique  directrice;  M  le  point  de  cette 
conique  dont  la  tangente  est  parallèle  n  AB;  ÂBCD  le 
parallélogramme  ayant  cette  corde  pour  côté  et  le  point 
M  pour  centre;  E  et  F  les  points  milieux  de  AB,  CD 
(EF  stira 'parallèle  à  BC  et  passera  par  M  ou  coïncidera 
avec  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  AB).Ceci  ptué, 
la  parabole  ^directrice,  —  laparabolé  (bitangentci  la 
direclrice)^ajTantpa/'M,C,  D  et  ta/tgente  en  ces  points 


Mla,  l>  conique  centrale  n't,  ï  la  ri);uour,  aucune  NgniBcaliai 
■yalèniu  parabolique,  et  calte  proposition  doit  ttre  conaidéré 
une  dcBnitlon  plutAt  que  comme  un  théorème. 
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aux  dioilcs  t,  EC,  ED,  —  l'hyperbole  passant  par 
A,  B,  C,  D  et  Ungente  en  ces  points  anx  droites  FA, 
FBf  EC,  ED  *om  trois  comqnes  harmODiques;  chacune 
d'elles  se  confond  avec  son  aotipolaire,  quelle  que  soit 
la  corde  AB  (*). 

17.  La  conique  centrale  d'un  système  polaire  "L  peut 
se  concevoir  autrement,  et  se  présenter  sous  d'autres 
aspects. 

1°  Mommons  ir  le  complexe  des  éléments  M  (points 
ou  droites)  situés  dans  le  plan  D^  ii|  celui  des  éléments 
Ml  (points  ou  droites}  symétriques  auï  M  ;  f[|  celui  des 
éléments  m,  (droites  ou  points)  correspondant  dans  S 
aux  M.  Les  figures  (ou  syslëmes  plans)  r,  et  tt^  sont 
évidemment,  t'uue  la  transformai:  homologique harmo- 
nique (**)  de  la  figure  it  (O  et y_ étant  le  centre  et  l'axe 
d'homologie) , l'autre  la  ti-ansformée antipolaire (n°  4)de 
la  mâme  figure  tt;  en  d'autres  termes,  le  système  plan  n 
est  homograpliique  (collinéaire)  de  tti,  réciproque  de  ir, 
et  se  trouve  en  involution  avec  ces  deux  systèmes;  par 
suite,  À  toute  courbe  de  iz  correspondent  (doublement) 
deux  courbes,  distinctes  en  général,  l'une  dans  ii|,  l'autre 
dans  7t,  ;  la  conique  centrale  de  S  est  la  courbe  de  Tt 
avec  laquelle  viennent  se  confondre  les  deaa:  courbes 
correspondantes  de  -,  ou  de  it». 

3°  Si  nous  rapportons  l'un  k  l'autre  les  deux  plans 
superposés  TC]  et  Hj,  en  prenant  comme  correspondants 
deux  éléments  M|  et  m^  qui  correspondent  à  un  même 
clément  M  de  n  (et  qui,  par  suite,  seront  de  nature  dif- 
férente :  m,  sera  une  droite  ou  un  point  suivant  que  Mt 


(*)  Les  coniques  dont  il  e>t  ici  queation  no  lonl  paa  lea  nnlei  du 
pian  S  qui  colncideul  aiee  Icura  antipoUiraa. 

(**)  Vulr  Si«DT,  ncouKirle  dcr  loge,  n"  ÎH,  310, 
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est  un  point  ou  une  droite),  il  est  facile  de  démontrer 
ffxils  forment  un  nouveau  système  polfiira  2*  ayant  le 
même  centre  et  les  mêmes  diamètres  conjugués  nue  le 
prenùerY.;  et  ensuite  que  :  La  conique  centrale  de  S 
est  la  directrice  de  S'. 

V.    ElÉKEKTS  QOI  DÉTBRMIHEHT   O»  STSTfcvE  POLiOE. 

18.  Ou  démontre  assez  facilement  les  propositions 
suivantes  (et  leurs  corrélatives,  dont  j'omets  l'énoncé 
pour  abréger),  qui  se  rapportent  aux  éléments  dont  oa 
peut  disposer  arbitrairement  pour  déterminer  un  syst^e 
polaire  {voir  aussi  n"*  6). 

A.  Si  dans  unsystème  polaire  on  donne  un  triangle 
conjugué  et  les  involniions  des  droites  réciproque» 
issues  de  deux  de  ses  sommets,  le  système  est  déterminé. 

B.  Un  trîangleconjugué  ABC  étant  donné  dans  un  sys- 
tème polaire  £,  si  l'on  prend  une  droite  p  passant  pur 
un  sommet  A  comme  antipolaire  d'un  point  P  du  côté 
opposé,  le  système  X  est  déterminé  si  l'on  donne  en  outre: 

1°  L'involution  des  droites  récîpro<|ues  issues  d  un 
des  autres  sommets; 

2°  Ou  bien  l'involution  des  droites  réciproques  pas- 
sant par  P(P  n'étant  pas  sur/)); 

3°  Ou  bien  un  point  R  de  />  comme  antipàle  d'ane 
droite  r  passant  par  P  (P  étant  supposé  sur^), 

C  Etant  donnés  un  point  P  et  une  droite />  comme 
correspondants  dans  un  système  polaire  S,  on  peut, 
pour  déterminer  le  système,  prendre  encore  arbitraire- 
ment un  point  Q  et  une  droite  q  pour  correspondanu, 
pourvu  que  {*)  : 

1°  Si  P  est  en  dehors  de  p,  on  donne  l'involution  des 


(•)  La  Bubslance  de  ce  théorèroc,  sinon  In  turme,  ml  due 
CtomttrU  der  l.,ige,  n°  340. 


^lailizodbvGoOglc 


(  4^7  ) 
droites  réciproques   issues    de  P   ei   qu'en    outre   les 
points  Q  et  (p-,  q)    soient  projetés  du  point  P  par  deux 
rayoDS  conjugués  de  celle  involution  ; 

3**  Si  P  est  sur^,  la  droite  tf  rencontre  p  sur  l'an- 
lipôle  de  PQ,  et  qu'en  outre  un  point  R  de  /7  et  une 
droite  r  passant  par  P  soient  donnés  comme  correspon- 
dants. 

D.  Si  l'on  prend  comme  correspondants  dans  un 
système  polaire  I)  les  sommets  et  les  côtés  respectivement 
opposés  d'un  pentagone  plan,  le  système  est  déter- 
miné (*), 

E.  Si  l'on  prend  deux  triangles  homologiqnes  ÂBC, 
A'B'C  comme  correspondants  dans  un  système  polaire  X 
(A  éuni  l'anlipôle  de  B'C,  etc.),  le  système  est  déter- 
miné (**}. 

F.  La  conique  directrice  ou  la  conique  centrale  d'un 
système  polaire  étaut  donnée,  ce  système  est  déterminé. 

19.  Il  faut  remarquer  tes  cas  particuliers  suivants  : 

G.  Etant  donnés  dans  un  système  polaire  D  les  axes, 
un  point  propre  P  et  son  antipolaire  p,  le  système  est 
déterminé  si  tes  axes  oe  passent  pas  par  P  et  ne  sont  pas 
parallèles  à  p,  et  si,  en  outre,  p  ne  passe  pas  par  le 
centre. 

H.  Etant  donnés  le  centre  O  d'un  système  polaire, 
l'involution  des  droites  réciproques  issues  d'un  point  S 
et  Tantipolaire  s  de  ce  point,  le  système  ^  est  déterminé 
pourvu  que  SO  et  S.js  soient  des  rayons  conjugués  de 
celle  învoluUon  (***). 

K..  Etant  données  les  asymptotes  d'un  système  anti- 


{•)  Siàobt,  loc.dt.,  D-Î38. 
(••)St,.cdt,  /«.<■/(„  ii-yi. 
(**')  /  reprciente  la  <lroite  à  l'iaflni  du  pion. 
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polaire  hyperbolique,  le  système  est  détermioé  pourrn 
que  l'on  preaoe  encore  comme  correspondants  an  point  S 
et  one  droite  s,  de  maaière  que  les  points  S  et  {js  )  soîmt 
séparés  barmoDÎqnemcnt  par  les  asymptotes. 

VI.    QvlDRÀAGLES    ET    QUIDRILITÈSES    CONIOGUÉS. 

20.  On  trouve  le  théorème  suivant  et  son  corrélatif 
dans  la  Géométrie  der  Lage  de  Staudt.  Si,  daos  un  qna- 
drangle  complet  situé  dans  le  plan  d'un  système  polaire  S. 
deux  côtés  sont  respectivement  réciproques  à  leurs  c6téi 
opposés,  lea  deux  côtés  opposés  restants  sont  aussi  réci- 
proques. 

Ces  théorèmes  sont  démontrés  dans  l'hypolhèse  de  la 
polarité  réciproque  ordinaire  par  rapport  à  une  conique 
donnée  K,  et  M.  le  professeur  Reye  donne  le  nom  de 
Polvieretk  de  la  conique  K  à  uu  quadrangle  complet 
tel  que  les  trois  couples  de  côtés  opposés  sont  des  droites 
réciproques  par  rapport  à  K,  et  celui  de  Poîvierseit  à  la 
ligure  corrélative.  Par  analogie  avec  une  autre  déno- 
mination généralement  reçue,  nous  nommerons  : 


Quadrangle  conjugué 
un  quadrangle  complet  si- 
tué dans  le  plan  d'un  sys- 
tème polaire  D,  tel  que  ses 
couples  de  côtés  opposés 
soient,  deux  à  deux,  des 
droites  réciproques  de  Z. 


Quadrilatère  conjugué 
un  quadrilatère  complet 
situé  dans  le  plan  d'un  sys- 
tème polaire  £,  tel  que  se^t 
couples  de  sommets  oppo- 
sés soient,  deux  à  deux,  des 
points  réciproques  de  X. 


Ces  définitions  données,  il  suffira  de  remarquer  que 
les  propriétés  relatives  aux  quadrangles  et  aux  qtiadri- 
lalères  conjugués,  trouvées  par  M,  Reye,  pour  le  cas  où 
il  existe  une  conique  fondamentale,  et  exposées  dans  un 
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Chapitre  <le  sa Geornelrie  der Lage [seconde  éàil\on,t.l, 
p.  19  et  saîv.),  restent  vraies,  sauf  dé  légères  modrji' 
cations,  pour  les  ^stèmes  polaires  en  général.  Il  est 
inutile  d'en  donner  ici  les  ém 


Observation.  —  Des  raisonnements  semblables  à  ceux 
qui  conduisent  aux  résultats  ci-dessus  mènent,  pour  les 
systèmes  polaires  dans  l'espace,  à  la  conception  d'une 
quadrique  centrale  et  permettent  d'établir  les  conditions 
de  son  existence,  ses  rapports  avec  la  guadrique  direc- 
trice et  ses  principales  propriétés. 


MÉTHODE  DIRECTE  POUR  CiLCULBR  LA  SONNE 
US  PUISSANCES  a  DBS  n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS; 


1.  Pour  évaluer  la  somme  des  puissances»  des  n  pre- 
miers nombres  entiers,  nous  ferons  usage  de  la  métbode 
suivante,  qui  ne  suppose  pas  connues  les  puissances 
antérieures  des  mêmes  nombres,  et  que  l'on  pourrait 
appeler  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Représentons,  en  général,  par  £»"  la  somme  des 
puissances  et  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Dans  la  formule  du  P.  Jean  Preslel  (  1675  ),  qui  donne 
la  somme  des  puissances  semblables  des  termes  d'une 
progression  arithmétique,  faisons  rn  =  a  et  r=  i;  elle 
devient 
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ou 


^  i.a.3 

Or  le  facteur  (rt  +  i)* — i  du  premier  membre  est 
évidemment  divisible  par  nj  par  suite,  i]  en  est  de  même 
du  second  membre.  Noue  en  concluons  que  le  polynôme 
ordonné  par  rapport  k  n,  qui  eiprime  la  somme  des 
puissances  semblables  des  n  premiers  nombres  entiers, 
est  divisible  par  n. 

D'ailleurs  la  plus  baute  puissance  de  n,  qui  soit  con- 
tenuedans  le  premier  membre,  est  du  degré  «  -l-  i .  Donc: 

L'expression  de  la  somme  des  puissances  a  des  n  pre- 
miers nomèivs  entiers  est  un  polynôme  entier  par 
rapport  A  n,  qui  est  du  degré  a  -t- 1  ef  divisible  par  n. 

2.  Méthode  des  coefficients  indéierminés, —  Pour 
exposer  celle  méthode,  qui  est  très  rapide,  proposons- 
nous  de  calculer  la  somme  des  cinquièmes  puissance! 
des  R  pi-emicrs  nombres  entiers.  Eu  désignant  parf[n] 
le  polynôme  entier  en  fi  qui  exprime  cette  somme,  nom 
pourrons  écrire  (n"  i) 

[i)    lR'=f(/i)  =  An-+-B/i'+Cffl'+D«"-f-E«>+Ffl', 
où  A,  B,  C, . .  ■ ,  F  représentent  des  coefficients  numé- 
riques qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Afin  d'obtenir  les  valeurs  numériques  de  ces  coeffi- 
cients, dans  (i)  remplaçons  n  par  n  —  i;  nous  aurons, 
eu  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 
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Puisque 

il  nous  viendra,  en  retranchant  (a)  de  (i),  rideiitité 
suivante  : 


■'=»>i-;''("i  +  o''W-îr34'"i' 


-,,-M- 


g  »■■[")• 


Il  suffira  maintenant  de  calculer  les  dérivai  de  f  (n) 
an  moyen  de  l'équation  (i)  et  de  substituer  leurs  ex- 
pressions dans  (3),  pour  avoir  une  équation  identique 
qui  fournira  immédiatement  six  équations  linéaires 
entre  les  six  inconnues  A,  B,  C,. .  .,F. 

Prenons  les  dérivées  succéssi  ves  dey(n).  L'égalité  (i) 
nous  donne 


)  =  A  +  nhn  +3C/I' 
]=      —  B       —  3Cn 


-6D«'— loE/i'— i5Fn< 


Si  n6us  mettons  ces  expressions  dans  l'identilé  (3),  et 
que  nous  égalions  à  zéro  les  coefficients  des  puissances 
successives  de  n,  nous  obtiendrons  les  six  équations  du 
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ré 

-    B  +    C—    D-t-      E—      F  = 

-2B-3C  +  4D—    5E-I-    GF  = 

+  3C-6D-1-  loE—  i5F^ 

+  4D  —  ioE+2oF  = 

+    5E-  i5F  = 
+    6F  = 


Résolvons  ces  équations  de  proche  en  proche  à  pirlir 
de  la  dernière;  nous  obtenons  les  valeurs  cherchées 


C  =  o,     B  = )     A  =0. 

En  menant  ces  valeurs  dans  le  développement  (1), 
■tous  trouvons  que  la  somme  des  cinquièmes  puissances 
lies  n  premiers  nombres  entiers  est 


Z(i'=  — n'{ïn^-^-  6«'-l-5n'—  i). 
Le  polynôme  entre  parenthèses  et  sa  dérivée 


s'annulent  pour  n  ^  —  1  ;  par  conséquent  ce  polynAme 
est  divisible  païf  (n  + 1)*  et  fournit  le  quotti-nl 


Nous  trouvons  ainsi  la  formule  bien  simple 
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3,  Formation  des  équations  linéaires  aux  coeffi- 
cients indéterminés,  — Les  équations  (4)  peuvent  s'é- 
crire immédiatement. 

En  eflet,  il  est  aisé  de  remarquer  que,  dans  la  disposi- 
tion adoptée,  les  coefBcients  de  la  p^"*  des  lettres 
A,  B,  C, ....  ou  de  la  p^*"*  colonne  verticale  sont  les 
coelBcîents  numériques  du  binôme  développé 

moins  le  dernier  de  ces  coeHicients. 

De  plus  les  seconds  membres  des  a  premières  équa- 
tions sont  tous  ^aux  à  zéro,  et  celui  de  la  dernière  est 
toujours  égal  i  i . 

Le  Tableau  de  nos  équations  se  forme  d'une  manière 
aisée  et  s'obtient  presque  instantanément  au  niojea  du 
triangle  arithmétique  de  Pascal. 

Appliquons  cette  règle  à  la  rechercbe  de  la  somme 
des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers.  Les  équa- 
tions aux  coefBcients  seront 


A—    B-H    c—    D  =  o, 

+  2B-3C-i-4D  =  o, 

+  3C  — 6D=:o, 

+  4D=. 

pt  nous  fourniront  de  suite  les  valeurs 

D  =  l.      C^i.      B  =  i.     A. 

.0. 

Mous 

trouvons  ainsi  que 

-=l-l*?=i">-' 

ff-f- 

ou 

. ,  »'i»+i)' 
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Nous  donnerons  dans  un  prochain  article  ]es  expres- 
sions réduites,  qui  représentent  les  sommes  des  dix  pre- 
mières puissances  des  n  premiers  nombres  entiers,  ainsi 
que  les  relations  remarquables  qui  existent  entre  ces 
sommes.  [A  suivre.) 


GORRBSPONBANCB. 


Lettre  de  M.  de  Jonquières. 

Monsieur  et  cher  Rédacteur, 

Je  viens  de  remarquer,  dans  la  livraison  des  Nou- 
velles Annales  ^wr  le  mois  de  juillet  (t.  XVin,  a"  sé- 
rie, p.  333),  qu'un  de  vos  honorables  correspondants  me 
cite  très  obligeamment  et  parle  du  «  théorème  de  M.  de 
Jonquières  M,  faisant  allusion  à  cette  proposition  que 
a  le  nombre  5  est  le  seul  qui  jouisse  de  la  double  pro- 
priété d'être  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs  et  d'avoir  pour  carré  un  nombre  qui 
est  aussi  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers 
consécutifs.  » 

J'ai  eSeciivement  donné  sous  cette  forme  la  proposi- 
tion dont  il  s'agit  dans  le  Tome  XVlf  (3'  série)  des 
Nouvelles  Annales,  en  la  faisant  découler  d'autres  théo- 
rèmes nouveaux  dont  l'exactitude  absolue  subsiste. 
Mais  cet  énoncé  est  trop  général.  En  fait,  je  n'ai,  pour  ce 
qui  regarde  cette  proposition,  prouvé  que  les  deux  points 
suivants  : 

1°  Parmi  les  nombres  premiers  ou  puissances  de 
nombres  premiers,  le  nombre  5  est  le  seul  qui  jouisse 
de  ta  propriété  énoncée. 
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a"  Parmi  les  nombres  composes  rionl  l'une  des  re- 
présentations PKOPEES  en  sommes  de  dettx^  carrés  (les- 
quelles sout  au  nombre  de  a"'*,  n  étant  le  nombre  des 
facteurs  premiers)  est  telle  que  les  deux  carrés  jr  soient 
ceux  de  deux  entiers  consécutifs,  il  n'en  existe  aucun 
dont  le  carré  (qui  admet  pareillement  a"~'  représenta- 
tions propres  du  même  genre)  ait  pour  représentation 
correspondante  à  cetle-là  la  somme  des  carrés  de  deux 
entiers  consécutifs.  J'entends,  ici  comme  dans  le  Mé- 
moire précité,  par  représentations  correspondantes  du 
carré  celles  (jui  se  déduisent  de  celles  du  nombre  lui- 
raème,  chacune  à  chacune,  par  la  formule  dite  «  des 
triangles  rectangles  n. 

Il  pourrait  donc  arriver  que  la  propriété  existât  pour 
l'une,  ou  même  pour  plusieurs,  des  autres  représenta- 
tions, je  veux  dire  de  celles  qui  ne  sont  pas  correspon- 
dantes. C'est  là  une  nouvelle  recherche  qui  reste  à  faire 
et  qui  est  sans  doute  fort  difficile. 
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aSHARQIJBS  SIR  LES  PROPRIÉTÉS  DU  NOIORE  Ifl, 

PjiK  M.  L.  HUGO. 


La  nombre  dix  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des 
nombres  Laisant  {p.  3a9)  et  de  leur  exposant  3  (*). 


SOLUTIONS  DE  QUESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LIS  NOIVBLLRS  ANKALES. 


Question  1270 

;iolr  .•Mrl.,1,  IVII.p.itDi 

PA»    UN    ANONYME. 

On  sait  que  les  six  normales  menées  par  un  point  à 
une  surface  du  second  ordre  sont  sur  un  même  cône  du 
second  degré.  On  propose  de  trouver  le  lieu  que  doit 
décrire  le  sommet  S  de  ce  cône  pour  que  les  différents 
canes  obtenus  admettent  les  mêmes  plans  cycliques. 

(  GaU BBT.  ) 

Soient  S«,  S|  les  sommets  de  deux  c6nca  du  spcond 

(*)  I.as  nombrea  dont  il  s'Hait  aoDt  t.  S,  17,  18,  i*!,  17.  Leur  sommi'. 
an^enlûa  de  t'cipoMnt  3,  mt  i^alr  i  tuu. 
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<Icgi-é,  ayant  cbacun  six  génératrices  normales  à  l'ellip- 
soïde représenté  par  —  +  —  H-  -  ^  i ,  et  {Xd,  y^,  a,), 

(Xi,   Yi,  Zi)    les  coordonnées  des   points  Sa,  S,.    Les 
éffuations  de  ces  cônes  seront,  comme  on  sait, 

(S.|...'*'— '-•+'--°'''-'  +  l--"'-  =  o, 
x  —  xt  y— y*  ï  — z, 

(S,). . .  ^^^=î^  + 1" --•''■■  +  '-■-'■'•'  =  „. 

Chacun  d'eax  a  trois  génératrices  parallèles  anx  axes 
des  coordonnées;  si,  de  plus,  ces  deux  c6nes  admettent 
les  mêmes  plans  cycliques,  toutes  les  génératrices  de 
l'un  d'eux  seront  respectivement  parallèles  aux  généra- 
trices de  l'autre,  car  les  direcLioos  des  génératrices  d'un 
cône  du  second  degré  sont  déterminées  par  les  directions 
de  trois  d'entre   elles  et  par  celle  d'un  plan  cyclique. 

Cela  posé,  soient 

x~x,  =  m[i~%,)     et     y—jr,  =  n{i—t,) 

les  équations  d'une  génératrice  quelconque  du  cône  (S«); 
les  coef6cients  m,  n  seront  liés  entre  eus  par  l'équation 


(^)?-(^)l 


-i'  = 


Une  parallèle  à  cette  génératrice  du  cône  S„  menée 
par  IepointS|,seraune  génératrice  du  cône  Si;  on  aura 
donc 

Des   équations    (i)    et  (a)    on    peut   conclure  —=~y 
3o. 
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~  ^'— >  car  aulremeoi  ers  étjaaiions  détermineraient  les 
valeurs  des  coefBcients  nécessairement  variables  m,  n. 
Les  égalités  —'=  -t  —  =  —  montrent  que  les  som- 
mets S),  Si  sont  sur  une  droite  qui  passe  par  l'origine 
des  coordonnées;  par  conséquent,  le  lieu  cherclié  est  un 
diamètre  de  l'ellipsoïde. 

!faif.~ïji  memequeition  a  étéréiolae  par  MM.  Mont-Bline;  F>d- 
quembergue  ;  G.  Konîgi,  élève  du  Lycée  Saînt-Louii. 

M.  Konigs  fuit  renurquer,  comme  l'auteur  de  II  KilulioD  prêoèd«nU. 
qu«  tous  les  cAnei  du  aecond  Aegré  qui  ont  mtme  plin  cyclique  *t 
trois  génémtricei  de  direction  Hia  aant  homothétlquea. 


Question  1280 

Pae  m.  s.  REALIS. 

L'équation  x'  —  (a'  —  b  -i-  e)x  -I-  ai  =  o,  dans  la- 
quelle  b  est  un  entier  plus  grand  que  zéro,  c  un  entier 
différent  de  zéro,  et  a  un  entier  dont  la  valeur  abso- 
lue est  plus  grande  que  celle  de  -,  ne  peut  pas  avoir 
deux  racines  entières . 

Si  l'équation  a  des  racines  imaginaires,  la  racine 
réelle  est  incommensurable. 

Posons 

f{x)=x'  -[a'-b-h  c].T  +  ab. 
On  trouve 

/(-«  +  ,)  =  (.-. 11»»+.-.)+*, 


bvGoGgIc 


(469) 

S!  les  entiers  a,  b,  c  sont  tels  qu'il  est  dît  dans  l'énoocé 
de  la  qaeslion,  savoir  :  a  différent  de  zéro  [et  qu'on 
peut  toujours  supposer  positif,  puisque,  au  besoin, 
on  le  rend  tel  en  changeant  x  en  —  x  dans  l'équation 
f{x)  =  o j  :  &  plus  grand  que  zéro  ;  c  différent  de  zéro, 
et  plus  petit  que  a  a  en  valeur  absolue, y( — a  +  i) 
et  y( — a — i)  seront  de  signes  différents,  et  aucune 
de  ces  quantités  ne  sera  nulle.  Entre  les  deux  entiers 
—  a+i  et  —  a  —  i  il  ya  donc  une  racine  de  l'équa- 
tion y(x)=o.  Si  celte  racine  était  entière,  elle  ne 
pourrait  être  que  —  a  ;  cola  n'est  pas,  puisque  la  quan- 
tité /( —  a)=ac  n'est  pas  nulle  ;  la  racine  n'est  donc 
pas  entière,  et,  comme  elle  ne  saurait  êire  fractionnaire, 
elle  est  incommensurable. 

De  là  résulte  la  proposition  énoncée,  et  l'on  voit  de 
plus  que  la  relation  posée  entre  les  valeurs  numériques 
de  a  et  de  c  est  une  conditioD  sufBsanle,  mais  pas  né- 
cessaire, pour  établir  l'existence  de  la  racine  incom- 
mensurable. 

Soit  fait,  comme  application, 


L'équation  sera 

x'  —  3  (A'  -H  A  -t-  I  ).»r  +  2A'  +  3  A'  -.-  3  A  H- 1  =  o, 

et  nous  verrons  tout  de  suite  que,  A  étant  entier,  elle  a 
une  racine  incommensurable  (elle  en  a  môme  trois, 
comme  il  estfaciledele  prouver).  Celte  équation  rentre, 
eu  eflei,dans  une  classe  particulière  d'équations  irré- 
ductibles, traitées  d'abord  par  M.  Lobatto,  et  ensuite 
par  M.  Serret,  et  pour  lesquelles  on  peut  consulter  le 
Journal  de  M.  Liouville  {t.  IX  cl  XV  de  la  première 
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série)  ou  bien  \ Algèbre  supérieurs  (2'  édition,  p.  asS 
et  476). 

Soit  fait  encore 

fl  =  — A.     b  =  k\     e  =  4; 
d'où 

/(*)  =  ^-4*-A'. 

L'équation  y (x)^o  a  une  seule  racine  positive,  A 
éiant  positif.  Cette  équation  peut  s'écrire 

(:r_=)x(«+:.)  =  A'. 

d'où,  «n  prenant  A  entier  ot  >■  a,  et  vu  que  la  valeur  de 
X  est  incommensurable,  on  conclut  que  le  produit  de 
trois  nombres  impairs  consécutifs  ne  peut  pas  être  un 
cuba.  C'est  un  cas  particulier  d'une  proposition  beau- 
coup plus  générale.  On  conclut  de  même  que  le  produit 
de  trois  nombres  pairs  consécutifs  n'est  pas  un  cube, 
ce  qui  revient  à  dire  que  le  produit  de  trois  entiers 
consécutifs  n'est  pas  un  cube  :  cas  particulier  d'une  pro- 
posÏLÏon  bien  connue. 


Question  1299 

(  Toir  I- Itna.  >.  XVll,  T.  &i7)i 

PAk    M.    MORET-BLANC. 

La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres  entîeit 
n'est  jamais  égale  an  double,  au  triple,  au  sextuple 
d'un  carré.  (ÉDOKAan  Ldcas.  } 


La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres  étant 
—  A ■'  ''faut  démontrer  qu'on  ne  peut  avoir, 
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eu  nombres  entiers,  aucune  des  trois  égalités 

(1)  :r(x+l}(«  +  l)=.=^=3*S 

(U)  X(x-^.){w  +  .)=l8r'=2.', 

(m)  :r(:r+0[a:r  +  l)  =  36^'=     l'. 

I.  Supposons  qu'on  puisse  avoir  en  nombresentiers 

*(^-i-l)(2:r  +  .)  =  3i'. 

Les  trois  facteurs  étant,  deux  à  deux,  premiers  entre 
eux,  doivent  être  deux  carrés,  et  le  triple  d"uu  carré; 
mais,  deux  entiers  consécutifs  ne  pouvant  être  simulu- 
iiëmcDt  des  carrés,  l'un  des  nombres  x,  x  4- 1  devra 
être  te  triple  d'un  carré,  et  ce  sera  nécessairement  x, 
car  autrement  x  serait  de  la  forme  3  m  —  i ,  qui  ne  peut 
appartenir  à  un  carré.  J'ajoute  que  x  devra  être  le  triple 
d'un  carré  pair,  car,  s'il  était  le  triple  d'un  carré  impair, 
il  serait  de  la  forme  8m+3,  et  ix  + 1  serait  de  la 
forme  8m  ■+-  y,  incompatible  avec  celle  d'un  carré. 

Le  seul  cas  où  l'impossibilité  ne  soii  pas  démontrée  est 
le  suivant  : 


(p'—  I  =  24"'>      <''°û     (w  +  i}(k'  —  i)=:  a^w'- 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  facteurs  tf  +  ■ 
et  tv  —  1  étant  a,  on  aura  nécessairement  à  considérer 
l'un  des  systèmes  suivants  : 

(1)  «.  +  1=2»'.      ».—  |=:|afl',      «-'+1  =  2»', 

(2)  <v-f-l=-4a%      iv  —  ,^    6P',      iv'-ht  —  2''\ 
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Le  système  (i) 

a  été  [trait^J complètement  par  M.  Gerono  {youvelh 
Annales,  a-^série,  t.  XVI,  p.  îai)  ;  il  n'admet  que  les 
solutions 

wz^  I,     d'où     jr^o, 

«<=  — I,      d'où      »  — 1=— 2  =  11^", 

égalité  iropossîblej 

«"^7,      d'où      «■  —  1:^6:=  11^^, 

^alilé,  de  même,  impossible  en  nombres  entiers. 
Ces  trois  solutions  sont  donc  inadmissibles. 
Le  système  (■') 

conduit  aux] mêmes  calculs  et  ne  donne  que  des  impos- 
sibilités. 

Considérons  le  système  (a) 

On  tire  des  deux  premières  équations 

»  =  4«'-l,     (4a'- !)■+ ■=».•,    4..+  (,..-i)'=.'i 

f  impair, 

(,  +  2,._,](,_2a'+l)  =  4'»'- 

Les  deux  facteurs  (»/-+-  a  a' —  i)  et  {f —  aa*  +  i)»nl 
des  nombres  pairs,  ayant  pour  plus  grand  commua  dî*i- 
seur  a,  car  tout  diviseur  commun  à  ces  deux  nombres 
doit  diviser  leur  somme  9^,  et,  comme  l'est  premieravec 
act* —  I,  ce  diviseur  commun  ne  peut  être  autre  que  a- 
On  doit  donc  avoir 

p-t-iia.'  —  i^2m',     p  —  a  a'  4- 1  =^  2  «', 
OÙ  m  et  it  sont  premiers  entre  eux. 
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Ces  éijuations  donDent 


d'où 

aw'n'—  1  =  m' —  n*,     n'-hïm'/i'—  m'—  i  z=o, 


am*-+-i  devant  être  un  carré,  il  faut  que  m  =-o  (*).ll 
s'cnsuil 

n'  =  I ,     a  =  0,      <■  ^  I  ,     «  ^  O  , 

solution  inadmissible. 

Le  cas  (  a')  conduit  aux  mêmes  calculs.  L'équation 
entre  m  et  n  devient 

Le  reste  du  calent  est  le  mfime. 

Ainsi,  l'égalité  j:  (0:4-  i)(^x  -i-  1  )  =  32*  est  impos- 
sible en  nombres  entiers. 

IL  Considérons  maintenant  l'égalité 

x[x-t-  l)(2*  -I-  1)  :r=  3*'. 

Il  faut  que  parmi  les  trois  facteurs  du  premier  membre 
il  y  ait  deux  carrés  et  un  double  carré,  qui  ne  peut  èlre 
que  ar  ou  a:  + 1 . 

II  y  a  donc  à  considérer  les  deux  systèmes 

x^    «',    j: -1-1^21'%    ix  -\-i  -^w'. 


(•)  LEi»!n>BK,   Théorie  dm  nonirw,  t.  II,  p.  6.  Th£oiiCme  III  i  Lafor- 
mtile  x'-i~^y*  ne  peut  être  égale  k  un  tarrè,  ii  ce  n'rsl  lonquey  ^  o. 
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On  lire  du  premier  w^ —  i  =  4"*i  égalité  impossible, 
moins  de  supposer 


valeur  inadmissible. 

On  lire  da  second  «^-+-1  =  4»^)  ^«lité  impossible, 
suivant  le  module  4> 

III.  L'égalité  j:{x-+-i)(aj:-f- i)  =  «*  exige  que  les 
trois  facteurs  soient  des  carrés,  ce  qui  est  évidemment 
impossible  pour  les  deux  premiers. 


Question  1300 

Pi»'  M.  MORET-BLANC. 

La  somme  des  x  premiers  nombres  triangulaires 
n'est  jamais  égale  au  double,  au  triple,  au  sextuple 
d'un  carré.  (Ëoouard  Llc&s.  ) 

Cette  somme  est  égale  à  ~ •  Il  faut  dé- 

monirer  qu'on  ne    peut  avoir  en  nombres  entiers  an- 
cune  des  trois  égalités 

(I)  ;r(,r  +  .)(x  +  2)=3s', 

(n)  4:{*  +  o(*-H2)=3»', 

(ni)  .r(*  +  I)(*-^a)=    z\ 

Les  deux  dernières  exigent  que  la  différence  de  deux 
carrés  soit  égale  aune  ou  it  deuxuniiés.ce  quïeslimpos- 
sible,  à  moins  que  l'un  d'eux  ne  soit  nul.  Il  en  est  de 
même  de  la  première  si  x  est  impair. 
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Qaand  x  est  pair,  l'^alîté  (I)  devieai,  en  posant 
xt=  ajr,  et  a=  au, 

équation  dont  l'impossibilité  en  nombres  entiers  a  été 
démontrée  dans  la  solution  de  la  question  lâ99  (voir 
P-473)-  


Question  1316 

»lri-I«rla,  LXTO.p.Ut}; 


On  prend  sur  la  tangente  à  une  cycloîde  fixe,  àpar- 
tir  du  point  de  contact,  une  longueur  proportionnelle 
au  rayon  de  courbure  en  ce  point  :  trouver  le  lieu  de 
Vexlrémité  de  cette  longueur  quand  la  tangente  se 
déplace.  (Bârsâhia.) 

Dans  une  cjcioïde,  les  coordonnées  d'un  point  M  étant 

x^OP  =  R(«-sina)C), 
j-  =  MP=B(l  — cosa], 

la  tangente  MIV  en  ce  point  a  pour  coefficient  angulaire 

dj:        i— cosa 
La  normale  MI  au  même  point  est  égale  à 


R^(i 


(*)  Le  lecUar  est  prié  de  ftjra  I>  flgure  :  OX,  OV,  aiaa  de  coor- 
donnée! rectangulaires;  CM,  rayon  R  d'une  circoarércnce  C  Unocuto 
à  0\  au  point  I  -,  «.  raD;;1c  MCI. 
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Si  donc  on  pnnid  sur  la  tangente  une  longueur  M\ 
proportionnelle  k  MI  (ou  bien  au  rayon  de  courbure  qui 
est  le  double  de  la  normale)  «t  qu'on  mène  du  poini  M 
une  perpendiculaire  MD  à  l'ordonnée  de  N,  le  triangle 
rectangle  MND  donnera 

MD  =  MN8inNHD=mBsina, 
MD=MNM.sNMD  =  /nR(i— cosa); 
par  suite,  les  coordonnées  d'un  point  N  du  lieu  cherché 


j'=:B(i  —cùta-i-  msina). 

Le  coeiBcient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point 
étant 

rff  _^      sin  (X  •+-  m  COR  s 
dx        I  —  cosa-t-  msina 

on  trouve  que  Téqualion  de  la  normale  est 

ri  «in  a  +mcoï«)  -I- j;(i  —  cosa  +  msina) 

—  R{i  —  co»«  +  /«8ino}(o[  +  ni)  =o. 

Elle  rencontre  l'aTe  OX  en  un  point  1',  dont  l'abscisse 
x=  (a  +  m)R. 

Or,  si  l'on  joint  N  au  centre  C  d'un  cercle  de  rajon  R 
tangent  à  OX  au  point  I',  on  aura,  dans  le  triangle  rec- 
tangle NC'B  (*}, 

NB=:=Il(mstna  —  cosa)     et     C'B  =  R(siaa  -Hmcosa), 

d'où 

De  plus,  CC'  =  n'=  ffiR.  et  l'on  trouve  facitemeni 
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que  l'angle  NC'I  =  NC'C -hCC'I=  a=  MCI;  l'angle 
N'C'l'  est  donc  la  somme  de  l'angle  constant  ICI'  et  de 
l'angle  variable  a. 

Par  suite,  à  chaque  variation  de  et  correspond  une  di- 
rection déterminée  de  C'N;  eu  outre,  la  distance  du 
point  N  au  centre  C  étant  invariable,  le  point  N  décrit 
évidemment  une  cycloïde. 


«VESTIOKS. 

1328.  Étant  données  les  équations 

(0  5j;'  -I-5j-'  —  B'  +  60ir  —  i^z^^o, 

(l)  ïSx'  +  aSj'-H  î' —  l5ars:=o, 

(3)  75x'  +  75/'-4-2z'-1-    5j-S  — 45-«=^o, 

représeniant  des  surfaces  rapportées  à  un  m^me  système 
d'axes  rectangulaires,  on  demande:  i>  de  trouver  le 
genre  de  chaque  surface;  2°  de  trouver  l'intersection  des 
surfaces  (i)  et  (a);  3° de  trouver  les  projections  sur  les 
plans  coordonnés  de  l'intersection  des  surfaces  (■)  et  (3). 
(Erbest  Lebok.) 

1329.  Soit  la  série  récurrente 


o,   1,   1,   2,  3,  5,  8,    i3,  21,  34,  ..., 
idie  que 

trouver  la  somme  des  rt  premiers  termes  de  la  série 

<            î.           3           5  u,+, 

—   +-^  +  — g  +  jyH ^  - — -^  • 
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1330.  Les  nombres  Xtj,  z  étant  exprimés  par  les 
formules 

ar^ni      «■-p'-7'  +  e')  +  2a(3p  +  37+4il, 
r  =  2(— a'  +  f  — 7'  +  J')  +  3p(aa  +  37-t-4J), 

où  oc,  j3,  y,  J  sont  des  entiers  de  signes  quelconqnes, 
on  peut  énoncer  les  propriéiés  suivantes  : 

1°  L'expression  x'  -+-j'-*-  2*  se  réduit  toujours  à  une 
somme  de  deux  carrés. 

a"  Pour  des  valeurs  entières  convenables  de  a,  P,7i  5, 
tout  nombre  N,  qui  est  égal  à  la  somme  de  deux  carrés 
entiers,  et  à  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut  être  re- 
présenté par  l'expression  ci-dessus,  dont  les  termes  eot 
été  préalablement  débarrassés  des  facteurs  comuinm 
inutiles.  (S.  Realis.) 

1331.  On  donne  une  conique  (S),  an  point  fixe  A  sur 
celte  conique,  une  droite  (D)  et  un  point  fixe  a  lur 
cette  droite. 

Une  conique  osculatrîce  k  (S)  au  point  A,  et  passant 
au  point  a,  coupe  de  nouveau   la   conique  (S)  et  1) 
droite  (D)  en  des    points  b  et  c,   respectivement;  dé- 
montrer que  la  droite  bc  coupe  (S)  en  un  point  fixe/ 
(Gebtt.) 

1332.  Une  droite  SA  pivote  autour  du  sommet  S  d'une 
parabole  qu'elle  rencontre  en  A,  et  de  ce  point  A  an 
abaisse  une  perpendiculaire  AP  sur  la  tangente  au 
sommet. 

i"  On  jotui  le  point  P  au  pic-d  D  de  la  directrice  par 
une  droite  qui  rencontre  AS  en  M. 

3°  On  joint  le  point  P  au  foyer  F  par  une  droite  qui 
rencontre  AS  en  N  ; 
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3°  On  abaisse  <3c  P  sur  AS  une  pcrpeudi  cul  aire  qui 
TOupe  AS  au  point  Q,  et  l'on  prolonge  PQ  d'une  (juan- 
lité  «gale  QR. 

Démonirerque: 
'  Le  point  M  décrit  une  hyperbole; 
Le  point  N,  une  ellipse; 
LepointQ,  unoercie; 
Et  le  poiiii  R,  uue  strophoïde.  (Ed.  Ghillet.) 

1333.  Etant  donnée  une  spirale  logarithmique,  on 
trace  la  polaire  du  pôle  de  cette  spirale,  par  rapport  à 
uneercle  osculateur  à  la  courbe.  Trouver  l'enveloppe  de 
tontes  les  polaires  ainsi  obtenues.  (  Laisakt.) 

1334.  Un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle  dont 
le  rayon  est  r,  et  ses  sommets  sont  sur  un  autre  cercle 
dont  le  rayon  est  R;  si  D  représente  la  distance  des 
centres  des  cercles,  démontrer  que  le  rectangle  des  dia- 
gonales du  quadrilatère  est  égal  à— — -— - 

(C.  Leudesooiif,  m.  a.) 
(Extrait    du    Journal    anglais    :     '/lie    edacational 
Times.  ) 

1335.  Démontrer  : 

t°  Que  les  solutions  cnlières  et  positives  de  l'équation 
a4a:'-f-i  =^*i  dont  les  deux  premières  sont  x  =  o 
et  j'  =  1  ;  X  ^  I  ety  =  5,  se  déduisent  chacune  des  deux 
précédentes  en  retranchant  raynnt-deinièrc  valeur  de  x 
ou  dejriie  dix  fois  la  dernière  pour  obtenir  la  suivanlc; 

2°  Que  les  solutions  enlièrcs  et  positives  de  l'équation 
ax*4-  I  ^3^',  dont  les  deux  premières  sont  x=  i  et 
^  =  I  j  X  =  Il  et  /  =  9,  s'obtiennent  comme  celles  de 
l'équation  prëcédenle  (i'*)î 
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3°  Que  lOQtc  valeur  du  nombre  X:=3x'-|-a  (a'], 
ayant  la  double  propriété  d'être  égal  à  la  somme  des  at- 
rés  de  trois  entiers  consécutirs  et  à  celle  des  carrés  de 
deux  entiers  consécutifs  est  delà  forme 36on  +  5. 

(LiOHKBT.) 

1336.  Deux  droites  g,  g\  contenant  deux  séries  ho- 
mograpliiques  des  points  A,  B,C,D, . .  .eiA',B',C',D',... 
sont  données.  Les  droites  AA',  BB',  CC,  Oiy, . . .  enve- 
loppent une  conique  ;  quel  est  le  lieu  des  milieux  de  ces 
droites?  (Droz.) 

1337.  Trouver  un  cercle  par  rapport  auquel  la  cis- 
soïde  se  transforme  en  elle-même  par  polaires  r^i- 
proques.  (G.  Fouiet.) 

Note.  —  M.  Robaglii  a  résolu  lei  questions  1311,  1311.  1317;  tl 
H.  Droi,   la  question   1314,  el  les  questions  du  Concourt  cta«nl  ds 

1S78,  proposées  pour  les  cluses  de  philosophie,  de  seconde  et  de  Iroi- 
siâme.  Ces  dilTérentes  solutions  nous  sont  psneDues  trop  lard  pour  qu'il 
ail  filé  possible  d'en  taire  mention  dans  la  numéro  de  septembre. 

solution  d'un  problème  proposé  en  i8;6  au  Concours  dei  elistei  de 
Mathématiques  spéciales  de  l'Académie  de  Douai.  Le  défaut  d'afa 
nous  oblige  à  remaltre  cette  solution  a  un  autre  numéro 

Kou»  BTona  reçu  de  M.  J.-P.  Isely,  professeur  à  Nencbktel,  un  Mé- 
moire sur  les  Soliiiiom  liiiguiièrei  des  équations  diftérentlelieii  deu 
variibles;  et  deH.  Maurice  d'Ocagne,  élève  en  Mathématiques  spédale*. 
une  Note  sur  la  délerminaUon  du  centre  dca  sections  coniques  et  dM 
sarfaceB  du  second  ordre. 
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MBIOIRB  SUR  LA  RÉSOLUTION  M  NOMBRES  ENTIERS 
DE  L'ÉOUATION 

Pak  m.  DESBOVES. 

["-■'«  (')-l 

V.  —  ThÉOBÈICES    GËHtaikUZ    KELJLTIFS    A    Li    IIÈSOLDTION 
DE    l'ÉQUITION 

19.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  dirons  que  deux  fonc- 
tions entières /(X,  Y,  ...),  y(x,j,. . .)  sont  équiva- 
lentes lorsque  la  deuxième  se  déduit  de  la  première  en 
remplaçant  dans  celle-ci  X,  Y, . . .  par  des  fonctions  eu- 
tîères  de  x,j;  . . .,  ou  qu'après  la  substitution  les  deux 
fonctions  ne  dllfôfent  l'une  de  l'autre  que  par  un  facteur 
qui  est  une  certaine  puissance  d'une  fonction  entière. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  vertu  de  l'identilë  (4o) 
les  deux  fondions  X'-t-Y'  et  xy{x+y)  sont  équiva- 
lentes. 

Théorème  X.  —  Pour  que  l'équation 

«X-+iY"=c2" 

ait  une  solution  entière,  iljaul  et  il  suffit  que  c  soit  de 
la  forme  asf -\- hy" . 

En  effet,  la  condition  est  suffisante,  puisque,  si  elle  est 
remplie,  l'équation  proposée  admet  la  solution  i^x,y,i). 
Elle  est  aussi  nécessaire,  car,  si  {xi,Yit  't)  ^'  "i^^  solu- 

(*)  Noarelles  Jnaalet,  a*  série,  t.  XVtll,  p.  ^33. 
.^«.  -le  UathiataC,  a*  séria,  t.  XVIII.  (NoTembre  1879.]        3l 
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*tion  de  l'équation,  on  a 

ajf^  ■+■  bjr^  =z  Cil  i 

d'où  il  suit  (juc,  si  on  laisse  de  côté  le  facteur  «",  cesi 
bien  de  la  forme  demandée. 

Si  l'on  considère  le  cas  particulier  où  m  et  n  soni 
égaux  ai  et  a,  â  égaux  à  i,  on  obtient  la  forme  x'  +  ^'j 
mais  les  deux  formes  xj{x -\-y)eix'-{-y^  étant  équi- 
valentes, comme  oi)  l'a  déjà  remarqué,  ou  peut  dire, 
avec  M.  Lucas,  que,pourque  l'érjuation  X*4- Y*=:cZ' 
puisse  être  résolue  en  nombres  entiers,  il  faut  et  il  sufBl 
que  c,  débarrassé  de  ses  facteurs  cubiques,  soit  de  It 
forme  ary{x  -i-  y). 

Remarque.  —  Toutes  les  formes  de  c  que  nous  avons 
données, si  iiombreusesqu'ellcs soient, sont  équivalentes 
àla  formeax"  +  by",  mais  ellesn'en  sont  pas  moins  utiles 
Il  connaître,  car  elles  serviront  à  faire  connaître  a  priori 
des  solutions  entières  des  équations,  comme  on  le  verra 
dans  la  Section  suivante,  consacrée  aux  applications  nu- 
mériques. 

Théouèhe  XI.  —  a  et  h  étant  arbitraires  dans  l'é- 
quation  aX" -{-  bY''=  cX",  on  peut  toujours  trouver  une 
fonction  c  de  a,  b  et  d  autant  de  variables  çue  l  on 
veut,  telle  que  V équation  puisse  être  résolue  en  nombres 
entiers. 

Or  voit  d'abord  aisément  que,  dans  le  produit  repré- 
senté par  le  déterminant  du  n"  7,  la  partie  qui  est  fonc- 
tion des  seules  variables  x,,  x,  est  x7 — ( — i)"rx7i 
c'est  encore  ce  que  l'oo  recounait  comme  il  suit. 

En  appelant  Q  la  partie  du  produit  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer, on  a 
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ou,  en  posant 


Q  =  (-,)-<(5-a|(E-p)...  =  (-,l-x7(S--r) 
=  ^11- 5)-- (-■M  =<-(-. )-r<. 

Cela  posé,  si  l'on  mulliplle  eatre  elles  d'abord  n  fonc- 
tions égales  de  l'espèce  de  celle  qui  est  représentée  par 
le  déterminant  du  n°  7,  puis  ce  produit  lui-même  par  le 
produit  d'un  nombre  quelconque />  defonctious  de  même 
espèce  que  la  première,  mais  difTérentes  de  celles-ci  et 
non  égales  entre  elles,  on  obtient  Gnalement  nn  produit 
qui  est  une  fonction  de  même  espèce  que  ses  facteurs,  et, 
en  représenlani  par  Z  la  fonction  élevée  à  la  n**"'  puis- 
sance, par  c  le  produit  des  p  facteui-s  diflcrents  et  par 
(X,)j,(X,)i, . . .  les  expressions  deX„X,,  ...qui corres- 
pondent à  la  dernière  mulliplication,  on  a  une  équation 
de  celle  forme  : 

(35)        [(X.W--(-il-''r(X.W-  +  --.  =  -î-- 

En  effet,  d'après  ce  qui  a  éié  dit  précédemment,  on 
sait  que  le  premier  membre  de  l'équation  (^S)  doit  con- 
tenir les  deux  termes  (X»)J,  —  ( —  i)*/'(X,  )". 

On  peut  maintenant  disposer  des  Tariables  introduites 
par  les  p  derniers  facteurs  de  manière  à  annuler,  dans 
le  prenxier  membre  de  l'ideniiié  (75),  tous  les  termes, 
excepté  les  deux  premiers.  En  elTet,  comme  on  le  voit 
par  les  expressions  des  fondions  Xg,Xi,X|, ...  données 
dans  le  n"  7,  les  équations  à  résoudre  sont  du  premier 
degré,  par  rapport  aux  variables  qui  correspondent  à 
l'uD  des  p  derniers  facteurs. 

Alors,  en  substituant  dans  l'équation  [75)  à  ces  va- 
riables leurs  expressions,  c  deviendra  une  fonction  de 
toutes  les  variables,  cxceplécelles  par  rapport  auxquelles 
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Oïl  a  résolu.  Il  ne  reste  plus  euGn,  pour  obtenir  l'équa- 
tion demandée,  qu'à  remplacer  dans  l'éqnatîon  (73)  r 

b            h     .  ... 

par  -  ou suivant  que  m  est  impair  ou  pair. 

Une  application  particulière  de  la  méthode  précé- 
dente a  été  faite  à  ta  fin  du  n"*  9  ;  si  on  la  reprend,  ce 
qui  précède  deviendra  clair. 

Dans  les  deux  théorèmes  qui  vont  suivre,  on  suppose 
que  R  estégal  à  m,  c'est-à-dire  qu'il  s'agira  de  l'équation 

(56)  «X--i-6T-=cZ-. 

ThéoeèheXII.  —  Pour  que  V  équation  (76)  ait  deux 
solutions,  il  faut  et  il  suffit  qu'après  avoir  multiplié  ou 
divisé,  s'il  est  nécessaire,  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion par  un  même  nombre  entier,  on  obtienne  pour  a, 
b,  —  c  des  expressions  h — p"',q" — r",j" — f^l^q, 
s,p,  r,  t  étant  des  nombres  entiers  tels,  que  le  produit 
des  trois  premiers  soit  égal  au  produit  des  trois  autres. 

On  remarque  d'abord  que  l'on  peut  toujours  obtenir 
une  inanité  d'équations  de  ta  forme  (76)  admettant  deux 
solutions.  EneiTet,  si  l'on  écrit  queréqualîoi)(76)  a  les 
deux  solutions  (jr,^,z),  (,r',j',z'),  on  obtient  deux  équa- 
tions du  premier  degré,  par  rapporta-  cl-i  qui  donnent 
les  valeurs  de  ces  inconnues,  et  l'on  peut  prendre 

(  -c=yy-x~y-. 

Ainsi  1,  6,  —  c  sont  chacun  la  diiïérence  des   m'*"" 
puissances  de  deux  nombres  entiers,  et  si  l'on  représente 
zy,xz',yjc^,yz',  sa/,  a:^' respectivement  par  /,  q,s,p,r, 
t,  on  a  bien 
[7S)  Iqs  ^ prl; 
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la  condi  lion  éDoncée  est  donc  néccRsaiie.  Je  dis  mainte- 
n&Dt  qu'elle  est  suffisante.  En  eSet,  supposons  qu'après 
avoir  multiplié  ou  divisé  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (76)  par  un  facteur  consuni,  ou  ait 

a  =  /"— /j",     é  =  y-— /*,     — c  =  *-— f,     tqt  —  prt; 
on  pose 

(79)        V''r''  ''r'^  "."'" 

^'y'  \:^'=T.     y^'=s,     ;rr'=ï, 

d'où  l'on  déduit 


la  dernière  équation   étant   la  conséquence   des  deux 
autres  à  cause  de  la  relation  (78}. 

Alors,  pour  obtenir  des  valeurs  entières,  on  peut  poser 

(80)  x  =  n,    y  =  U,    t  =  lr. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  les  équations  (76}  les 
valeurs  de  j;,  y,  *  (  80  ) ,  on  a 


ou  encore,  comme  on  ne  prend  que  des  valeurs  entières, 
(81)  ^  =  sr.     y  =  ls,     z-=pr. 

Ainsi,  lorsque  les  conditions  de  l'énoncé  sont  rem- 
plies, l'équation  (76)  a  deux  solutions  entières  (jT,^,  s), 
(3^,  y,  z')  données  par  les  formules  {80)  et  {81). 

Jiemarque.  —  On  voit  aisément  que  le  théorème  n'est 
en  défaut  que  si  l'on  a 

(8a)  l  =  q,     p  =  r,     r't  =  Pti 

dans  ce  cas,  les  deux  solutions  données  par  les  formates 
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(8o)  et  (8i  )  n'en  font  plus  qu'une  seule.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  si  l'on  a  l'équation 

X-  +  Y-=(c<-  +  p-)Z-, 
ou 

(.r-f-lx-+(a--p-)ï-=(. f-)Z-, 

pour  laquelle  les  conditions  de  l'énoncé  du  théorème  XU 
sont  remplies,  les  formules  (80)  et  (8[)  donnent  la  so- 
lution unique  (oc,  j3,  i). 

Faisons  une  application  du  théorème  XII  à  l'équation 

X'— T'=;ii'j4935Z'. 

Od  a  les  identités  numériques 

1  ,,4935=  ?^^^^'.    2'[79*-63*)=  i33*-59S 

(,9<-67*)(59*-t34')  =  (79x59)*- 133x67  )*i 

alors,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 
proposée  par  118* — 268*,  il  vient 

(ii8*— a68')X*+(3i6'  — 266')T* 

=  [(79X59)'-(. 33x67  )']Z', 
et  l'on  a 

/  =  m8,     7  =  3i6,    ï=  133x67, 
^  =  268,     r=266,     1=   79x59. 

On  voit  que  la  condition  (78)  est  remplie,  ei,  en  ap- 
pliquant les  formules  (80)  et  (81),  on  reconnaît  que 
l'équaiion  proposée  admet  les  deux  solutions  (  79, 67,  a), 
(i33,59,4)(*). 


(•)  Od  l'appuie  ici  «ur  la  réBolution  de  I  équation  X'-i- Y' =  Z' H- C, 
et  »ur  I«  TeUtiiïn{fl'  — *')(rf'— *')  =  (orf)'  — (ic)',qui  n  lieu  lor*qn* 
a,t,  c,d  lODl  dea  nombrei  tels  que  l'ëquition  a'  —  t'  =  c'—^  nàt 
uliiTaîte.  Je  revendrai  pla*  lard  lur  cette  question. 
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Théorème  XIII.  —  Pour  que  l'on  puisse  trouver  des 
équations  de  la  forme  (y6)qui,  pour  une  certaine  va- 
leur de  m,  admettent  trois  solutions,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  puisse  résoudre  en  nombres  entiers  le  système 
des  doux  équations 

(83)  P-+Q''+R-=U'-  +  V"  +  T-, 

(84)  PQE  =  UVT. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  si  l'ë- 
quatioo  (76)  admellesdeux  solutions  (  37,^,  7  ),(x',jk',2'j, 
les  valeurs  de  a,  b,  c  sont  données  par  les  formules  (77), 
et  l'on  exprime  que  la  même  équation  a  une  troisième 
solution  (x",  j",  »*)  en  écrivant 

(^j-'"-J'"î'")^"+  [^^•'-'  «-*'-)/'- 
=  (*-/--^x'-),"-. 
ou 

(.y  *")--.-  (x,'y]-+  [ry«')- 

Or,  comme  les  six  nombres  zy'  oé* ,  x^  y"  ^ysf  z"  ^yz'  3?  y 
zxfy,xy'z''  sont  tels  que  le  produit  des  trois  premiers 
est  égal  au  produit  des  trois  autres,  ces  nombres  satisfont 
aux  deux  équations  (83)  et  (84)- 

a*"  La  condition  est  suffisante.  —  En  elTel,  supposons 
qu'elle  soit  remplie  pour  les  six  nombres  d^  e,f,  g,  h,  fc, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

rf-^.  «-+/-— y-+  A" -(-*-,     dqf=gài. 
On  pose 

sj'x"=rf,     xz'y=e,    j'^z'^f,     y't'x"  =  g, 
zx'y-^  hf     xy'  z'  :=  k, 
et  l'on  en  déduit 

(85)  ;^  =  ghx,    y  =  dey,     t'—egz, 

(86)  x'=^ghx,    r'^eAx,    t''^=f/t. 
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Ainsi,  lorsque  les  équations  (83)  et  (84)  sont  satis- 
faites par  six  nombres  entiers  d,e,f,g,k,k,  on  peut 
former  une  équation  de  la  forme  (76)  qui  admette  une 
solution  arbitraire  {x,jr,  c)  et  deux  autres  solutions 
(a/,/*,  i/),  (j/',y,  z")  données  par  les  formules  (85)  et 
(86). 

Faisons  une  application  du  théorème  au  cas  où  m  est 
égal  à  3.  Â  l'aide  de  l'identité  en  x,  y  qui  a  conduit  aux 
formules  (Sijdun"  11,  j'obtiens  d'abord  les  six  nombres 
33,  —  34,  ».  II. —  i7i  6  pour  lesquels  on  a 

33.+  (- 34  }'+!  =  . i'+(-.7)'  +  6>, 
33  X  (-  34)  X I  -  1 1  X  {-  17 )  X 6. 
Je  prends  ensuite  aH)îtraî rement 

a-=  I,    jr  =  —  i,     I  —  I, 
et  si  l'on  pose 
d=33,    «r  =  ~34,    /=!,    s  =  \i,    /i=— 17,     A  =  6, 

les  formules  (85)  et  (86)  douneat,  après  la  suppression 
de  facteurs  communs, 

.r'  =  I,      /  =  — 6,      ï'  =  2, 

Mais,  en   calculant  les  valeurs  de  a,  b,  c  par   les  for- 
mules (77),  où  l'on  fait  m  =  3,  on  obtient  l'équation 

aoSX'— 7Y*=::2i5Z»; 
on  est  donc  assuré  d'avance  que  cette  équation  admet  les 
trois  solutions  (i,  —  i,  i),  (i, —  6,  2),  (ii,34i  >)• 

Comme,  jusqu'à  présent,  on  ignore  si  le  système  des 
équations  (83)  et  (84)  peut  être  résolu  pour  des  valeurs 
de  m  supérieures  à  3 ,  on  ne  sait  pas  non  plus  si,  pour  de 
pareilles  valeurs  de  m,  l'équation  (76)  peut  avoir  trois 
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sotiiiîoDS.  Quoi  qa'il  en  soit,    le   tlidorème  prérédeiit 
montre  que  la  question  de  résoudre  le  système  des  deux 
équations  (83)    et  (84)  présenle  le  plus  grand  intérêt. 

Thëobèke  XIV.  —  On  peut  résoudre  en   nombres 
entiers  l'équation 

X'-— fl=T'-=Z», 

ou,  ce  qui  retnent  au  même,  le  système  des  deux  équa- 
tions 

(8^)  X'-+oT»"=U',    X'"— <iT'"  =  V>, 

lorsque  a  est  de  la  forme  ^ ^ ^-^  ('  repré- 
sente \—-ï} . 
En  effet,  si  l'on  pose 

p  +  qi={x+jrf]~f     p-~qi={x~ji]-, 
on  a 

/^  +  ,'  =  (:c'+r')",     a;.  =  (^M-rO-  +  (^-J'0". 


les  signes  supérieurs  se  correspondant  dans  les  deux 
membres  de  l'équation  précédente,  ainsi  que  les  signes 
inférieurs. 

Cela  posé,  dans  les  équations  (60}  et  (61}  du  n°  14, 
changeons  x  ex.  y  ta  p  eiq,  puis  remplaçons  dans  les 
équations    ainsi    transformées  p'-H?'?    Apq{p*  —  q*). 
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p*  —  q*dmpi)  par  tes  expressioas  précëdentes;  on  a 
alors  la  double  ideniîté 

_[(iq:.-)(x+j-0-+(,±,i;^-rO-l- 


en  faisant  correspondre  dans  les  deux  membres  les  signes 
supérieurs  ainsi  que  les  signes  inférieurs  :  le  tbéorèmeest 
donc  démontré. 

Remarque.  —  Si  l'on  admet  qu'on  ne  peut  salisfaïre 
à  l'équation  a;'  +  j*=x*"  qu'en  posant 

X  -\-yi  7^{p+  li)",     x-yiT^[p  —  qi]",      a  =zp'-^f, 

on  démontrera  aisément  que  la  condition  donnée  pour  a 
(  ihéorème  XIV  )  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante. 

20.  Généralisation  des  nombres  congruents.  — 
Lorsque /n  est  égal  ài  dans  les  équations  (S7),  le  nombre 
a  est  dit  congruent  par  rapport  à  deux  carrés.  Alors  on 
peut  convenir  d'appclernomi/'e  co/i^ruent  <je  l'ordre  m 
le  nombre  a,  tel  que  les  équations  (87)  puissent  être 
satisfaites  simultanémeni. 

Si  l'on  fait  d'abord  m  égal  à  i  dans  l'expression  générale 
de  a,  on  trouve  arylx* — y*)  après  la  suppressiondufac- 
teur  carré  4  :  c'est  ce  que  l'on  savait  déjn .  Si  ensuite  ou 
fait  m  égal  à  a,  on  trouve  pour  a,  après  avoir  divisé  par 

'  2 

expression  à  x  et  ^  les  valeurs  a  et  i ,  on  ublient  pour 
valeur  de  a  le  nombre  21,  qui  est  le  plus  petit  nombre 
congruent  du  second  ordre. 


^lailizodbvGoOglf 


(■(9'  ) 
VI.  —  Applications  numériques  des  idehtitiSs 

ET  DES    FORMULES. 

H,  Résolution  de  quelques  équations  numériques  com- 
prises dans  l'équation  générale 


On  a  vu  que  l'équation  (88)  peut  être  résolue  lorsque 
c  a  l'une  des  formes  suivantes  : 

x»  +  j^,  a[x*H-3r'),  jr»— r*— 3xj-(3:  +  2^), 
■0'['-t-7).  ^(7*  —  ^).  Ji'-\-  y—Zx'x'iS^  —  x'l- 
Si  dans  ces  expresiiona  on  remplace  x  et  ^  par  les 
nombres  entiers  les  plus  simples,  pris  avec  les  signes  + 
ou — ,  on  recounait  que  l'équation  (88)  peut  être  résolue 
pour  les  valeurs  de  c  égales  à  6,  7,9, 13, 10, 17, 19,  ao, 
32,36,28,30,37. 

22.  Je  vais  maintenant  m'occuper  de  quelques  équa- 
tions particulières  de  la  forme  (88).  Mais  il  importe  de 
définir  d'abord  ce  que  j'entendrai  par  une  solution  ini- 
tiale d'une  équation  numérique  à  trois  inconnues.  Je 
désignerai  ainsi  une  solution  de  l'équation  qui  ne  peut 
se  déduire  d'aucune  autre  à  l'aide  des  formules  qui  don- 
nent une  suile  de  solutions  correspondante  une  pre- 
mière solution  connue.  Par  exemple,  on  aura  une  so- 
lution initiale  de  l'équation  (88)  si  celte  solution  ne  peut 
pas  s'obUinir  à  l'aide  des  formules  (4$)  ^t  (49)i  quelle 
que  soit  la  solution  prise  pour  point  de  départ. 

1°  (  =  19.  Eu  substituant  successivement,  à  la  place 
de  3^  *' .X'  5  ^' — ^  dans  a(x*+3/*),3  et  1  dans 
X* — y'  —  3xj'(.r-f- ar),  i  et  a  dans 
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{  49») 
on  voit,  par  lesideotiiéa  (Sp),  (4a),  (47),  que  l'équa- 
tion 

X'-i-Y>=i9Z' 

admet  les   trois   solutions   (3,  —  2,1),  {36,  — 17, i3), 
(8. ..3). 

Si  maintenant,  dans  les  formules  (5i)  du  n"  11,  ou 
fait 


x'=Z6,    y  =  —17,     i'=i3, 

on  obtient  une  quatrième  solution  (5, 3, a).  De«  deux 
solutions  (8,1,3),  (36,  — 17,13)  on  déduirait  en- 
suite, à  l'aide  des  formules  (5 1),  une  nouvelle  soloiion 
(93,33,35);  mais  celle-ci  s'obtient  immédiatement  par 
les  formules  (48)  en  partant  de  la  solution  (  3 ,  —  a ,  i). 
Les  formules  (5i)  douuent  encore  la  solution 
(i33oi,  — 1323,498)  comme  conséquence  des  deus  so- 
lutions (5, 3,  a),  (36,— 17,  i3). 

On  pourrait  continuer  à  chercher  de  nouvelles  sola- 
tions  au  moyen  des  formules  (5i)*,  mais,  en  arrêtant  ici 
le  calcul,  je  dis  que  les  solutions  (8,1, 3),  (3,  —  3,1], 
(36,  — i7,i3),  (i33oi,  — 1322,498),  (5. 3, a)  wm, 
tontes  les  cinq,  des  solutions  initiales. 

En  effet,  on  voit  d'abord  qu'aucune  des  quatre  pre- 
mières solutions  ne  peut  être  déduite  des  formules  [i^], 
qui  ne  donnent  jamais  une  valeur  paire  pour  une  des  in- 
connues x,y  et  une  valeur  impaire  pour  l'autre. 

Je  dis  ensuite  que,  quelle  que  soit  la  solution  prise 
pour  point  de  départ,  elle  ne  peut  pas  non  plus  être 
donnée  parles  formules  (48).  En  effet,  soien t(j:„. j'ai  2n}i 
[^n+D^n-Hi»  ^n+i)  dcux  solutious  consécutives  données 
par  les  formules  (48),  et  supposons   que   ta  solution 
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('-+u  X-+i>  ^B+i)  soit  d'abord  idenii^ue  avec  la  solution 
(8,1,3);  alors  on  aura 


-74*'«+r:) 


SI  la  solution  (8,  i,  3)  était  donnée  par  les  for- 
mules (48),  la  dernière  équation  devrait  avoir  au  moins 
une  racine  commensurable  ;  or,  comme  ou  reconnaît 
qu'elle  n'en  a  aucune,  ou  en  conclut  que  la  solution 
{8,  I,  3)  ne  peut  être  donnée  par  les  formules  (4S)> 
Un  voit,  d'une  manière  toute  semblable,  que  la  deuiième, 
la  troisième  et  la  quatrième  solution  ne  peuvent  pas  être 
données  par  les  formules  (48)  ;  car,  s'il  en  était  aulre- 
raenl,  on  devrait  pouvoir  résoudre  en  nombres  com- 
mensurables  les  équations 

ï„._6m'  +  4/«-3=o, 

17m'  —  72m'  -t-  34™  —  36:=0, 

i322m'  —  a66o2/n'  +  2644"'  —  i33oi  ^o, 

ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  il  est  prouvé  que  les  quatre 
premières  solutions  sont  des  solutions  initiales. 

Je  dis  en6a  qu'il  en  est  de  même  de  la  cinquième  so- 
lution. En  effet,  si  elle  éuit  donnée  par  les  formules  (4S) 
ou  (49)1  oti  aurait  à  résoudre  en  nombres  commensu- 
rables  l'une  ou  l'autre  des  équations 


ce  que  l'on  reconnaît  impossible. 
2"  c  =  37.  En  donnant  à  jr,  ^  les  valeurs  4  et  — >  3 
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(liDs  X*  -i-y*,  3  el  —  i  dans  x*  — y*  —  3xjr[x+  aj"), 
a  et  I  daiis  x'  -hj*  —  3x*j''  (8x* — j*),  oq  a  le* 
trois  solutions  (4, — 3,  i),{«9.  i8,  7),  {lo,  —  1,  3), 
etàl'aide  des  formules  (5i)  on  obtient  les  deux  autres 
soluiions  (io33,  — 33,  3io),  (  i3683,  —  9387,  3568}. 
On  démontre,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  le)  cinq 
solutions  peuvent  être  prises  comme  solutions  initiales, 
el  peut-être  y  en  a-t-il  encore  d'autres. 

23.  Résolution  des  équations  numériques  comprises 
lîaas  l'équation  générale 

(89)  aX'  +  AY'  =  <:Z'. 

On  sait  que  l'on  peut  toujours  obtenir  des  «équations 
delà  forme(89)  qui  admettent  deux  solutions  arbitraires, 
ei  uno  troisième  solution  qu'on  en  déduit  à  l'aide  des 
formules  (5i).  On  conçoit  que  l'on  puisse  ainsi  obtenir 
une  infini  lé  d'équations  de  la  forme  (89)  ad  met  la  ut  trois 
solutions  iniliales  au  moins.  Si,  par  exempte,  on  forme 
l'équation 

qui  admet  les  deux  solutions  (i, —  t,i},(i,i,2]  et  une 
troisième  solution  (3,  i,  5)  qu'on  en  déduit  parles  for- 
mules (3f),  ou  vérifie  par  la  méthode  précède  m  ment 
employée  qu'aucune  des  trois  solutions  ne  peut  être 
donnée  par  les  formules  (So)  Or,  comme  ces  formules 
sont  les  seules  formules  générales  qui  donnent  une  nou- 
velle solution  de  l'équation  [89)  quand  on  en  connaît 
une  autre,  les  trois  solutions  précédentes  aonl  des  solu- 
tions initiales. 

ai.  Résolution  des  équations  numériques  comprises 
dans  l'équation  générale 

/go)  X'  +  iT'^Z". 
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Ou  a  vu  (14)  que  réquation  (90}  peut  ëire  résolue 

lorsque  6  est  de  l'une  des  formes  j:*j'(j'+ 3a:}, a:  (/• — x), 

—  jcy* (^x -h  y).  Eti  substituant  dans  les  expressions  pré- 
cédentes pour  X  et^  des  nombres  dont  la  valeur  absolue 
est  égale  ou  inférieure  à  5,  on  reconnaît  aisément  que 
l'équation  (90)  peut  être  résolue  pour  les  valeurs  sui- 
vantes de  6  :  — 2,  3,  —  5,  — 6,  8,  —  lo,  it  12,  14,  i5, 

—  17, 18,  ±  20,  —  at,  —  aa.  Dans  ces  difTérents  cas 
on  trouve  d'abord  une  première  solution  de  l'équation 

(90)  en  se  servant  des  îdenlités  qui  correspondent  aux 
diverses  expressions  de  b,  et  l'on  obtient  ensuite  d'autres 
solutions  en  appliquant  les  formules  (64)  et  (67)- 

Dans  les  calculs  que  je  viens  d'indiquer,  je  n'ai  pas 
rencontré  d'équations  à  plusieurs  solutions  initiales, 
mais  il  n'est  pas  démontré  qu'une  pareille  circonstance 
ne  puisse  pas  se  présenter. 

2S.  Résoîulion  des  cquaiiani  numériques  comprises 
dans  l'équation  générale 

[91)  X-  +  Y'=^Z'. 

Je  donnerai  ici  un  seul  exemple.  Faisons  aetb  égaux 
à  I  dans  l'identité  (63)  ;  alors  l'expression  de  c  devient 
(9X* — y*)*  ■+■  ix*j-^.  Si  l'on  y  fait  d'abord  x  ely  ë^aux 
à  I,  on  a  c  égal  à  17  x  4)  ^t  l'on  trouve  ainsi  que,  pour 
Cîr:  17,  t'équaiion(9i)  a  une  première  solution  (>,  a,  i). 
Mais  si  ensuite  on  remplace,  dans  la  même  expression 
de  c,  X  et  ^  respectivement  par  i  et  3,  on  a  c  égal  à 
a*  X  3*  X  17,  et  l'on  obtient  encore,  pour  c  =  1 7,1*  so- 
lution (i3,  a,  4i}- 

Maintenant  on  prouve  par  la  méthode  ordinaire  que, 
quelle  que  soit  la  solution  prise  pour  point  de  départ, 
les  formules  [6j)  ne  donneront  jamais  les  deux  solutions 
précédentes.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait 
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À  riSsoudre  en  nombres  commensarables  ]'uae  ou  l'antre 
des  deux  équations 

xl^r*  +  Gx'y'  —  x']       I  i3 

ce  que  l'on  reconnaît  impossible.  Les  deux  solutions 
(i,a,  i),  (i3,  3,  4')  soit  donc  deux  solutions  iniiîalesi 
si  l'on  admet  qu'oa  n'ait  pas  d'autres  formules  générales 
que  les  formules  (69}  pour  la  résolution  de  l'équatiou 
(90C)- 

â6.  Résolution  des  équations  numériques  comprises 
dans  les  équations  générales 

(92)  «X'-t-iT'=cZ'. 

(93)  oX'+éY'  =  cZ'. 

Les  identités  (69}  et  (74]  ne  conduisent  le  plus  sou- 
vent qu'à  de  grandes  valeurs  de  c,  même  dans  le  cas  où 
ael  b  sont  dgaux  à  ±  i  ;  mais,  si  l'on  suppose  a  ^  i, 
J  =  —  1,  en  prenant  les  différences  des  quatrièmes  puis- 
sances des  plus  petits  nombres  entiers,  on  pourra  arriver 
à  des  valeurs  simples  de  c.  Ainsi  les  identités  numé- 
riques 

2'  —  I  ^i5,     3'  —  I  =5 X  a'  =  10X2' 

montrent  que,  fl  et  A  étant  respectivement  égaux  à  i 
et  —  I,  les  équations  (92)  et  (93)  pourront  être  résolues, 
la  première,  lorsque  c  sera  égal  à  i5  ou  10,  la  seconde, 
lorsque  c  sera  égal  à   i5  ou  5. 

On  peut  encore  trouver  autrement  des  équations  de 
la  forme  (93)  ou  (93)    dont  la  résolution  en  nombres 


(*)  Il  y  en  ■  d'autres,  comme  je  lo  forai  voir  daus  u 
niait  je  n'ai  pan  loulu  m'en  serrir  ici,  parce  qu'elle*  n'< 
tennes  par  la  méthoile  des  identités. 


^laiiizodbvGoogle 


(497) 
entiers  soi t  possible.  Soient  Z,X,,   ¥,,  U,,  V,  des  po- 
lynômes donnes,  le  premier  par  la  formule  (aS)  elles 
autres  par  les/ormules  (39). 

Faisons  u-^o  dans  tons  ces  polynômes,  résolvons  par 
rapport  à  r  et  2  les  équations  U,  =x  o,  V,  =  o  et  substi- 
tuons dans  X,,  Y,,  Z  pour  r  ei  z  leurs  valeurs.  Alors,  sî 
l'on  remplace  dans  Tcquation  (a8)Ui  et  V,  par  zéro  et 
X,,  Y,,  Zpar  leurs  expressions,  ou  combe  sur  l'identité 
numérique 

c'est-à-dire  que  l'équation 

i35X'~4T'  =  Z' 
admet  la  solution  (3,  7,  1 1  )- 

On  prouve  d'une  manière  toute  semblable  que  l'équa- 
tion 

X'  — Y'=84Z' 

admet  la  solution  (3i,  17,  10).  On  arrive  d'ailleurs  k 
cette  dernière  solution  en  faisant  x  et  ^  respectivement 
éga'iz  à  a  et  I  dans  ri(Ientité(73). 

Vil.    —  Réscué  et  COHCLQSIOIII. 

27.  Lorsque  dans  l'équation  aX.'^ ■+■  bY"  =  cX'  on 
suppose  m  supérieur  à  a,  on  peut  considérer  quatre  cas 
prî  Dcipaux  suivant  que  met  n  sont  respectivement  égaux 
à  3  et  2,  tous  deux  égaux  à  3,  m  et  n  respectivement 
égaux  à  4  et  a,  m  égal  ou  supérieur  à  4  et  n  supérieur 
à  a. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation,  comme  on  l'a  vu,  a 
toujours  une  infinité  de  soluiions. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  cas,  l'équation  peut 
être  impossible  ou  bien  avoir  une  infinité  de  solutions; 
encore  ce  dernier  point  n'a  pas  été  jusqu'ici  rigoureu- 
sement établi,  car,  pour  qu'il  en  fût  ainsi,  il  faudrait 
AnM.deMtuAi«tac.,t'iiTie,t.XylU.  (Vovi^mbre  iHjs.)      33 
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avoir  démoatré  que,  par  t'emploi  des  formules  qui  per- 
inetient  de  dédoire  une  solution  d'une  autre,  on  ne 
retombe  jamais  sur  l'une   des   solutions  précédeniex. 

Soil  d'abord  considérée  l'ëquatîon  a\' -{- bY' =  cZ/ . 
Si  l'on  a  trouvé  plusieurs  solutions  initiales  en  faisant 
usage  de  certaines  identités  suivant  la  méthode  que  nous 
avons  indiquée,  on  déduira  du  chacune  des  solutions 
obtenues  une  înGniti  d'autres  solutions,  à  l'aide  des  for- 
mules (48)  et  (49)  quand  a  et  &  seront  égaux  à  i,  et  en 
employaut  le  système  unique  des  formules  (5o)  dans  le 
cas  général.  D'ailleurs,  toutes  les  fois  que  l'on  aura  ob- 
tenu deux  solutions  nouvelles,  pourvu  qu'elles  ne  soient 
pas  deux  solutions  consécoUves  données  par  les  for- 
mules (48}  ou  (5o),  on  aura  une  solution  nouvelle  par 
l'emploi  des  formules  (5i).  Mais,  en  procédant  comme 
on  vient  de  le  dire,  on  ne  pourra  pas  affirmer  cependant 
que  l'on  a  obtenu  la  solution  complète,  mC me  en  prenant 
une  équation  numérique  particulière;  car,  pour  être  as- 
suré qu'il  en  est  aiusi,  il  faudrait  avoir  démontré  que, 
dans  l'exemple  que  l'on  a  choisi,  le  nombre  des  solu- 
tions initiales  est  fini  et  qu'on  les  a  obtenues  toutes. 

Soil  maintenant  à  résoudre  l'équation 
ffX'-i-6ï'=cZ'. 

Après  avoir  obtenu  i  l'aide  d'identités  une  on  plusieurs 
solutions  initiales,  on  en  obtient  une  inBnité  d'autres,  à 
l'aide  des  formules  (l>4)  et  (67)  lorsque,  c  étant  égal  i  1 , 
l'un  des  nombres  a  oa  b  est  aussi  éj;al  à  i,  et  en  em- 
ployant, dans  le  cas  général,  le  système  unique  des  for- 
mules (67}. 

Comme  je  l'ai  déjà  dit  dans  le  n'  35,  on  peut, 
dans  le  cas  général,  trouver  un  deuxième  système  de 
formules  de  telle  sorte  que,  dans  ce  cas  comme  dans  le 
cas  particulier,  d'une  solution  connue  on  peut  diklnïre 
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deuTE  solutions  nouvelles.  Ce  n'est  pa»  tout,  dans  les 
Comptes  rendus  du  y  avril  1879,  j'ai  donné  le  mojeti 
d'avoir  des  formules  qui  permeitent  d'obtenir  quatre 
solutions  nouvelles  quand  on  en  connaît  deux.  Mais  en 
employant  la  méthode,  même  ainsi  coinplétée,  on  n'est 
pas  sAr  encore  d'avoir  toutes  les  solutions  de  l'équation, 
et  cela  pour  les  mâmes  raisons  que  dans  le  cas  de  l'équa- 
tion cubique. 

Nons  arrivons  maintenant  au  quatrième  cas.  Alors  le 
nombre  des  solutions  peut  être  égal  à  o,  t  ou  a;  mais 
jusqu'à  présent  on  ignore  si,  même  dans  les  cas  les  plus 
simples,  c'est-à-dire  pour  les  équations  (9^}  et  (94),  '^ 
nombre  des  solutions  peut  être  égal  ou  supérieur  à  3. 
J'ai  donné,  il  est  vrai,  dans  le  cas  de  l'équation  {j6),  la 
condition  nécessaire  et  sufCsanie  pour  que  cette  équa- 
tion puisse  avoir  trois  solutions;  mais  je  n'ai  pu  en  faire 
l'application  qu'a  l'équalion  cubique. 

28.  Le  travail  que  je  termine  ici  ne  sera  pas  inutile 
s'il  montre  bien,  comme  je  l'espère,  de  quelle  impor- 
tance sont  la  reclierclie  des  identités  et  surtout  la  déter- 
mination des  solutions  initiales,  dont  on  ue  parait  pas 
s'être occupéjnsqu'ici  (*).  On  aura  remarqué  aussi  toute 
la  difficulté  que  présente  la  question  de  trouver  la  solu- 
tion complète  des  équations  dans  le  cas  où  elles  ont  une 
infinité  de  solutions.  Il  n'est  donc  pas  étonnant  que  jus- 
qu'ici aucuu  géomètre  n'ait  pu  démontrer  en  toute 
rigueur  que,  dans  le  cas  auquel  nous  venons  de  faire 
allusion,  il  avaitia  solution  complète  même  d'une  équa- 
tion numérique  particulière. 

(*)  D'aprè»  une  Note  de  H.  Lacii>(  Moureilei  AnaaUt,  DorembrA  1878) 
il  faudrait  faire  exception  pour  M.  STlrealer;  intii  juaqu'jci  i'illuilr* 
(«onMre  n'a  rien  publié  de  k*  nchercbei. 
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BRVELOPPHiRIfTS  SUR  QUBLQUKS  THtORtHS 
DARITIMfiTIQIH; 

Pak    h.    s.    REALIS. 


TaÉokÈHE  I.  —  7*011*  nombre  N,  premier  et  de  la 
forme  4p  +  i,  est  la  somme  de  deuxcarrés  entiers. 

Scolie  1.  —  Faisaot 

r:=(7-<*)'  +  (7-p)'-7', 

et  assignant  à  a,  p,  7  des  valeurs  entières  convenibles, 
le  nombre  N  peut  toujours  être  représenté  par  l'expres- 
sion x*+j'',  préalablement  débarrassée  de  tout  facteur 
carré  commun  à  x*  ex  y*. 

Ce  complément  remarquable  du  théorime  énoncé  est 
une  conséquence  de  la  résolution  générale,  en  nombres 
entieis,  de  l'équation  indéterminée 

dont  il  est  question  dans  le  scolie  II. 
Exemples  .- 

«  =  3,     pr=4,    7^1;    N=:5; 

(9+,6-,)'+(4+9-i)'=i2'(2»-+-i')=.>'.5; 

«  =  5,     pr:=6,     y  —  i;     N:=l3; 

(a5-(-36—  i)'4-(i6  +  a5  — i)>  =  ao'(3'  +  a'}  =  2oM3; 

a  =  a,     p^5,     7=— 3;     N=i7; 

(4  +  aS  —  i>)'-f-  {i5  4-64  —  9)'=  ao'  (i'+4')  =  ioM;i 
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(Soi  ) 
,  =  .0,      p  =  ,,     7  =  3;      îi  =  2tn 
(loo  -(-  49  -  9)'+  (49  + 16  —  9)' 

=  28'(5'  +  2')  =  28'.39; 

«=i2,     p  =  7,    7  =  5;    H=^37; 

;.44+49-»5)'+(49  +  4~a5)' 

=  28'(6'  +  i')  =  28'.37; 


Remarques.  —  1  "  Meuant  les  valeurs  de  x  et  j  aoui  la 

^  =  «'+f>'-{-7)%      ■ 
J'=(7--)'+[7-P}'-(-ï)'. 

et  prenant  la  somme  algébrique  des  racines  des  six  car< 
t^s  qui  figurent  dans  ces  expressions,  on  reconnaît  que 
cette  somme  est  ^gale  k  zéro.  Cette  particularité  cu- 
rieuse, et  digne  d'être  signalée,  peut  être  rapprochée  de 
certaines  propriétés  analogues,  relatives  aux  quatre 
carrés  qui  concourent  à  la  formation  d'un  nombre  en- 
tier quelconque,  et  pour  lesquelles  nous  renvoyons  k  un 
article  inséré  aux  Nouvelles  annales,  a*  séi-ie,  t.  XII, 
p.  aia. 

a"  La  décomposition  qui  vient  d'être  indiquée  n'est 
pas  une  propriété  exclusive  des  nombres  premiers;  d'a- 
près le  scolie  U  qui  va  suivre,  elle  a  lieu,  d'une  manière 
géoérale,  pour  tout  nombre  N  qui  est  ta  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux  ;  c'est-à-dire  qu'elle  a  lien 
pour  toat  nombre  impair  donl  aaciin  diviseur  n'est  de 
la  forme  4/>  —  ii  ^i  pour  son  double.  Mais,  le  cas  des 
nombres  premiers  étant  le  plus  intéressante  considérer, 
il  nous  a  paru  opportun  de  l'énoncer  d'abord  à  part,  en 
le  raïucbant  à  l'un  des  plus  importants  ibéorèmes  de 
Fermât, 
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Exemptas  : 

.  =  3,      p=l,      ,  =  l;      N  =  lo; 

(9  +  i-.]'+(4  +  o-i)'=3'(3-+i')  =  3Mo, 

a=8,     p=7,    7  =  1;     H  =  35; 

(64  +  49  — i)"+ (49 +  36-1)'=  î8'(4'+3')  =  i8'.i5> 

a  =  5,      p— 3,     7  =  2;      K  =  26: 

(i5  +  9  -  4)'+  (9  +  ,  -  4]'=  6-(5-+  !■)  =6'.  j6; 

«  =  4.     P  =  3.     7=-.i     r(  =  34; 

(i6  +  9-i)'+(a5-i-i6-i|i  =  8'(3'+5')  =  8'.34; 

a  =  4,     p=I,    7  — —  3;     H^5o; 
(,6  +  ,-9)'+(49  +  ,6-9)'  =  8'(i-  +  ,>)  =  8'.5o; 

oir^o,    P^=Qt    7  =  7;    H  =  65; 
(o  +  8l-49)'  +  (49  +  4-49)'=4'(8'+i')  =  4'.65; 

Ajoutons,  comme  renseignement  sur  lequel  noas 
n^insisterons  pas  ici,  qne,  une  fois  la  décomposition  en 
deux  carrés  elTectuée  pour  un  nombre  donné,  la  dëtermî- 
natiou  des  entiers  a,  j3,  y  et,  par  suite,  du  facteur  com- 
mun à  X*  et^*,  s'en  déduit  par  un  procédé  direct. 

Scolie  II.  —  On  a,  par  identité, 

l"'  +  P'-  ï')'+  [(y  -«)•+  (7  -  P)"-  7*? 

=  [-'+(«- 7)'- («-m"  +  [P'-^(P-7)'-(P—)?- 

Cette  formule  est  susceptible  d'applications  impor- 
tantes. D'abord,  elle  peut  être  souvent  utile,  lorsqu'il 
s'agit  de  constater  qu'un  nombre  impair,  qui  se  pré- 
sente sous  la  forme  indiquée  au  premier  membi'e  (dé- 
gagée de  ses  facteurs  carrés),  admet  des  diviseurs.  On 
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sait,  en  efff't,  qu'un  tel  nombre  ne  saurait  6tre  premier, 
s'il  est  décomposable  de  plus  d'une  manière  endeuxcar- 

Par  exemple,  pour  a  =  35,  ^  =  94i  7  = —  ^S,    les 
deux  membres  de  la  formule  sont,  respecLÏvemetit, 

(  1  aaS  -I-  576  —  625  )'  -1-  (  36oo  -i-'i^oi—G-^Sy 

=  i68'{7'-i-32')  =  i68'.i033. 
(1 335  +  3600 —  iai)'-(- (576-1-2401  —  121)' 

=  i68'[28=-(- 17')  =  i68'.io73, 

et,  comme  ils  présentent  deux  décompositions  diffé- 
rentes, on  en  conclut  que  le  nombre  lo^S  n'est  pas  pre- 
mier. Cepeadant,  si  l'on  avait  pris  a=  14,  ^  =  39, 
•(■=  —  33,  la  même  formule  n'aurait  donné  que  le  ré- 
sultat 

i56'(7't-33>)  =  i56M073, 

ce  qui  ne  nous  apprend  rien  sur  la  natui'e  du  nombre 
1073,  en  tant  que  premier  ou  composé. 
Pour 

a=|,      p=3"»+'-|-2"*',      7  =  2'"+' —  I, 

il  vient,  après  suppression  des  facteurs  communs,  l'éga- 
lité 

PL  l'on  en  déduit  que  le  nombre  a*""*"'-!-  i, où  m  est  un 
entier  plus  grand  que  eéro,  n'est  jamais  premier.  En  effet, 
ce  nombre  (à  part  qu'il  est  évidemment  divisible  par  5) 
est  égal  au  produit 

(2»*'-f-2-+'-f-  i)(2»+'  — a-*'4-i), 
ainsi  que  la  remarque  en  a  été  faite  dans  la  Nouvelle 
Correspondance  malhématiqne  (t.  IV,  p.  86  et  98). 
Complétons  ce  résulut,  en  inscrivant  l'égalité  évidente 
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par  laiiuellc  rliaque  facteur  du  produit  considéré  se  ré- 
duit à  une  somme  de  deux  carrés,  ainsi  que  cela  doit 
être. 

Mais  ce  qui  rend  l'identité  ci-dessus  surtout  impor- 
tante, c'est  qu'elle  résout  complètement,  et  en  em- 
ployant trois  seules  variables,  l'équation  indéterminée 

traitée  jadis  par  Le  Besgue  à  l'aide  de  principes  entière- 
ment différents  (voir  les  Nouvelles  Annales,  i"  série, 
t.  VII,  p.  37;  voir  aussi,  pour  la  solution  usuelle,  le 
Bulletin  de  Bibliographie,  etc.,  de  Terquem,  t.  III, 
p.  86).  FvousDous  bortioas  ici  à  énoncer  celte  proprié [é, 
que  l'on  peut  démontrer  en  toute  rigueur,  et  dont  la 
proposition  qui  fait  l'objet  du  scolie  I  est  une  consé- 
quence directe.  On  verra  plus  bas,  dans  les  observations 
qui  suivent  le  tbéorème  III,  que  l'identité  considérée, 
et  l'équation  qu'elle  sert  à  résoudre,  sont  des  cas  parti- 
culiers de  relations  plus  générales. 

TBËonÈif E II.  —  Tout  nombre  N  appartenant  à  l'une 
des  formes 

4/*  -4-  1 ,  4/»  -+-  2,  8/;  +  3, 

et  n'ayant  pas  de  facteurs  carrés,  est  la  somme  de 
trois  canes  premiers  entre  eux, 

Scolie.  —  Faisant 
^=  «•  +  (!•+,■-<'-■■, 

j=iJ-«)'  +  (J-p)-  +  {J- 7)' -|J- .)•-!■, 
'  =  l-~»l'+>-?)'-i-('-7)'- (•-')■-■'. 
et  déterminant  convenablement  tes  entiers  a,  ^,  7,  d,  C) 
le  nombre  N  peut  toujours  être  représenté  par  l'expres- 
sion x'  -1-^'  ■+-  z',  préalablement  débarrassée  des  fac- 
teurs communs  à  ;<:'*,  j',  z'. 
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Ce  complément  du  théorème  cité  résulte  de  la  résolu- 
tîoa  générale,  que  nous  allons  exposer,  d'une  équation 
indéterminée  à  six  inconnues. 

Il  est  bien  entendu  que  l'an  des  trois  carrés  considé- 
rés peut  être  nécessairement  nul,  ainsi  que  cela  a  lieu, 
par  exemple,  pour  les  nombres  5,  lo,  i3,  Sy. 
Exemples  : 
«  =  3,     p  =  i,     y  =  4,     *=i,     .=  i;     N=6; 
{g_H.,  +  i6_  ,._  ,}.^[4  +  o  +  9_o-i)' 

+  [4-t-0'+-9  — o—  i)'=  ia'[a'+  i'+  i')  =  I2'.6; 
n^Z,     (9  =  4.     t  —  Q,     ^  — a,     »  =  3;     N  =  io; 
[g  +  ,6  M-  36-  4  —  9]»+  (1  +  4  + 16  —  1  —  4)' 

+  (o-h  1+9 —  I  —  9)'^l6'[3'-t-  i'+  o)  ::=:  iG'.io; 
«  =  0,     P~2,     7  =  1,     3  =  1,     «  =  ii     N  =  ii; 

(  o -4- 4 -.-.-,-,)'+(,  +  .+ O  -  O  -  I  )» 

+  (l-l-  I  +  O  —  O —  l)'r=3'+l'+  l'=ll; 
«  =  o,     p=5.     7  =  3.     a^i,     .  =  3;     N  =  i3i 
(o-+-25  +  9-i-9)'-H[.^.i6  +  4-4_i)' 

+  (9  +  4  +  0  — 4  — 9)'  =  8'[3'-i-2'  +  o)  =  8'.i3î 
«  =  6,     p  =  i,     7  =  2,      S  =  i,     .  =  2;      N  =  i4; 

(36+.  +  4-'-4)'+(^5  +  oM-.-,-,)' 

-i-(i6^-n-o  — I  — 4)'=ia'[3'+a'-i-i')  =  ia',i4j 

Remarque.  —  Plus  généralement  :  tout  nombre  N, 
qui  est  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut  être  re- 
présenté, en  fonction  des  entiers  a,  |3,  y,  i,  £,  par  l'ex- 
pression ci-dessus,  dont  les  termes  ont  été  préalablement 
dégagés  de  (ont  facteur  commun,  étranger  à  la  compo- 
sition de  N. 

Cette  proposition  remarquable  est  une  conséquence 
de  l'identité 
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dans  laquellit  x,  y^  z  sont  tels  qu'il  a  été  dît,  et  /,  u,  c 
sont  exprimés  par 

,  =  •■+(.-*).+  (. -.!.-(■- PI'- (.-,;-, 

"  =  P'+(P-»i'+ (?"•!■-(? -")•-(?-»)'. 
.=,'+(y~jj>+(7-,;>-(,-»)--l,-p)". 

Oii  peut  dtimontrer  rigoureusement,  en  effet,  que 
eeltc  identité  renferme  toutes  les  solutions  entières  de 
l'^uation  indéterminée  qu'elle  établît  enti^  les  va- 
rialiles  f,  u,  v,  X,  jr,  z. 

TutoBÈMB  III.  —  Tout  nombre  entier  est  la  lomme 
lie  qitalre  carrés  entiers  (ou  d'un  moindre  nombre). 

Scotie.  —  Toutes  les  solutions  entières,  distinctes,  de 
l'équation  indéterminée  à  liuit  inconnues 

."î  +  ^j  +  ^j  -*-  *i  =  «; + "3  -t-  «î  +  «î. 

s'obtiennent  au  moyen  des  formules 

j^i= «;  -t-  "î  +  «;  +  «î  —  Pî  —  p;  —  Pi, 

«.  =  /?,-. ,)■+(?,-.,)•+ (?,-.,)■  + (.8,-. ,)■    , 

-(P.-p.i'-»-p.)'-p;. 
:r.=(?.-..)'+(p.-«.)"+(P.-».l'+(P.--.l' 
-(p.-p.)'-(f.-p.)'-p:. 

.r,=  !p.-.,|'+iP.--.l'H->P,-..)'+(P.-.,l' 

-(.3.-p.)'-(p.-p.)'-p;, 

»,  =  .;  + («,-p,).+  (a,-|!,)'+i.,- p.). 

-(«,-„)■-(.,-.,).-(>,-„)■, 
».=.;  +  (.,-?,)■+(.,-?,;■+ (a,- p.). 

«,=.;  4-  (.._  f,).+  (.,_  p.).  H-  (..-  p.). 

-(..-a,l--(.,-..)._(.,-a.)., 

,  H.— «;+[»,— p,)'-(-  («,— p, )'+{».— p,i' 
-(..-.,  )'-{..-.,)'-(.,~..r. 
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en  y  attribuaut  aux  variables  ai,,  p^  des  valeurs  conve- 
nables, et  en  supprimant   les   facteurs  communs  aux 
valeurs  des  x  et'des  u. 

Celte  proposition  comprend  les  énoncés  relatifs  aux 
équations  mentionnées  dans  les  scolies  précédents,  et 
n'est  elle-même  qu'un  cas  parlïculîer  d'une  proposition 
plus  générale.  Combinée  avec  le  tbéorème  lU,  elle  en- 
traîne ce  corollaire  que,  lesx  étant  de  U  forme  indiquée, 
tout  nombre  entier  N  peut  être  représeolé  par  l'expres- 
aiou  x',-hx\-i-xl-{-x\,  préalablement  débarrassée  dcn 
facteurs  carrés  communs  à  ses  quatre  termes,  et  étran- 
gers à  la  composition  de  N. 

Les  formules  proposées  vérifient  l'équation  ci-dessus 
par  identité  :  sur  cela  il  ne  peut  y  avoir  de  doute  ;  elles 
donnent  donc  une  infinité  de  solutions  entières.  Ce 
que  nous  n'avons  pas  encore  démontré,  c'est  que  tous 
les  cas  particuliers  sout  compris  dans  l'identité  en  qui^s- 
tion.  Mais  les  preuves  n  l'appui  de  la  généralité  absolue 
de  notre  solution,  et  les  moyens  de  résoudre  la  question 
inverse,  c'est-à-dire  de  déterminer  les  a  et  les  p  d'après 
les  valeurs  des  x  et  des  u  supposées  connues,  ne  seront 
pas  développés  ici.  Ces  explications,  rattachées  à  des 
questions  plus  générales,  feront  partie  d'un  travail  spé- 
cial, où  nous  nous  réservons  d'exposer  quelques  consi- 
dérations nouvelles  sur  la  résolution  des  équations  indé- 
terminées. 

Note.  —  On  voit  assez,  par  ce  qui  précède,  quelles 
sont  les  formules  qui  vérifient  par  identité  l'équation 
indéterminée  à  3/»  inconnues 


et  comment  elles  se  prêtent  à  préciser  la  forme  des  m 
carrés  dans  lesquels  un  nombre  donné  peut  être  déconi- 
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posé.  Mai»  les  décompositions  des  entiers  en  deux,  trois 
et  quatre  carrés,  étant  celles  dont  on  a  le  plus  souvent  à 
s'occuper,  et  les  nouvelles  formules  offrant  surtout  de 
l'intérêt  par  leur  ■ssociation  avec  les  théorèmes  con- 
cernant la  transformation  des  formes  linéaires  en  formes 
quadratiques,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  sur  la 
généralisation  facile  dont  nous  parlons. 

Il  y  a  cepeadant  un  cas  particulier  qui  a  une  impor- 
tance propre,  el  que  nous  ne  devons  pas  omettre  de 
signaler  :  c'est  celui  qui  se  rapporte  aux  nombres  de  la 
forme  X"4-  «Y*. 

L'identité 


où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

'r~«'  +  «P'— "Y". 

«  =  ,.+  i(a-v)=-«(a-P)'. 

est  un  cas  particulier  de  la  relation  générale  dont  on  a 
fait  mention.  Elle  renferme  la  lolaliié  des  solutions 
entières  de  l'équation  indéterminée  qu'elle  établit  entre 
les  variables  u,v,x,j^  et  l'on  en  peut  déduire  des  consé- 
quences importantes  pnur  l'analjse  numérique. 

Cette  identité  s'emploie  avec  avantage,  entre  autres 
applications,  pour  mettre  en  évidence  que  certaiDS 
nombres,  qui  se  présentent  sous  ta  forme  de  son  premier 
membre,  sont  susceptibles  d'élre  mis  d'une  manière 
différente  sous  la  même  forme,  et  par  conséquent  ne  sont 
pas  premiers.  Aucun  nombre  premier,  en  eiTet,  ne  sau- 
rait ètrecompris  plus  d'une  fois  dans  la  forme  X'+  "V, 
si  II  est  positif. 
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Prenant,  par  exemple,  dans  le  cas  de  n  =:  3, 
a^î.a"^',     p=:3.2*"-'  —  I,     7=:a'*'— a"— I, 

on  arrive,  après  suppression  des  facteurs  communs,  au 
résultat 

(=--.]'-k3(>-)'=  (:.>-  +  .)■+ 3(^—1., 

et  il  s'ensuit  que  le  nombre  a""-+-  a*"-+- 1,  où  m  est  un 
entier  positif,  n'est  jamais  premier.  On  a  efiêclivement 

•  a'"  +  a" -H  I  ^=  ( 2*" H-  a"'+i)(2'"—  2"+  i) 

=  [(»—+. ).  +  3(2")'][(a—-.)'+3(^—)'], 

à  quoi  l'on  peut  ajouter  que  ce  nombre  est  toujours  di- 
visible par  3. 


KOTE  SIR  LA  8ERIK 


»       3       45      6 
P*K  H.  UOnitET. 


I.  On  sait  que  cette  série,  que  nous  pouvons  mettre 
sous  la  forme 

w(-î)*(5-î)*(5-b)-(^b)+- 

en  considérant  chaque  binôme  entre  parentbèses  comme 
un  seul  terme,  est  convergente,  et  qu'elle  a  pour  limite 
le  logaritbme  népérien  du  nombre  a. 

n.  Cela  étant,  nous  allons  démontrer  qne  la  série 

i3)(-^ï)-H-5)*G-^-i^K. 
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qu'on  déduit  delà  série  (i)  en  faisaoïsuivre  son  premier 
ternie  positif  de  ses  deux  premiers  termes  négatifs,  puis 
son  second  terme  positif  de  ses  troisième    et  quatrième 
termes  négatifs,  eic,  est  aussi  convergente,  et  qu'elle  a 

pour  limite  -  loga. 

En  réduisant  à  un  seul  les  deux  premiers  termes  de 
chaque  trinôme  entre  pari^nthèses,  la  série  (3}  prend  la 
forme 

14)(j-MB-s)-(^-ï^-(li-i)-- 

et,  comme  chacun  des  termes  de  celle  série  est  la  moitié 
du  teroie  de  même  rang  dans  la  série  (2)  qui  est  con- 
vergente et  a  pour  limite  )og3(I),  il  en  résulte  que  la 
série  (4).  et  par  suite  la  série  {3J,  eataussi  convergente, 

et  qu'elle  a  pour  limite  —  loga. 

Cet  exemple  est,  je  crois,  le  plus  simple  qu'où  puisse 
donner  de  l'influence  que  peut  avoir  sur  la  valeur  d'une 
série  le  changement  introduit  dans  l'ordre  de  ses 
termes. 

III.  On  sait  que  la  série 

qu'où  déduit  de  la  série  (i)  en  faisant  suivre  ses  deux 
premiers  termes  positifs  de  son  premier  terme  négatif, 
puis  ses  troisième  et  qualriime  termes  positifs  de  son  se- 
cond terme  Q^atif,  etc.,  est  convergente,  et  qu'elle  a  pour 

limite  -  loga.  Voici  comment  on  peut  le  démontrer  au 

moyen  des  séries  (a)  et  (4). 
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On  voit  i  uuaécliatemcnt  que,  dans  la  somme  des  deux 

premiers  termes  de  la  série  (  a)  et  do  premier  terme  de 

la  série  (4}i  les  fractions  -  et se  détruisent,  tandis 

que  les  deux  fractions  égales  à  —  7  donnent  la  fraction 
1  d'où  il  suit  que  cette  somme  devient  le  premier 

terme  de  la  série  (5).  On  voit  de  même  que  ta  somme 
des  troisième  et  quatrième  termes  de  la  série  (3)  et  du 
second  terme  de  la  série  (4)  est  égale  au  deuxième  terme 
delà  série  (3),  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que,  en  généra), 
la  somme  des  an  premiers  termes  de  la  série  {2)  et  des 
n  premiers  termes  de  la  série  (4)  est  égale  à  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  (5).  Or,  quand  n  croit  indé- 
liniment,  les  deui  premières  sommes  convergent  (I  etll), 

vers  les  limites  log  a  et  —  log  a  ;  donc  ta  troisième  somme 

ou  la  série  (5]  converge  en  même  temps  vers 

log|!»+-li^2  on-I(^a. 

IV.  Enfin  la  série 

«^)(-ï)-(î-^s-i)-(rrn-s)+-. 

qu'on  déduit  de  la  série  (i)eDfaisant  suivre  son  premier 
lerme  posiiîf  de  son  premier  terme  négatif,  puis  ses 
deuxième  et  troisième  termes  positifs  de  son  deuxième 
terme  négatif,  puis  ses  quatrième,  cinquième  et  sixième 
termes  positifs  de  son  troisième  terme  négatif,  etc.,  est 
divergente. 

On  sait  1"  que  la  somme  des  n  premiers  nombres  po- 
sitifs égale —R(n  +  ')»  3*  que  la  somme  des  n  premiers 
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(5i.  ) 
nombres  impairs  égaXe  n*.  3>  doue   allons  démontrer 
ce  théorème,  moins  généralement  connu  que  les  deux 
précédents  : 

Si  l'on  partage  la  suite  des  nombres  impairs  i,  3, 
5,  ■ .  ■  en  n  tranches  à  partir  de  la  gauche,  de  sorte 
que  la  première  contienne  un  terme,  ladeuxième  deux, 
la  troisième  trois,  etc.,  la  somme  des  n  termes  de  la 
n'*"'  tranche  égalera  n*. 

En  effet,  (i")  le  nombre  toul  des  termes  des  n  pre- 
mières tranches  égale  -  n(n-f  i],etceluide5tenuesdes 

a  —  I  premières  tranches  égale  -  n(a  —  i)  ;  donc  )a 

somme  des  n  termes  de  la  n'^"'  tranche  égale  (3°)  la 
différence  des  carrés  des  deux  nombres  de  termes  pré- 
cédents ou 

^„.[(„+,)._(,_,).]=^. 

4*  On  sait  que  la  moyenne  arithmétique  -  de  nnombres 
positifs  et  inégaux  entre  eux  excède  leur  moyenne  géo- 
métrique. 7/')  d'oui)  résulte  (5°)  que  la  somme  I  des  in- 
verses de  R  nombres  positifs  et  inégaux  entre  eux  ex- 
cède le  quotient  de  n*  par  s.  Eu  effet,  on  a  (4°) 

Cela  étant,  on  voit  que,  n  désignant  le  nombre  des 
termes  positifs  entre  deux  parenthèses  quelconques  dans 
la  série  (6)^  le  terme  général  de  cette  série  excède 
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(5.3) 
qui  est  le  terme  gén($ral  de  la  série  divergente 
I        r        •        I 

^  +  -  +  g  _|.  g  + . . .  ; 

doDU,  à  plus  forte  raison,  la  série  (6)  est   aussi  direr- 
geole. 

Bemakquk.  —  M.  Laisant,  dans  sa  réponse  (p.  33o)  à 
la  question  (1394)  que  j'ai  proposée,  a  donné  deux  dé- 
monstrations du  théorème (5°),  dont  la  seconde,  qui  m'é- 
tail  inconnue,  est  directe  et  très  rigoureuse,  mais  me 
paraîl  moins  simple  que  la  première. 

NfiTHODE  DIR8CTK  POUR  GALGIILER  Li  SOMME 

IBS  PUISSANCKS  a.  DBS  n  PREMIERS  NÛMRRES  ENTIERS; 

PAK  M.  Gbobobs  DOSTOR. 

Sommes  tles  dix  premières  puissances  des  n  premiers 
nombres  entiers. 

4.  Nous  avons  appliqué  la  méthode  exposée  page  4^9 
À  la  sommation  des  puissances  semblables  des  n  pre- 
miers nombres  entiers,  depuis  la  première  Jusqu'à  la 
dixième  inclusivement.  Nous  avous  trouvé  les  formules 


,.  =  i,.(,H-.)., 


(*)  Kow.  jiaa.,  V  léric,  t.  XVIII,  p.  459. 
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(  5-4) 
.(.  +  il(ï«  +  i)(3-.'+3»-i). 


^'■'=75  "'("  +  ")'("'■■+ 2"-"). 

!.'=j!;  »(»  +  .)  (»»  +  .)(3»'  +  6,'-3.  +  ,), 

In*  =  — n(n  +  i)(2/H-  i)(5/i'+ i5n'+ 5«'—  i5«>  —  n'+9»-3  , 
ï>{nH-i)'(an'-f-6n'  +  M'— arf-t-n'-t-e»  — 3}, 


X(3»'+ia-.'4-8»'-i8«' 


t-Mo'  +  a'''— '5n4-S). 


La  comparaison  de  ces  formules  conduit  à  des  r^suluu 
qui  méritent  d'être  signalés. 

S.  Nous  obtenons  d'abord  les  six  ^alités 

II)  I,.+  î,=i„(,  +  ,)(^  +  a), 

(II)  I»--I,  =  j(„-,)»1»  +  ,), 

Ïj-H-In  =in|»  +  i)(«>+n+2), 


(III) 


,(»_i),(»  +  .)l/.  +  :.), 


2*l'-l-Z«'=  —  A 


.)(«  +  ï)(3«H-.), 


Mous  voyons  par  lei  formates  (I),  (II)  et  (III)  que  : 
1°  La  somme  des  cairés  des  n  premiers  nombres  en 


3,a,l,zt!db.,G00gIf 
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tiers,  ajoutée  à  la  somma  de  ces  n  mêmes  nombres,  est 
égale  au  tiers  du  produit  de  trois  nombres  entiers  con- 
sécutifs, dont  le  premier  est  n. 

a"  La  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  en  - 
tiers,  diminuée  de  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres, 
est  égale  au  tiers  du  produit  de  trois  nombres  entiers 
consécutifs,  dont  le  premier  est  n  —  i . 

3"  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  en- 
tiers, diminuée  de  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres, 
est  égale  au  quart  du  produit  de  quatre  nombres  en- 
tiers consécutifs,  dont  le  premier  est  n  —  i . 

6.  Pfous  Irouvons  ensuite  que 

Ifl*-  ^n=:■^{n  -!)«(«  +  i)(6«»+ 15/.  + 16), 

(IV)       2«"-2«'=-^(/z-,)«(«  +  l)[-  +  2)[»«  +  .!. 

ïn' —  ln'=^[n  —  i)«(n  +  i)(i3«'+i5j|  +  2). 

Nous  concluons  de  l'égalité  (IV]  que  : 

La  somme  des  quatrièmes  puissances  des  n  premiers 
nombres  entiers,  diminuée  de  la  somme  des  carrés  de 
ces  n  mêmes  nombres,  est  égale  au  produit  de  an-t-i 
parle  dixième  du  produit  de  quatre  nombres  entiers 
consécutifs,  dont  le  premier  est  n  —  i . 

7.  Si  nous  divisons  (IV)  par(III],  nous  aurons 

Donc,  Ji  n  est  égal  à  un  multiple  de  5  pliu  a,  la  dif- 
férence entre  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des 
n  premiers  nombres  entiers  et  la  somme  des  carrés  de 
33. 
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(5.6) 
ces  n  mêmes  nombres  est  divisihlo  par  la   difféi'encf^ 
entre  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  eu- 
tiers  et  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres. 

8.  Il  nous  vient  encore 

(V,)  x„.=  [..-^l°-|'"-^''].„., 

,v„,  .„.=  [.,  +  (l^ifiîl].... 

Mais  le  produit  (n  —  i)(n+a)  est  toujours  divisible 
par  a;  donc  : 

1°  Si  n  cgafe  un  multiple  fie  5  plus  i  ou  un  mul- 
tiple de  5  plus  3,  la  somme  des  quatrièmes  puissances 
des  n  premiers  nombres  entiers  est  divisible  par  in 
somme  des  carres  de  ces  n  mêmes  nombres. 

a*  Si  n  égale  >in  multiple  de  3  plus  i ,  la  somme  des 
cinquièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers 
est  divisible  par  la  somma  des  cubes  de  ces  n  mêmes 
nombres. 

9.  Comme  on  a 

(VIU)       j.,'-!:»'=5(»-i)»'(»  + !)>(,  + 3], 
on  voit,  au  moyen  de  (III),  que 

Donc,  51  n  est  un  multiple  de  Z  ou  un  multiple  de  3 
moins  i ,  la  dijjérence  entre  la  somme  des  cinquièmes 
puissances  des  n  premiers  nombres  entiers  et  la  somme 
des  cubes  de  ces  n  mêmes  nombres  est  divisible  par  ta 
différence  entre  la  somme  de  ces  cubes  et  la  somm« 
des  n  mêmes  nombres. 
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tO.  Nous  avons 


Or,  si  n  est  an  multiple  <]e  7  plus  1  et  égal  à  7/>  + 1 , 
le  facteur  3n*+6R'  —  3n  +  i  lera  divisible  par 7,  car 
le  reste  de  la  division  de 

3(,f +i)'  +  6(„  +  i)'-3(„  +  ,)+, 

par  7  est  le  roème  que  celui  que  l'on  obtient  eu  divisant 
par  7  la  somme 

3  +  6— 3  +  f  =7 
des  restes.  Donc  : 

Si  n  est  un  multiple  de  7  plus  i,  la  somme  des 
sixièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers  est 
divisible  par  la  somme  des  carrés  de  ces  n  mêmes 
nombres. 


i  1 .  Puisqu. 


)'(3n'+6«'— n'+4n  +  a 


'     "=4 

il  vient 

ïn'  =  -2n'(62/('— 42"  +  i). 

Mais,  si  n  est  un  multiple  de  3  plus  1,4^"  —  '   '^''^ 
divisible  par  3.  Donc  : 

Si  n  est  un  multiple  de  3  plus  1 ,  la  somme  des  sep- 
tièmes puissances  des  n  premiers  nombres  entiers  est 
divisible  par  la  somme  des  cubes  de  ces  n  mêmes 
nombres. 

12.  D'autres  relations  plus  ou  moins  simples  peuvent 
se  déduire  de  nos  formules. 
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IVoua  citerons  encore  la  suivante, 

(X)  2[2«')'=:2/.*-f-I«' 

qui  ne  manque  pas  d'intérêt. 


CALCUL   ru  DKTBRHINABIT; 

P*K  M.  H.  LEHONNIEB. 


Calcul  du  déterniinaot 


Premier  procédé  : 


n  —  t  1 


zn      ~n       o 


....        0 
....        o 


bvGoogIf 


|5'9) 


t      an     — n     o  o 

l'ordre  des  déterminants  s'abaissaiiL  d'une  unité. 
Le  premier  de  ces  derniers  déterminants  est 


l'ordre  devenant  n  - 


^lailizodbvGoOglc 


(5.0) 


l'ordre  devenant  n  —  3. 


—  I       a       —  I 


déterminant  d'ordre  n  —  4- 


o        o      .... 

...   -1    i5 

r=  n'-' 

0        o      

..     J    -9 

0        o      .... 

...  —I     t 

- 1     a      - 1 

..      o       1 

2       —  1       o 

..      o        I 

d'ordre  n  —  5 . 

-,           o 

=:«■-' 

,    "("-.) 

(_,).-»...* 

(-.)- 
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par  conséqueni, 

H^/7— (-1)"" 


Il  se  présente  là  deux  suites  de  nombres  qui  soal 

o,     r,     3.1 -(-1^3,     3.3  +  0^=6, 
2.6  — a  =  io,     2.10  — 5=i5,     2. i5  — 9^=31,   ...; 
[_,),+, =o,     (-i]34-i=— 2,     {— i)6+i=-5, 

ceux  de  la  première  et  de  la  deuxième  ligne  ont  pour 


ceux  de  la  troisième  et  de  la  quatrième  ligne  — 
et  l'on  a  bien 


Deuxième  procédé  plus  simple 


2  i 

3  . 
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2—1         O 


...    —I     a     o 

-I         2—10 
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=  "Jî±ll^,_,,"-^. 

On  trouve  de  même  que 

I  p  +  i      ...         p  +  n      I 
I  P-^'i      ■••     /•  +  »—!   I 

"  p+  I      ...     p  +  n  —  i 


=[..."^] 


=[..«-^] 
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(M) 


=  [. 


Le  déterminaDt  est  nul  seulemen  t  au  cas  de  p  = 1 

alors  que  la  somme  des  rermes  dans  une  ligue  ou  nne 
colonne  est  nulle. 

La  valeur  pour  p  = —  i  est  à  remarquer. 

Si  l'on  muliiplïe  tous  les  éléments  parf ,  ledétenni- 
naut  est  multiplié  par  f":  qu'on  change  ensuite pf  en/), 
on  obtient 


h  3? 


PDBLICATIONS  RfiCBNTES. 


Teoricii  e  pbatic*  dri  locabitmi  di  addizione  edi 
soitrazioiie,  di  Zeccliiiii  Leonelli;  csposta  con  tavolc 
calcolate  a  sette  décimal!,  dall'ingegnere  Pîetro  Cami- 
nati.  Prof,  titolare  di  Matemalîca  nel  R.  Istituto  teciiico 
di  Sondrio. 

Estrattodal  Periodico  la  Bivisia  lîi  Matemalica  eîe- 
mentare;  série  II,  volume  I. 

iVovara,  tipogralia  délia  Rivisia  di  contabililà(i879'' 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PRIPOSÉKS  DANS  LES  NtUYELLBS  MNALE8. 


Question  1323 
Pi»  M.  LIOHMET. 

Donner  toutes  les  solutions  tlu  problème  suivant 
Disposer  également  les  neuf  premiers  nombres  i 
3, ...  ,9  sur  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral, 

l'inilique  celle  Jigiire  ,'  '.    ,  de  façon  que   les  trois 

sommes  des  quatre  nombres  placés  sur  chaque  côté 
soient  égales  entre  elles,  ainsi  que  les  trois  sommes  de 
leurs  carrés.  (F.  Proth.) 

En  désignant  par  s,  la  somme  des  trois  nombres 
X,  r,  z  placés  aux  sommets  du  triaugle,  par  f  «  la  somme 
de  leurs  carrés,  par  S,  la  somme  des  nombres  1,  a, 
3, . . . ,  g,  par  Si  celle  de  leurs  carrés,  par  ci  la  somme 
des  quatre  nombres  placés  sur  cbaque  càté  du  triangle 
et  par  Cj  celle  de  leurs  carrés,  nous  aurons 

S,  =  45,     S,=  285,     3c,  =  45  +  s„    3c,=  385  -t-  »„ 

d'où  l'oQ  coDclui  que  s,  et  s,  sont  multiples  de  3,  et  que, 
pour  cbaque  système  de  valeurs  de  Xyjr,  z  satisfaisant  à 
ces  deux  coDiHtions,  on  obtiendra  les  valeurs  corres- 
pondantes de  Cl  et  c't  en  augmentant  i5  et  93  respecti- 
vement des  tiers  de  Sf  et  s%.  Cela  étant,  observons  que, 
suivant  qu'un  uombre  est  ou  non  multiple  de  3,  son 
carré  est  de  la  forme  3n  ou  3n  H-  1,  d'où  il  suit  que, 
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pour  que  s^  soit  multiple  de  3,  it  faut  que  x,_/,  z  soient 
multiples  de  3  ou  cliacun  de  la  forme  3n  ±  i. 

Soit  donc  d'abord  j:=:3,^  =  6,  z^cj,  ce  qui  donne 
c,;=  ai  etCi=:i37.  Comme  la  somme  des  carrés  deS 
et  9  excède  i^y,  on  ne  peut  placer  8  quVuireSet  6,  el. 
pour  compléter  U  somme  c,  :=  ai,  il  faut  aussi  placer 4 
ontre  3  et  6;  or  la  somme  des  carrés  des  nombres  6,  8, 
4,  3  égale  laS  <i37}  donc  8  n'a  aucune  position  pos- 
sible entre  deux  des  nombres  3,  6,  9,  et,  par  suite,  il 
faut  exclure  le  cas  où  x,jr,  z  sont  multiples  de  3. 

On  reconnaît  immédiatement  que,  parmi  tous  les 
systèmes  de  trois  des  six  nombres  i,  2,  4i  ^i  7i  ^i 
I,  4)7  et  a,  5,8  sont  les  seuls  pour  lesquelssi  est  multiple 
de  3.  Cela  étant,  on  prouvera  que  le  système  1,  4<  7  ^^ 
inadmissible  en  montrant,  comme  pour  8  dans  le  sys- 
tème 3,  6,  9,  que  9  n'a  aucune  position  possible  entre 
deux  quelconques  des  nombres  i,  4>  7-  Enlîn,  pour  le 
système  a,  5,  8,  on  voit  d'abord  que  9  ne  peut  être  placé 
qu'entre  a  et  3,  puis  que  7  ne  peut  être  placé  qu'entre 
a  et  8.  La  position  des  quatre  autres  chiffres  se  trouve 
ainsi  déterminée  :  4  entre  a  et  5,  3  entre  a  et  8,  puis  1 
et  6  enti^  5  et  8.  On  reconnaît  d'ailleurs  que  c,=  ao  et 
c,=  ia6pour  chacun  des  trois  c6tés  du  triangle. 

Sans  tenir  compte  de  la  condition  que  la  somme  Ci 
soit  constante  pour  chacun  des  trois  cAtés,  on  pourrait 
démontrer,  au  moyen  de  calculs  un  peu  plus  longs,  que 
la  solution  précédente  est  encore  la  seule  possible.  Enfin, 
abstraction  faite,  dans  le  problème  proposé,  de  la  con- 
dition que  la  somme  c,  soit  la  même  pour  chaque  cAlé, 
on  trouve  d'abord  assez  rapidement  que  le  nombre  des 
systèmes  de  trois  chiffres  significatifs,  dont  la  somme  i, 
est  multiple  de  3,  égale  trente,  puis  que,  parmi  ces  der- 
niers, il  faut  en  exclure  vingt  pour  chacun  desquels  la 
différence  c,  —  .ï,  est  exprimée  par  un  chiffre  significatif 
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antre  que  veux  déjà  plac^  aux  soromeLs.  Alors  il  ne  rette 
pins  que  les  dix  systèmes  de  trois  chiffres 

I,  a,  3,     4,  5,  6.     7,  8,  g,     i,  4,  ;,     2,  5,  8, 
3,  6,  9,     3,  5,  7,     I,  5,  9,     2,  3,  7,     3,  7,  8 
qui  puissent  £ti'e  placés  aux  sommets  du  triangle,   les- 
quels donnent  lien  aux  dix-huit  solatîons  comprisesdans 
te  Tableau  suivant  : 


.,  6,  8,  2,  5,  ,,  3,  4,  9, 

.,  5,  9,  a,  4,  8,  3,  6,  ,, 

4,  a,  9,  5,  .,  8,  6,  3,  ;, 

4,  3,  8,  5,  a,  1,  6,  1,  9, 

1.  î,  G,  8,  1,  5,  9.  3,  4, 

7,  3,  5.  8,  a,  4,  9,  .,  6, 

I,  6.  8,  4,  3,  5,  7,  a,  9, 

.,  5,  9,  4,  a,  6,  7,  3,  8, 

a,  6,  7,  5,  3,  4,  8,  I,  9, 

a,  4,  9,  5,   .,  6,  8,  3,  7, 

3,  5,  ,,  6,  a,  4,  9,  ,,  8, 

3,  4,  8,  6,  .,  5,  9,  a,  7, 

3,  4,  8,  5,  a,  6,  ,,  I,  9, 

1,  6,  8,  6,  a,  4,  9,  3,  7, 

a,  6,  8,  3,  4,  5,  7,  1,  9, 

a,  5,  9,  3,  I,  8,  7,  4,  6, 

3,  a,  9,  ,.  .,  5,  8,  4.  6. 

3,  5,  6,  7,  a,  4,  8,  I,  9, 

où  les  lettres  r  et  j,  ï  et  u^ueiw  représentent  successi- 
vement les  groupes  de  deux  chiffres  placés  entre  x  ely, 
jr  et  z,  z  et  X. 

Rkiubqub  I.  —  Les  problèmes  précédents  peuvent 
être  généralisés,  en  remplaçant  dans  leur  énoncé  les 
neuf  chiffres  i,  a,  3, . .  .,9  par  neuf  nombres  quelcon- 
çues  a-h ly  n 4- a, ...,  a +9  en  progression  arithmé- 
tique dont  ia  raison  est  1.  On  voit  facilement  que  tontes 
les  nouvelles  solutions  se  déduisent  des  précédentes  en  y 
remplaçant  chaque  chiffre  c,  dans  la  position  où  il  se 
trouve  placé,  par  le  nombre  (c  •+■  a). 

RxKARiitFE  U.  —  Si,  dans  chacune  des  solutions  de 
ces  problèmes,  on  tenait  compte  des  permutations  qu'on 
peut  faire  subir  aux  trois  nombres  x,  y,  z  placés  aux 
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sommcis  et   aux  deux    nombres  de  chacun    des   trois 
groupes  places  entre  deux  sommets,  onauraiiun  nombre 
de  solutions  quarante-liuit  fois  plus  grand. 

NotB.  —  La  luAme  question  (1323)  n  été  résolue  par  M.  Litsenfon. 
ancien  élère  de  l'Ëcale  Polytechnique  et  par  H.  Moret-BliDC. 


QUESTIONS. 

1338.  Démontrer  que  les  solutions  entières  et  posi- 
tives de  l'équation  x'-t-i  =  a_j'*,  dont  les  deux  premières 
sont  x  =  1  ety=  I ,  x=7  et_j-^5,  se  déduisent  cha- 
cune des  deux  précédentes  en  retranchant  t'avent-der- 
nière  valeur  de  x  ou  dej'  de  six  fois  la  dernière  pour 
obleuir  ta  suivante.  (Lioksbt.) 

1339.  Trouver  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  bi- 
carré, la  somme  des  cariés  de  deux  entiers  consécutifs. 

(LlOHBET.) 

ISW.  Si  n,  £,  c  sont  les  côtés  rangés  par  ordre  de 
grandeurs  décroissantes  d'un  triangle  ABC,  et  S  la  sur- 
face de  ce  triangle  : 

1°  L'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
des  trois  bissectrices  intérieures  ■  pour  expression 
anftcS 

a"  L'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
de  ta  bissectrice  intérieure  issue  du  sommet  A  et  des 
deux  bissectrices  extérieures  issues  des  sommets  B,  C  a 
pour  expression 

aaficS 

(  DosTon-  ) 
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mn  RILATIVE  A  L'APPROXIMATION  BKS  MIÏKNNRS  GEOHE- 
TRIQUES  PAR  DES  StniSS  lE  MOYENNES  AKITSMÉTIQUES 
ET  IB  MIYENNES  BARIINI41IES-, 

Prt  M.  J.-J.-A.  MATHIEU, 


D'inléressants  travaux  de  M.  Alexéeff  (voir  Compte* 
rendus  des  séances  dti  l' jàcadèmie  des  Sciences,  août 
1 879,  p.  4''3}  avaient,  depuis  <juelque  temps  déjà,  attiré 
l'alien lion  sur  une  méthoded'exiraciiof)  (le  la  racine  carréi' 
du  pi-oduit  de  deux  quantités,  qui  résulte  du  calcul  de 
moyennes  arithmétiques  et  de  moyennes  harmoniques 
successives.  M.  Lucas  vise  la  même  niétliode,  qu'il  croit 
d'ailleurs  avoir  été  connue  des  anciens,  eu  proposant  la 
question  13â5,  ainsi  formulée  dans  la  livraison  de  sep- 
tembre 1 879  des  Nouvelles  jénnaîes  de  Mathémaiiques  : 

On  prend  la  mojenne  arilhmôlique  p,  et  la  moyenne 

harmoni'tjue  ç,  de  deux  quantiiès  p  et  q  :  p,  = î, 

q,  =  — ^-^  ;  on  opère  de  même  sur  p,  et  q, ,  puis  sur  /^, 

et  qt,  etaintidesuile,  de  telle  manîèreque  p„^,=  ~ iî, 

Trouver  l'expression  générale  de  p^  en  fonction  dep 
et  q;  montrer  qu'on  a  Pi>Pi>^t>- - .  ]>  v'P9'  *' 
9i<?i<'/»<-    <V^- 

La  dernière  partie  de  cette  question,  c'est-à-dire  ]ts 
principe  sur  lequel  repose  ta  méthode  d'approximation, 

Jna.Jeilalhéinai..i*titie.t.yL\Ul.  (Décembre  iH7g.)        3/) 
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devient  de  vérîtii  «vidpnle  sur  U  figura  bien  simple  qae 
voici. 

Prenons  à  partir  d'un  point  O,  «nt-  un  axe,  les  lon- 
gueurs 0?=/^,  0Q=3i^,  en  suppoMnt  p^f;  sur 
PQ:=/'  —  q,  comme  diamètre,  décrivons  un  cercle,  ei 
menons  les  deux  tangentes  OT  =  0T'=  yfptj-  Lcceutre 
P,  de  ce  cercle  fera  connaître  la  moyenne  arilhm^tiqDe 

p,  =:^ — ?  =  OP,  ;  le  point  Q,  d'intersection  de  IW 

avec  la  corde  des  con tacts  TT'  fera  connaître  la  moyenne 

harmonique^!  = —^^  =  0Q,  ;    enfin,   si  du  point  0 

comme  centre  avec  OT  =  ijpq  comme  rayon,  on  décrit 
un  cercle,  le  point  X  d'intersection  avec  i' axe  donnera 

Le  point  X  étant  nécessairement  compris  entre  P| 
et  Q„  on  aura;»,>  \fpq>  ?,. 

Si  la  même  construction  est  répétée  avec  lespoînuPi 
et  Q,,  le  point  X  ne  changera  pas,  attenda  que 

;.9=:/),j,=  OP.OQ  =  OP,.0<3,  ; 


on  aura  donc  e 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Le  rayon  -  (p^ —  ç .)  du  cercle  qui  renferme  toujours 

le  point  X  suit  une  loi  de  décroîssaniœ  plui  rapide  ipw 
celle  d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  serait 

-)  car  le  diamètre  de  rang  n  est  plus  petit  que  le  rayon 

de  rang  n  —  t ,  d'après  U  figure. 

Quant  aux  formules  qui  expriment  les  quantités /'m- ?• 
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ei-^p^ —  f.},  elles  peuvent  Ëlro  données  sous  unefomie 

concise,  en  se  servant  des  notations  que  je  vais  indiquer. 
Représentons  par  St.  la  somme  des  puissances  de  de- 
gré a'  des  racines  de  l'équation 

et  par  Dfla  différence  de  ces  mêmes  puissances,  de  teilt* 
sorte  que 

ft 

''■■=(^-^*'«)''-('-T^-^r 

Oo  aura,  en  vertu  des  propriétés  des  fonctions  S,,  et  D,., 

S,.-  _  S,—  j— 

'''■"  aS,.-.S,.-. . . .  S,S,        D^.  ''*'' 

P,        Si— 

' ,        ,       \  a   ; 
;i''--»-i=  S..-.S s,s: 

= dT-  =  \  S--.D^-    J  »^»- 

Ces  formules  sont  générales,  pourvu  que  la  valeur  de 
S)*  soil  prise  égale  k  i  lorsque  l'exposant  A  de  3  devient 
négatif  dans  l'indice. 

Ueit.  —  Li  mène  qoenloii  (tSÎS)  ■  AU  niMlo«  pir  U.  H.'J.  KruU. 
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Htiioiie 

L  SEPHÉSENTATION  DES  SUBFICES  ET  LES  PnOIECTIOllS 
DBS   ClBTES    GÉOGnAPBIQVES; 

Pie  m.  a.  TISSOT. 

(.t-TEC)]. 


Talenra  numériques  des  élémenti  qui  permsttBnt  d'apprâoiw  lu 
déiormatiotu  produilu  par  les  divers  modea  ds  projection  daiu 
la  cooitrnctian  daa  Mappamondea. 

Prélimin  aires . 

68.  Parmi  les  angles  qui  ontleur  sommet  en  un  point 
quelconque  ciu  globe,  et  leurs  côtés  tangents  à  sa  sur- 
face, celui  que  la  représentation  altère  le  plus  se  trouve 
remplacé  sur  la  carte  par  son  supplément  (n°  là);  ce  ne 
peut  donc  être  l'angle  du  méridien  et  du  parallèle.  Ces 
deux  lignes  ne  sont  pas  non  plus  celles  dont  les  direc- 
tions correspondent  aux  valeurs  extrêmes  du  rap- 
port de  longueurs,  à  moins  que,  sur  la  carte,  elles  ne  se 
trouvent  perpendiculaires  entre  elles  (n"  18),  Ainsi, 
pour  se  rendre  compte  de  la  déformation  produite  autour 
d'un  point  donné,  il  ne  suffit  pas  de  calculer  les  trois  al- 
térations relatives  au  méridien  et  au  parallélede  ce  point; 
mais  il  faut  en  déduire  les  demt-axes  de  l'ellipse  indica- 
trice, qui  ne  sont  autre  chose  que  le  maximum  et  le 
minimum  dn  rapport  de  longueurs  (n°  14),  et  dont  le 
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produit  donne  le  rapport  des  surfaces  (n"  48).  En  divi- 
sant leur  différence  par  leur  somme,  on  obtient  le  sinus 
de  la  plus  grande  altération  qu'éprouvent  les  angles 
Gomplés  à  partir  de  Tune  des  tangentes  principales 
(d"  7);  cn&n,  le  double  de  cette  altération  faitcoanaltre 
la  plus  grande  ahéraiion  d'angle  (n"  12). 

Soient  l  la  latitude  et  m  la  longitude  d'un  point  de  la 
surface  terrestre.  Il  est  permis  de  faire  abstraction  de 
l'aplatissement  dans  ]a  recherche  des  altérations  pro- 
duites autour  de  ce  poinl,  car  cela  revient  à  négliger 
une  très-petite  fraction  de  la  valeur  de  chacune  d'elles; 
on  peut  donc  prendre  respectivement,  pour  longueurs 
des  arcs  înâniraent  petits  de  méridien  et  de  parallèle  qui 
partent  du  point  considéré,  di  et  coalJm.  Le  plus  sou- 
vent, les  longueurs  correspondantes  diï  la  carte  se  dé- 
duiront immédiatement  de  la  définition  du  système  de 
projection  ou  de  quelqu'une  de  ses  propriétés;  en  tout 
cas,  elles  seront  fournies  par  les  formules  du  n'' 20. 
Le  coefficient  de  dl  dans  l'une,  et,  dans  l'autre,  le  pro- 
duit du  coefficient  de  dm  par  sec/  feront  connaître  les 
rapports  de  longueur,  h  et  k,  sur  le  méridien  et  sur  le 
parallèle.  On  calculera  ensuite  l'altération  6  éprouvée 
par  l'angle  de  ces  deux  lignes. 

Dans  l'ellipse  indicatrice,  k  et  k  sont  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  inclinésrunsurl'autrede  S;  ilsera 

donc  facile  de  déterminer  les  demi-axes,  a  et  b,  de  cette 
ellipse,  puis  le  maximum,  ut,  de  l'altération  éprouvée 
par  l'angle  que  fait,  avec  la  direction  de  l'un  d'eux,  une 
autre  direction  variable,  enfin  le  rapport  S  des  éléments- 
superficiels.  Par  exemple,  si  l'on  pose 

ji 
taagï^  ^t      sin37=i  cos6sinïl„ 
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1  pourra  faire  tuag«  dei  formules 


Ed  gênerai,  nous  avons  choisi    l'échelle  de    maDière 
qu'au  centre  de  la  carte  S  soit  égal  i  l'unité. 

Nous  appellerons  autogonales  les  projections  qui  con- 
servent les  angles,  et  aiithaltques  celles  qui  conservent 
le*  aires.  Dans  les  projections  autogonales,  on  a 

e  =  o,     •  =  o,     A=i=a=:b,     S  =  a», 

et,  dans  les  projections  authaliques, 


■■(i-^)' 


lorsque,  dans  ces  dernières,  les   longueurs  sont  aussi 
conservées  le  long  des  paratlèles,  on  a  de  plus 

A  ^  séc9,     X-  ^  I,     langw  ^  —  tangS. 

69.  Les  éléments  qui  figurent  dans  nos  Tableaux  sont 
principalement  au,  a,  h  et  S;  dans  certains  cas  où  les 
trois  derniers  se  trouvent  avoir  des  valeurs  inférieures  i 
l'unité,  nous  donnons  aussi  celles  de  leurs  inverses  a, 
0,  £,  et  quelquefois  celles  de  a [3,  c'eat-à-dire  du  rap- 
port de  a  à  6, Ceséiémentssuffisentloujours pour  l'élude 
de  la  déformation  produite  autour  de  chaque  point, 
mais  non  pour  la  comparaison  des  longueurs  en  des 
points  différents  de  la  carie  :  quand  la  plus  petite  des 
valeurs  de  b  est  égale  à  un,  il  est  naturel  de  considérer 
l'arc  infiniment  petit  auquel  elle  correspond  comme  re- 
produit en  vraie  grandeur,  et   lessivera  mn^rima  de  l'ai- 
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teration  de  Tuniië  de  longueur  comme  représentés  par 
les  T sieurs  de  a —  i  ;  dsns  le  cas  contraire,  pour  que  - 
l'interprétaiionnecesse  pas  d'être  exacte,  il  faut  substituer 
aux  valeurs  de  a  les  quotienU  de  leur  division  par  la 
plus  petite  valeur  de  b  ;  uoe  remarque  analogue  s'appli- 
querait à  la  comparaison  des  éléments  de  surface;  c'est 
pourquoi,  dans  les  Tableaux  relatifs  à  certains  modes  de 
projection,  on  trouvera  descolonnes  iniïtutées  (a)et(S) 
contenant  respectivement  les  rapports  des  valeurs  de  a 
et  de  S  aux  plus  petites  valeurs  quei  et  S  sont  suscep- 
tibles de  prendre  dans  toute  l'étendue  de  la  carte. 

Les  nombres  que  nous  avons  calculés  se  rapportent  en 
général  aux  points  d'intersection  des  parallèles  de  i5 
en  i5  degrés  de  latitude  avec  les  méridiens  de  i5 
en  10  degrés  de  longitude,  le  premier  méridien  étant 
celui  dont  la  projection  sépare  la  carte  en  deux  portions 
symétriques. 

70.  Parmi  les  projections  que  nous  considérerons,  il  y 
en  a  six  dans  lesquelles  les  parallèles  sont  représentées 
par  des  droites  de  même  direction,  les  méridiens  par 
d'autres  droites  perpendiculaires  aux  premières  cl  ayant 
entre  elles  des  distances  proportionnelles  aux  différences 
de  longitude-,  ce  sont  :  la  projection  de  Mercalor,  te  dé- 
veloppement cylindrique,  la  projection  des  cartes  plates 
carrées,  celle  des  cartes  plates  parallélogrammatjques  et 
deux  projections  du  P,  Br.iun.  Les  altérations  y  sont 
indépendantes  des  longitudes,  et,  pour  obtenir  toutes 
celles  qui  se  rapportent  k  la  représentation  du  globe 
entier,  il  suffit  de  faire  varier  les  latitudes  de  zéro  ir 
yo  degrés. 

Beaucoup  d'autres  systèmes  ae  prêtent  aussi  à  la  re- 
jiréïentation  complète  de  la  Terre  sur  une  seule  carie, 
ou    à   celle  d'une   portion  plus   graude   qu'un    liémi- 
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sphère,  mais  avec  <les  altéralioDs  d'auUnt  plus  fories 
.  que  celte  portion  est  plus  cousidérabte;  pour  cbacun 
d'eux  nous  avons  calculé  lea  ahérations  produites  dans 
la  représentation  d'un  hémisphère  seulement.  Lorsque 
cet  hémisphère  est  limité  par  un  méridien,  il  arrive 
presque  toujoorsquc  l'équateur  delà  carte  est  rectiligoe 
et  joue  le  rôle  d'axe  de  symétrie,  de  sorte  qu'il  suffit 
de  considérer  le  quart  de  la  carte,  et  de  faire  varier  les 
latitudes  aiusi  que  les  longitudes,  de  zéro  à  90  degrés. 

Dans  une  projection  centrale  eSectuée  sur  le  plan  de 
Féquattur  ou  sous  l'aspect  polaire,  les  parallèles  de  lit 
cartesont  des  circonférences  concentriques,  les  méridiens 
aODt  des  droites  partant  du  centre  et  faisant  entre  elles 
des  angles  égaux  à  ceux  des  méridiensdn  globe;  les  alté- 
rations ne  dépendent  que  de  la  latitude  ou  de  la  distance 
polaire  S  qui  en  est  le  complément.  Dans  la  projection 
centrale  de  même  nature  eûectuée  sur  l'horizon  d'un  lieu 
donné,  ce  sont  les  petits  cercles  perpendiculaires  à  la 
verticale  de  ce  lien  et  les  grands  cercles  contenant  celle 
verticale  qui  se  trouvent  représentés  par  des  cïrcouTé- 
rences  concentriques  et  des  droites  concourantes  ;  les  allé- 
rations  sont  les  mêmes  que  dans  la  projection  polaire  ou 
équaioriale,  seulement  elles  se  rapportent  à  des  points 
didérents;  elles  seront  fournies  par  les  raAmes Tables, 
pourvu  que  dans  celles-ci  on  regarde  S  comme  désignant 
toujours  la  distance  angulaire  d'un  lieu  quelconque  à 
celui  qui  correspond  au  centre  de  la  carie.  Néanmoins, 
aBu  d'avoir  des  termes  de  comparaison  entre  les  projec- 
tions centrales  elleciuéessnr  un  méridien  ei  les  autres 
projections  méridiennes,  nous  avons  déterminé,  pour 
quelques-unes  des  premières,  les  valeurs  des  éléments  a, 
b,  ...,  de  i3  en  i5  degrés  de  longitude  et  de  i5  en 
t5  degrés  de  latitude.  La  première  ligne  horizoniale  et 
la  première  colonne  verticale  des  Tables  qui  contiennent  - 
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ces  valeurs  rcproduiseiit  les  nombres  relatifs  à  la  pro- 
jection équaioriale.  Pour  quatre  des  projections  centrales 
polaires,  nous  avons  considéré  tous  les  points  dont  la 
colatitude  d  est  multiple  de  5  degrés. 

Dans  les  perspectives  que  nous  aurons  à  étudier,  le 
plau  du  Tableau  est  perpendiculaire  au  diamètre  mené 
par  le  point  de  vue;  ce  sont  donc  des  projections  cen- 
trales. Ce  plan  est  d'ailleurs  parallèle  à  celui  du  grand 
cercle  qui  limite  l'héoiisplière  n  représenter-,  nous  le 
supposerons  tangent  à  cet  hémisphère,  aUn  de  nous  con- 
former à  la  convention  qui  a  été  faite  sur  le  choix  de 
l'échelle. 

Pour  étudier  les  diverses  projections  au  point  de  vue 
de  la  déformation  qu'elles  produisent,  il  est  naturel  de 
les  diviser  en  trois  classes  comprenant  respectivement 
les  projections  autt^onales,  les  projections  authaliqnes, 
enfin  celles  qui  ne  conservent  ni  les  angles  ni  les  sur- 
faces, et  que  nous  appellerons  projections  apkylac- 
tiques. 

Projections  aulogonales  (w  =  o,  b  =  a). 
71 .  Projection  de  Mercator  ou  des  caries  matines 
.dites  cartes  réduites  [Tableau  !(*)]■  —  Les  méridiens  et 
les  parallèles  de  la  carte  sont  des  droites  formant  un 
canevas  rectangulaire.  L'équateur  estdéveloppé  eu  vraie 
grandeur.  La  condition  que  les  angles  soient  conservés 
détermine  la  distance  d'un  parallèle  de  la  carte  â  l'équa- 
teur en  fonction  de  la  colatitude  i;  quand  on  suppose 

(*)  Les  cent  qualre-Tingt-aeiie  Tableaux  nnmëriqaea  luiqueti  nooi 
reaierroui  tucccui rament  ont  été  reponës  à  la  un  du  Mémoire,  dont 
ils  occupent  les  loixsnle  derDiëre*  pageaj  ils  b«  Iroarent  répartis  en 
einquanle-deiiT  eroupes  désignés  par  des  aaméros  écrits  en  chiffres  ro- 
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la  i'erre  apb«n()ue,  cette  dis  lance  est  é%»\e  au  logariiLnii 
itépénen  de  lang-- 

72.  Projection  cylindrique  autogonale  ite  Lambert 
(Tableaux  II).  —  Les  coordonnées  reciangulaires  des 
divers  pointa  do  la  Carte  sont  données  par  les  formules 

tangj'  ^  tang/séc/n, 

les  logarithmes  étant  ceux  du  système  népérien.  Ou  peut 
déduire  cette  projection  de  celle  de  Mercator  en  attri- 
buant à  l'un  des  méridiens  le  rôle  que  joue  l'é<]uateur 
dans  cette  dernière. 

73.  Projection  siéréographitjue  éqitatoriale  (  Ta- 
bleau III].  —  C'est  la  perspective  de  l'un  des  deux  hé- 
nirsphères  limités  par  l'équaieur  sur  le  plan  tangent  en 
celui  des  deux  pôles  que  contient  cet  liémîspbire,  le 
point  de  vue  étant  placé  à  l'autre  pôle. 

74.  Projection  stéréograpkique  méridienne  (Ta- 
bleaux IV),  —  C'est  la  perspective  d'un  hémisplière  li- 
mité par  un  méridien,  le  plan  du  Tableun  étant  tangent 
il  cet  bémisplière  et  parallèle  à  ce  méridien,  et  le  point 
de  vue  étant  diamétralement  opposé  au  point  de  contact. 

75.  Projeclions  coniques  nulogonales  de  Lambert 
(Tableaux  V). —  I^es  parallèles  de  la  carte  sont  des  cir- 
conférences concentriques ,  les  méridiens  des  droites 
partant  du  centre  commun  et  faisant  entre  elles  des 
angles  proportionaels  à  ceux  des  méridiens  du  globe.  Le 
rapport  constant  des  premiers  angles  aux  autres,  que 
nous  appellerons  Yexposant  de  la  projection,  étant  dé- 
signé par  n,  et  It  étant  le  rayon  du  cercle  qni  corrcs- 


^laiiizodbvGoogle 


(  539  ) 
pond  à  récjuateui-,  le  rayon  r  de  celui  qui  correspond  au 
parallèle  de  colatîtude  S  est  donné  par  la  formule 

r=:Bftang-r- 

L'hémisphère  se  trouve  représenté  par  un  secteur 
dont  le  pèle  occupe  le  centre,  et  dont  l'angle  P,  exprimé 
en  degrés,  est  égal  à  36o  n.  Si  l'on  prenait  l'exposant 
plus  grand  que  l'anilé,  il  y  aurait  recouvrement.  Dans 
toutes  les  projections  où  il  est  au  contraire  plus  petit 
que  l'unité,  a  passe  par  un  minimum  lorsque  S  varie 
de  zéro  h  90  degrés^  ponrchacune  de  ces  projections, 
nous  avons  choisi  la  constante  arbitraire  R  de  manière 
que  ce  minimum  soit  égal  à  i;  la  latitude  correspon- 
dante a  été  désignée  par  /„  dans  le  premier  des  Ta- 
bleaux V.  Ces  Tableaux  se  rapportent  à  1 3  valeurs  de  n  ; 
la  première  valeur,  savoir  71  =  0,  donne,  avec  nR  =  i, 
la  projection  de  Hercaior;  la  dernière  valeur,  savoir 
ji  ^  I ,  donne  la  projection  stéréographique  équatoriale. 
Partout  dans  celle-ci  ,  et  partout  ailleurs  qu'au  p61e 
dans  les  autres,  les  angles  sont  conservés.  Pour  celle  dont 

l'exposant  est  -,  nous  avons  calculé  de  5  en  5  degrés  de 

latitude  les  valeurs  de  a  et  de  S. 

76.  Projections  autogonales  à  méridiens  circulaires,  le 
centre  de  la  carte  correspondant  à  un  point  de  V  èqiialeur 
(Tableaux  VI).  — Dans  un  canevas  orihogonal,  les  mé- 
ridiens ne  peuvent  être  circulaires  sans  que  les  parallèles 
le  soient  ;  car,  si  les  méridiens  de  la  carte  sont  des  cercles, 
la  droite  qui  passe  par  les  projections  des  p6les  servira 
d'axe  radical  à  deux  quelconques  d'entre  eux,  et  leurs 
trajectoires  orlhogonaJes  seront  des  cercles  ayant  leurs 
centres  sur  cette  droite.  Cela  ne  suffit  pas  pour  que  la 
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projection  soit  aatogoiiale  \  il  faut  de  plus  (jue  les  angles 
sous  lesquels  se  coupent  les  méridiens  de  la  carte  soient, 
avec  ceux  des  méridiens  correspondants  du  globe,  dans 
un  rapport  constant,  que  nous  appellerons  l'exposant  de 
la  projection.  Eniin,  n  étant  cet  exposant,  si  l'on  dé< 
signe  par  ^  l'angle  de  la  ligne  des  pôles  de  la  carte  avec 
le  rayon  do  l'un  des  points  où  la  circonférence  décrite 
surcetteligne  comtnediamètre  rencontre  la  projectiondu 
parallèle  de  colalitude  $,  on  devra  avoir 

i'      /         a\' 
tang-^l^iang-j. 

Pour  n  =  o,  on  retombe  sur  la  projection  de  Mercator, 
et,  pour  n  =  I ,  sur  la  projection  siéréographiqoe  mé- 
ridienne. Pour  »|>2,  il  y  aurait  recouvrement  dans  la 
représentation  d'un  hémisphère.  Aux  pôles,  par  excep 
tion,  les  angles  ne  sont  pas  conservés,  si  ce  n'est  dans  la 
projection  sléréographique.  Sur  un  même  parallèle,  a 
et  S  augmentent  avec  la  longitude.  Nous  donnons,  pour 
vingt  et  une  de  ces  projections,  l'angle  P  sous  lequel  se 
coupent  les  de  mi -méridien  s  exti-èmes,  ainsi  que  tes  va- 
leurs de  a  et  de  S  relatives  à  quatre  points  particuliers. 

77.  Projection  de  Lagrange  (Tableaux  VII).  —  La 
projection  orthoaiorphe  à  méridiens  circulaires  dans 
laquelle  aetS  varient  le  plus  lentement  possible,  sur  le 
parallèle  et  sur  le  méridien,  à  partir  du  point  central, 
esi  celle  qui  correspond  à  n  =  \fi.  L'angle  Fy  est  égal 
à  254"  33' 30". 

IS.ProjectionautogonaledeLittrowCTahleanxW.l)- 
—  Les  parallèles  et  les  méridiens  sont  représentés  res- 
pectivement par  des  ellipses  et  des  hyperboles  bomofo- 
cales.  Les  coordonnées  recUngulaires  d'an  point  quel- 
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conque  de  la  cane  sont 

j:=:lacg/cosm,    /  =  séc/  sinm. 

Sur  un  même  parallèle,  a  et  S  diminuent  à  mesure 
que  m  augmente  ;  sur  un  même  méridien,  ils  augmentent 
en  même  temps  que  /.  Noos  donnerons  seulement  les 
valeurs  qu'ils  prennent  sur  l'équateur,  sur  le  premier 
et  le  dernier  méridien. 


Projections  authalûjues  (p  =«,  S  =  i). 

79.  Développement  cylindtitjue  (Tableau  IX).  — 
Ondéveloppe  le  cylindre  circonscrit  le  longdel'équateur. 
Les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  carte  sont  les  trans- 
formées des  généra  trices  et  des  seclionsdroîtesque  tracent, 
sur  le  cylindre,  les  plans  des  méridiens  et  ceux  des  paral- 
lèles du  globe.  Le  canevas  est  donc  orthogonal  et  formé 
par  deux  systèmes  de  droites. 

80.  Développement  cyitndnifae  linnsferse.  —  On 
projette  orlbogonalemcnt  chaque  point  du  globe  sur  la 
surface  d'un  cylindre  qui  est  circonscrit  le  loug  d'un  mé- 
ridien, et  que  l'on  développe  ensuite, 

Nulles  sur  ce  méridien,  les  altérations  sont  les  mêmes 
en  tous  les  points  de  chacun  des  petits  cercles  qui  ont 
leurs  plans  parallèles  au  sien.  Elles  sont  fournies  par  le 
Tableau  relatif  au  développement  cylindrique  ordinaire, 
pourvu  que,  dans  ce  Tableau,  on  considère  l'argument  / 
comme  leprésentantla  distance  sphérique  du  petit  cercle 
au  méridien  de  conuci.  Le  même  Tableau  donne  les 
valeurs  des  éléments  au,  (i,£,  ...,  pour  les  divers  points 
de  l'équateur,  lorsqu'on  y  considère  /  comtne  représen- 
tant la  longitude.  Enlln,  si  l'on  y  remplace  /par 90°  —  /, 
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il  fera  coun&ttre  les  valeurs  des  éléments  pour  les  divers 
points  du  méridien  qui  est  perpendiculaire  aa  premier. 

81 .  Projections  cylindriques  aulhaliques.  —  Les  mé- 
ridiens sont  représentés  par  des  droites  parallèles  entre 
elles,  les  parallèles  par  d'autres  droites  perpendiculaires 
aux  premières.  La  distance  des  projections  de  deux  mé- 
ridiens est  dans  un  rapport  constant,  n,  avec  l'arc  d'é<]oa- 
teur  intercepte  parcesdeuic  méridiens;  la  distancedes  pro- 
jections de  deux  parallèles  est  dans  le  rapport  inverse,  -r 
avec  celle  des  plans  des  deux  parallèles. 

Pour  R  =  1,  on  retombe  sur  le  développement  cjrlin- 
drique.  Quel  que  soit  r,  on  a  aux  pAlcs  au  =  ii)o°, 
R  =  o3  ,  (  =  O.  Nous  reviendrons  sur  ces  projectionsdans 
le  Chapitre  IV. 

82.  Projection  centrale  aitthaliijuo  équaloriale  de 
Lambert,  à'iie  projection  de  Lorgna  (Tableau  X). — 
Les  méridiens  sont  représentés  par  des  droites  concou- 
rantes faisant  entre  elles  des  angles  égaux  aux  difTérencea 
de  longitudes,  les  parallèles  par  des  circonférences  con- 
centriques ayant  pour  rayons  tes  distances  reclilignes  du 
pAle  aux  parallèles  du  globe. 

83.  Projection  centraU  aiithalique  de  Lambert  (Ta- 
bleaux XI). —  Les  grands  cercles  qui contiennenlla  ver- 
ticale d'un  lieu  de  l'cquateur  et  les  petits  cercles  per- 
pendiculaires à  cette  ligne  remplacent  respectivement 
les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  projection  équalo- 
rialc.  Quant  aux  méridiens  et  aux  parallèles  de  la  nou- 
velle projection,  ce  sont  des  courbes  du  quatrième  degré. 

84.  Projections  coniques  authnliques  de  Lambert. 
—  Les  méridiens  de  la  carte  sont  des  droites  concon- 
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rames  faisant  enlrc  elles  des  aiigln  proportion  ne)  s  aux 
di£férences  tle  longitudes,  et  les  parallèles,  des  circon- 
rérences  ayant  toutes  pour  centre  le  point  de  concours 
des  méridiens.  Le  rapport  constant  de  l'angle  de  deux 
méridiens  delà  carie  à  celui  des  méridiens  correspondants 
du  globe  étant  désigné  par  n,  le  rayon  de  chaque  paral- 
lèle de  la  carte  est,  avec  la  corde  qui  va  du  p6le  au  paral- 
lèle correspondant  du  globe,  dans  le  rapport  de  i  à  tjn. 
En  faisant  n  =  i,  on  retrouve  ta  projection  du  n"  15  ^  en 

faisant  n  =  -p>onobtientcelledu  numéro  suivant.  C'est 

seulement  dans  le  Chapitre  IV  que  nous  aurons  à  con- 
sidérer d'autres  valeurs  de  n. 

85.  Projection  conique  authalique  périgonale  (Ta- 
bleau XII}. —  !Nous  avons  trouvé  que,  pour  rendre  aussi 
faible  que  possible  la  plus  grande  altération  d'angle,  et 
par  conséquent  aussi  1  a  plus  grande  altération  de  longueur, 
sur  la  carte  d'un  Lémisphère  dressée  d'après  le  système 
des  projections  coniques  authaliquci,  il  fallait  prendre  n 

égal  à -^- La  carte,  au  lieu  d'un  cercle  entier,    forme 

alors  un  secteur  de  ai)4''33'3o'*.  Les  altérations  sont  nulles 
le  long  du  parallèle  qui  a  pour  colaiilude  65°33'i  t". 

86.  Projections  tronconiqaes  authaliques  ou  projec- 
tions d'Albers.  —  Elles  ne  diffèrent  des  projections 
coniques  auttialiques  que  par  l'expression  du  rayon  du 
parallèle  de  la  carte  en  fonction  de  la  colatitude.  Celte 
expression  est  ici 


-^n 


/^jC-cosJ, 
C  désignant  un  nouveau  paramètre  arbitrai» 
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En  prenante^  i,  on  retrouve  les  projcciions  coniques. 
Pour  toaie  autre  valeur  de  C,  le  pôle  se  trouve  remplacé 
par  un  arc  de  cercle  de  grandeur  unie,  de  sorte  qu'il  n'y 
a  pas  lieu  de  faire  usage  de  ces  projections  dans  la  repré- 
sentation d'nD  hémisphère. 

87.  Projection  aulhaUque  de  Moliweide,  dite  pro- 
jection komalographique  de  Bahinet  (Tableaux  XIII). 
— Les  méridiens  de  la  carte  sont  des  ellipses  ayant  toutes 
pour  axe  la  droite  qoi  joint  les  deux  pôles;  les  autres  axes 
sont  proportionnels  aux  longitudes;  l'un  deux,  celui  de 
la  demi-ellipse  qui  correspond  àla  longitude  de 90  degrés, 
est  égal  au  premier  axe.  Les  parallèles  sont  représentés 
par  des  droites  perpendiculaires  a  celle  qui  joint  les  deux 
pôles  ;  l'équation 

3/'4-5iDa/'  =  trsin/ 

détermine  l'angle  au  centre^'  qui  correspond  à  l'arc  inter- 
cepté entre  la  projection  de  l'équateur  et  celle  du  paral- 
lèle de  latitude  /  sur  le  méridien  circulaire  de  la  carte. 

Outre  les  Tableaux  habituels,  nous  donnons  ici  celui 
des  rapports  de  longueurs  sur  les  parallèles,  ainsi  <[ne  de 
leurs  inverses,  lesquels  sont  indépendants  des  longitudes, 
rions  donnons  aussi  les  éléments  de  la  déformation  sur 
le  parallèle  de  89  degrés  de  latitude,  enfin  k-s  valeurs  de 
2  u  et  de  a,  de  to  degrés  en  10  degrés,  sur  le  méridien  qui 
limite  l'hémisphère. 

88.  Projection  sinusoïdale  de  Nicolas  Sanson,  diie 
projection  de  Flamstced  (Tableaux  XIV), — Le  premier 
méridien  est  développé  en  vraie  grandeur  suivant  une 
droite,  les  parallèles  suivant  d'autres  droites  perpeudî- 
culaircs  à  la  première,  et  sur  lesquelles  on  porte,  pour 
construire  par  points  les  projections  des  méridiens,  des 
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loDgueurs  égales  aux  arcs  de  parallèles;  cei  projections 
sont  des  sinusoïdes. 

Nous  rencontrons  ici  un  premier  exempledes  systèmes 
de  représentation  dans  lesquels  chacun  des  éléments  <■>, 
a,  b  prend,  au  pôle,  des  valeurs  diirérenles  suivant  que 
l'on  regarde  ce  point  comme  appartenant  à  un  méridien 
ou  à  un  antre.  La  condition  de  continuité,  que  suppose 
la  loi  de  déformation  établie  dans  le  premier  Chapitre, 
ne  se  trouve  pas  remplie  au  p6Iepar  la  projection  sinu' 
soïdale,  puisque  les  deux  moitiés  d'un  même  méridien 
n'y  ont  pas  la  même  tangente;  de  là  vient  que,  sur  les 
divers  méridiens,  a,  par  exemple,  ne  tend  pas  vers  la 
même  limite  quand  l  s'approcbe  indéfiniment  de  90°. 

89.  Projections  sinusoïdales  authaliques.  —  Le  méri- 
dien moyen  de  la  carte  est  une  droite,  les  parallèles 
d'autres  droites  perpendiculaires  A  lapremièreet  îuter* 
ceptant  sur  celle-ci  des  longueurs  proportionnelles  aux 
différences  de  latitudes.  Pour  tracer  les  méridiens  par 
points,  on  porte,  sur  les  parallèles  de  la  carte,,  des  lon- 
gueurs proportionnelles  aux  arcs  des  parallèles  du  globe. 
Le  rapport  constant  n  de  la  distance  de  deux  parallèles 
de  la  carte  à  la  dilTérence  de  leurs  latitudes,  et  celui  de 
la  longueur  d*une  portion  de  parallèle  de  la  carte  à  l'arc 
correspondant  du  globe,  sont  inverses  l'un  de  l'autre. 

La  projection  de  Sanson  correspond  à  n  =  i  ;  la  sui- 


-i/' 


00.  Projection  sinusoïdale  authatique  périgonale 
(Tableau  XV).  —  La  valeur  précédente  de  n  est  celle 
que  nous  avons  obtenae  en  cherchant  la  projection  sinu- 
soïdale aatbalique  qni  rem]  aussi  faible  que  possible   la 

Alt»,  é*  Matliimai..  i*  «#ric,  1.  XVIII.  (Déerrabra  iS;g.)  35 


^laiiizodbvGoogle 


(  546) 
plus  grande  valeur  de  cliafiue  altération  sur  une  carie 
de  la  moitié  du  globe  terrestre. 

Les  alléralions  sont  les  mèioes  tout  le  long  de  l'Equa- 
teur et  tout  le  long  du  méridien  moyen;  elles  corres- 
pondent par  conséquent  aux  nombres  de  la  première  ligne 
du  Tableau,  Ie<}uel  se  rapporte  au  méridien  extrême,  qui 
est  celui  sur  lequel  il  y  a  le  plus  de  déformation. 

91 .  Projeciioit  dile  de  Bonne  ou  du  Dépôt  de  la 
Guerre  ou  de  la  Carte  de  France  (Tableau  XVI).  —  Le 
premier  méridien,  ou  méridien  moyen,  est  développé  en 
vraie  grandeur  suivant  une  droite,  et  les  parallèles  sui- 
vant des  circonférences  ayant  leurs  centi^s  en  un  ot£me 
point  de  cette  droite;  pour  l'un  d'entre  eux,  dit^urW- 
lUe  mojren,  le  rayon  est  ^al  à  la  génératrice  du  c6ne 
circonscrit  an  globe  terrestre  le  long  de  ce  parallèle.  Sur 
les  parallèles  de  la  carie,  on  prend,  à  partir  du  méridien 
rectiligne,  des  arcs  égaux  k  ceux  des  parallèles  du  globe; 
les  extrémités  de  ces  arcs  déterminent  les  projections 
des  autres  méridiens. 

II  ne  se  produit  aucune  altération  sur  te  méridien 
moyen  ni  sur  le  parallèle  moyen.  Sur  les  antres  paral- 
lèles, tes  altérations  augmentent  avec  la  longitude;  aui 
pôles  elles  sont  indépendantes  du  choix  que  l'on  peut 
faire  dn  parallèle  moyen;  nous  donnons  les  valeurs  qui 
se  rapportent  a  ces  points,  sur  les  deux  méridiens 
extrêmes,  pour  la  carie  d'un  hémisphère  et  pour  celle 
du  globe  entier.  Ces  valeurs  correspondent  aux  plus 
grandes  altérations  lorsqu'on  prend  l'équateur  pour 
parallèle  moyen;  alors  on  retombe  sur  la  projection 
sinusoïdale  de  Nicolas  Sanson.  Avec  tout  autre  paral- 
lèle moyen,  on  aura  des  altérations  plus  fortes.  Par 
exemple,  avec  le  parallèle  moyen  de  4^  degrés  de  lati- 
tude  nord,    les'  maxima   ont  lieu  sur  le  parallèle   de 
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69"a5'io''dfilalilude  sud,  ei  Ton  a,  àrinterscciion  de  ce 
parallèle  avec  le  méridieD  de  90°  de  longitude, 

e=^58''5i',     iw^^  79° II', 

«;=3,I35,       i=rO,471|      aP=:4'S'3' 

Le  parallèle  moyeu  étant  encore  celui  de  4^  degrés, 
on  aurait,  sur  l'équateur  et  sur  les  méridiens  extrêmes, 
dans  la  représentation  de  l'un  des  deux  hémisphères 
limités  par  Téquatenr, 

fl  — 6o"-ï3',     :j«  =  82"4i', 
fl  =  2,ai2,     *  — 0,452,     op  — 4,892. 

92,  Projection  à  méridiens  et  parallèles  rectilignes 
lie  M.  ColUgnon  (TahleauxXVII),  — Les  coordonnées 
rectangulaires  de  la  projection  du  point  de  longitude  m 
et  de  colatitude  S  sont  données  par  les  formules 

x=;vï^i~V^sin-j,     j--:a^^msin-- 

Les  demi-méridiens  qui  limileiit  la  carte  d'un  hémi- 
sphère dessinent  un  carré,  dont  le  premier  méridieu  et 
Téquatenr  sont  les  diagonales.  C'est  à  ces  diverses  lignes 
que  se  rapportent  les  nombres  des  Tahleaux  XVIL 

93.  Projection  dite  stéréographique  éqiUi'alente  de. 
M.  lie  Prèpetit-Foucaut  (Tableaux  XVIU).  —La  pro- 
jection du  point  du  globe  doot  la  latitude  est  /  et  la  lon- 
gitude m  a  pour  coordonnées  recta ngut aires 

r        ^  ^  ,     J 

x~--.  v'irtang  -»      yzzz  —  mcoilcni'-- 

-  V*  ^ 

Les  parallèles  de  la  carl«  sont  rectilignes.  Les  altéra- 
tions sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  de  l'équateur, 
35. 
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94.  Projection  authali^ue Je  Tf 'berner  CVaiHetn  XJX). 
—  Les  parallèles  de  la  carie  sont  des  circonféreoces 
concentriqaes  ayant  pour  rayons  les  distances  spb^rïqnes 
de  l'un  des  pôles  aux  parallèles  du  globe.  Surcescircon- 
féreuces,  on  prend,  à  partir  du  premier  méridien,  qui 
eat  rectiligne,  des  arcs  éganx  à  ceux  des  parallèlea  ter- 
restres, ce  qui  détermine  les  autres  méridiens. 

Nulles  loul  le  long  du  méridien  moyen,  les  altérations 
croissent  avec  la  longitude.  Sur  chaque  méridien,  elles 
augmentent,  à  partir  du  pôle  dont  la  projection  sert 
de  centre  aux  projections  des  parallèles,  jusqu'au  point 
de  l'autre  hémisphère  qui  â  pour  latitude  6-fi:i.'i<f. 
Ainsi,  dans  la  carte  de  Tun  des  deux  hémisphères  limités 
parl'équateur,  elles  atteindraient  leurs  plus  grandes  va- 
leurs à  l 'intersection  de  celte  ligne  avec  le  méridien  de 
180  degrés  de  longitude.  On  a,  en  ce  point, 

3».  =  9o»,     o  =  a,4i4,    *==o,4i4,     <jp  =  5,8a8. 

Sur  la  carte  d'un  hémisphère  limité  par  un  méridien, 
la  projection  du  pôle  nord  servant  de  centre  aux  pro- 
jections des  parallèles,  les  maxima  ont  Heu  pour 
/  =  — 67'i2'io',    «  =  90». 

[ji  suifre.) 


REGHIRCniS  SUR  DEUX  MORES  BE  TRANSFORVUTION 
SES  PI6IIRES  SOLIBES; 

Ptn   M.    E.    AMIGL'ES. 

Proreiieur  do  H alhémi tiques  spécide*  au  lycée  it  ISttatt, 


t.  Désignons  par    -i    -»    -    les    coordonnées  d'un 
point  P  dans  un  certain  système  d'axes,  et  par  X,  Y, 
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Z,  T  dea  foaciions  linéaires  ei  bomc^èDes  de  x,  j,  z,  t. 

Désignons  de  même  par  y>  ^~'^   -7    les  coordonnées 

d'un  point  P'dans  un  aulre  système  d'axes,  et  par  X', 
Y',  Z',  "F  dea  fonctions  linéaires  et  bomogènes  de  x', 

y,  z',  t'. 

Les  relaiiona 

(i)  iXX'  =  fxTY'  =  »ZZ'  =  pTT', 

dans  lesquelles  X,  fx,  v,  p  ont  des  signes  quelconques,  dé- 
finissent un  mode  de  transformation  des  figures  ici,  qu'à 
chaque  point  P  de  la  première  figure  correspond  un 
point  F'  et  un  seul  dans  la  seconde,  et  réciproquement. 

Maïs  ces  relations  ne  donnent  pas  tous  les  modes  de 
transformation  où  tes  points  se  correspondent  un  k  un. 
En  effet,  elles  ne  contiennent  que  vingt -sept  constantes 
arbitraires.  Or  les  trois  relations  algébriques  les  plus 
générales,  qui  établissent  une  correspondance  de  point 
à  point,  contiennent  chacune  seize  termes.  On  peut,  il 
est  vrai,  les  réduire  &  quinze  termes,  en  les  rem[Jaçant 
par  trois  combinaisons  éliminatoires.  II  reste  doue  qua- 
lorze  arbitraires  dans  chaque  relation,  en  tout  quarante- 
deux  arbitraires. 

Ainsi,  quelque  générale  que  soit  la  transformation 
définie  par  les  relations  (1),  elle  est  bien  loin  de  repré- 
senter toutes  les  lois  qui  établissent  une  correspondance 
de  point  à  point. 

Il  n'en  est  pas  de  m£me  dans  la  Géométrie  plane,  où 
les  relations  analogues  à  la  relation  (ij  contiennent  qua- 
torze constantes  arbitraires,  tout  comme  les  deux  rela- 
tions algébriques  les  plus  générales  qui  établissent  une 
correspondance  de  point  à  point.  Là  les  relations 

XXX'  =  f»YY'=ïZZ' 
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reprisse ntunt  bien  touies  les  lois  de  correspondaace  de 
point  à  point.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  démontrer 
par  des  considérations  géométriques  {*). 

La  classification  complète  des  modes  de  transforma- 
tion  qui,  dans  l'espace,  établissent  une  correspondance 
de  point  à  point,  paraît  difficile  à  faire.  Mais,  à  défaut 
de  cette  classification,  il  peut  y  avoir  intérêt  à  étudier 
les  transformations  définies  par  les  relations  (i);  car 
l'un  des  principaux  objets  de  la  Géométrie  contempo- 
raine doit  être  l'étude  des  surfaces  de  degré  supérieur 
au  second,  et  rien  ne  doit  être  négligé  de  ce  qui  peut 
aplanir  les  difficultés  de  celte  étude. 

â.  Les  équations  X  =  o,  Y=o,  Z  =  o,  T^o  repré- 
sentent quatre  plans.  On  a  donc  un  tétraèdre  ABCD, 
que  l'on  peut  prendre,  au  besoin,  pour  tétraèdre  de  ré- 
férence, en  supposant  les  paramètres  de  référence  égaux 
à  l'unité,  pour  faciliter  les  interprétations  géométriques. 

On  a  dans  l'autre  figure  un  autre  tétraèdre  A'B'C'D', 
donnant  lieu  aux  mêmes  observations.  Le  sommet  A  est 
opposé  à  la  face  BCD.  Nous  dirons  par  convention  que 
le  sommet  A  est  aussi  opposé  à  la  face  B'C'D'.  De  même, 
nous  dirons  que  les  arêtes  AB  etCIV  sont  opposées. 

A  tout  point  d'une  arètc  correspond  toute  l'arèle  op- 
posée de  l'autre  tétraèdre.  A  tout  sommet  d'un  tétraèdre 
correspond  toute  la  face  opposée  de  l'autre  tétraèdre. 
A  tout  plan  passant  par  une  arèie  correspond  un  plan 
passant  par  l'arèle  de  même  nom;  et,  par  suite,  à  tonte 
droite  passant  par  un  sommet  correspond  une  droite  pas- 
sant par  le  sommet  de  même  nom .  A  tout  cône  d'ordre  m 
ayant  son  sommet  en  A  correspond  un  cène  d'ordre  am 

(  *  )  f'oir  oom  truTail  aur  le*  Transjormationi  du  laeoaJ  orjrt  dam 
leifigurei  planei  {Xounellti  Aanalei  dt  Methimaliquti,  1877). 
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ayant  son  sommet  en  A';  et  les  bases  de  ces  cônes,  dans 
les  plans  BCD,  KCIV,  se  correspondent  suivant  les  lois 
de  la  Géométrie  plane  :  en  particulier,  à  un  plan  mené 
par  A  correspond  un  c6ne  du  second  ordre,  contenant 
les  arêtes  du  tétraèdre  qni  forment  le  sommet  A'. 

•i.  TrëoremeI. — A  une  surface  quelconque  d^  ordre  m 
prise  dans  l'une  des  figures  ABCD  correspond,  dans 
Vautre  figure,  une  surface  d'ordre  Zmajatit  les  quatre 
sommets  du  tétraèdre  A' WCïy  pourpoints  d'ordre  3171. 

En  effet,  on  a  une  équation  homogène  d'ordre  m 
entre  X,  Y,  Z,  T.  En  y  remplaçant  ces  quantités  par  les 
quantités  proportionnelles  des  relations  (i),  on  a  une 
équation  homogène  de  degré  —  m  entre  X',  ¥',  2,',  T^ 
et,  en  multipliant  par  (X',  Y'.  Z',  T')",  cette  dernière 
équation  devient  de  degré  3m. 

Si  l'on  appelle  a,  ^,  y,  d  les  exposants  de  X',  Y',  Z',  f 
dans  celte  dernière  équation,  on  a 

.+  fl  +  ,  +  J  =  3», 

et  l'on  a  aussi  évidemment 

»<m. 
On  conclut  de  là 


ce  qui  prouve  que  le  sommet  D  est  un  point  d'ordre  am. 

Remarque.  —  Toute  surface  d'ordre  3m  ayant  quatre 
poinu  d'ordre  a  m  admet  les  droites  qui  les  joignent 
comme  lignes  d'ordre  m. 

On  a,  en  effet. 


-p+7> 
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On  conclut  de  là  l'inégalité 


et  de  même  les  inégalités  analogues.  Mais  alors,  puisque 
l'on  a  en  même  temps 

et 

on  doit  conclare  que 

on,  en  d'autres  termes,  que  la  ligne  CD  fait  partie  m  fois 
de  la  surface. 

THÉoiti»B  II.  —  Réciproquement,  à  toute  surface 
d'ordre  3m  ayant  les  sommets  du  tétraèdre  A'B'CD' 
pour  points  multiples  d'ordre  awi,  correspond  une  sui^ 
face  d'ordre  m. 

En  eOet,  si  dans  l'équation  de  la  surface  d'ordre  3ni 
on  représente  les  exposants  de  X',  Y',  Z',  T  par  a,  p, 
y^  d,  on  a 

et  l'on  a  égalcmeut 

on  conclut  de  là  l'inégalité 

et  les  analogues. 

Ainsi  l'équation  de  la  surface  donnée  est  homc^ne  et 
de  d^ré  3m  en  X',  Y',  Z',  T,  et  elle  contient  chaque  ts- 
riable  au  plu»  au  degré  m.  Divisant  par  (X',  Y',  Z',  T)". 
on  a  une  équation  homogène  de  degré  —  m  ne  conte- 
nant les  variables  qu'en  dénominateur.  Remplaçant  ç-,i 
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y-,y  y7>  =7  par  les  valeurs  proportionnelles  XX,  (xY, 

vZ,  pT,  on  obtient  une  équation  homogène  et  de  de- 
gré m  en  X,  Y,  Z,  T,  (juï  représente  la  surface  trans- 
formée. 

Remarque.  ■ —  Cette  réciproque  est  très-importante. 
Elle  montre  que  toute  surface  d'ordre  3  m  ayant  quatre 
points  d'ordre  am  est  la  transformée  d'une  surface 
d'ordre  m,  ce  qui  permet  de  déduire  les  propriétés  de  la 
première  surface  de  celles  de  la  seconde. 

4.  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  se  peuvent  éu- 
blir  par  de  pures  considérations  géométriques. 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  I.  —  One  arête 
A6  coupe  la  surface  d'ordre  m  en  m  points,  à  chacun 
desquels  correspond  l'arête  C'C.  Ainsi  chaque  arête  du 
tétraèdre  A'B'C'iyest  une  ligne  d'ordre  m  de  la  surface 
transformée.  Soit  maintenant  une  droite  PQ  rencontrant 
ABet  CD.  La  transformée  de  cette  droite  est  évidemment 
une  droite  V(jf  qui  rencontre  A'B'  et  CD*.  La  droite 
PQ  coupe  la  surface  d'ordre  m  en  m  points,  auxquels 
correspondent  m  autres  points  surPQ".  La  droite  PQ' 
contient  donc  ces  m  poinU  qui  appartiennent  à  la  sur- 
face transformée,  plus  m  points  de  cette  surface  au  point 
d'intersection  de  P'Q'  et  de  A'B*  et  m  autres  points  de 
cette  même  surface  aux  points  d'intersection  de  P'Q* 
et  de  CD*.  La  surface  transformée  est  donc  bien  d'ordre 
3m. 

D'autre  part,  à  toute  droite  passant  par  A  correspond 
unedroite  passant  par  A'.  La  première  droite  coupe  la 
surface  d'ordre  m  en  m  points  quelconques.  La  seconde 
coupe  la  surface  d'ordre  3  m  aux  m  poims  correspon- 
dants. Donc  le  point  A' est  multiple  d'ordre  am. 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  II.  —  Le  théo- 
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rime  II  esl  un  cas  particulier  d'un  autre  ihéorime  que 
nous  allons  déduire  de  quelques  remarques  simples 

Si  la  surface  d'ordre  m  passe  a  fois  par  le  point  A,  le 
plan  B'C'D'  fait  a  fois  partie  de  la  transformée  :  l'ordre 
de  celle-ci  s'abaisse  donc  de  x  unités,  en  même  temps 
que  l'ordre  de  multiplicité  des  points  B',C,iy.  On  voit, 
d'autre  part,  que  l'ordre  de  multiplicité  du  point  A'  n'est 
point  altéré  par  cette  circonstance.  En  eflet,  à  une  droite 
A P  correspond  une  droite  A'!!".  Le  nombre  des  points 
autres  que  A  où  la  droite  AP  coupe  la  surface  d'ordre  m 
est  diminué  de  m  unités.  Il  en  est  donc  de  même  du 
nombre  des  points  autres  que  A'  où  la  droite  A'P'  coupe 
la  transformée.  Mais,  comme  l'ordre  de  cette  transformée 
diminue  aussi  de  a  uniiés,  l'ordre  de  multiplicité  du 
point  A'  demeure  invariable.  Remarquons  enfin,  comme 
dernière  conséquence  de  la  circonstance  signalée,  que 
l'ordre  de  multiplicité  des  lignes  droites  B'C,  Ciy,  B'D' 
diminue  de  a  unités. 

ExaminoDS  une  autre  circonsUuce,  et  supposons  que 
la  surface  d'ordre  m  passe  par  l'arête  AB  un  nombre  de 
fois  marqué  parle  symbole  (a|3).  On  voit  facilement  que, 
dans  ce  cas,  la  surface  transformée  contient  l'arête  Ciy 
(a^)  fois  de  plus  que  si  cette  circonstance  ne  se  présen- 
uit  pas. 

De  l'examen  des  deux  circonstances  qui  précèdent  il 
résulte  que  : 

Si  une  surface  iVordre  m  passe  par  les  sommets 
A,  B.  C,  D,  a,  p,  y,  S  fois  et  par  les  arêtes  AB,. . ., 
(«(3),  . . .  fois,  la  transformée  est  d'ordre 

3m— a,—  p  —  y  —  3, 

les  sommets   A',  B',  C,  U   sont  points  multiples  de 
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tordre 

P'  =  3™-.-,->, 

,'=»m_a-p-J, 
f  =  2m-.-p--,, 

at  Us  arêtes  du  tétraèdre  AHÏ  CTV  sont  des  lignes  de 
l'ordre 

(«'?')  =  '«-?-^+ (pi). 


Le  ttiéorèmc  II  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui 
rjui  précède.  En  effet,  on  sait  que,  si  une  surface  d'ordre 
3m  possède  quatre  points  d'ordre  2f7i,  les  droites  qui 
joignent  ces  points  sont  sur  cette  surface  des  lignes 
d'ordre  m. 

On  a  donc  à  transformer  une  surface  d'ordre  3  m  ayant 
les  sommets  d'un  tétraèdre  pour  points  d'ordre  a  m  et 
les  arêtes  de  ce  tétraèdre  pour  lignes  d'ordre  m.  La 
transformée  est  d'ordre 

Les  sommets  de  l'autre  tétraèdre  sont  sur  celte  trans- 
formée des  points  d'ordre 

a(3m)  —  2w  — 2HI  —  3m  =  o; 

enfin  les  arêtes  de  ce  même  tétraèdre  sont  des  lignes  de 
l'ordre 

3ni  — am  —  3m-t-M=  o. 

5.  Examinons  quelques  surfaces  particulières. 

A  un  plan  quelconque  correspond  une  surface  du 
troisième  ordre  ayant  les  sommets  du  tétraèdre  pour 
points  doubles  et  les  arêtes  de  ce  tétraèdre  pour  lignes 
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simplet.  Si  le  plan  passe  par  un  sommet,  la  transformée 
est  un  cftne  du  second  ordre  ayant  pour  centre  le  sommet 
de  même  nom.  Si  le  plan  passe  par  une  arête,  la  trans- 
formée est  un  plan  passant  par  l'arête  de  même  nom. 

A  une  quadrique  quelconque  correspond  une  surface 
du  sixième  ordre  ayant  les  quatre  sommets  du  térraèdre 
pour  pointsqnadrupleseLles  arêtes  pour  lignes  doubles. 
A  une  quadriqae  passant  par  trois  sommets  correspond 
une  surface  du  troisième  ordre.  A  une  quadrique  circon- 
scrite à  l'an  des.  tétraèdres  correspond  une  quadrique 
circonscrite  k  l'autre. 

6.  Daiu  te  cas  oii  les  tétraèdres  sont  semblables  et  où 
l'on  prend  en  outre 

les  formules  de  transformation  s'écrivent 

XX' =  YT' =  ZZ' =  TT , 
et,  comme  les  paramètres  de  rëfërence  sont  égaux  à  l'n- 
nité,  on  voit  que  les  plans  correspondants  menés  par 
deux  arêtes  de  même  nom  sont  également  inclinés  sur 
les  plans  bissecteurs  des  dièdres  correspondants,  mais 
placés  de  côtés  dttTérents.  Il  résulte  de  U  que  les  dièdres 
ayant  pour  arêtes  les  arêtes  du  tétraèdre  se  cooserrent 
d'une  6gure  è  l'autre. 

7.  Dans  les  figures  solides,  comme  dans  les  figures 
planes,  les  transformations  corrélatives  des  précédentes 
donnent  des  résultats  plus  intéressants. 

Prenons  un  tétraèdrede  référence,  avec  des  paramètres 
de  référence  égaux  a  l'unité.  L'équation 

[a)  PX  +  QY-»-RZ+ST  =  o 

représente  un  plan  en  coordonnées  tétraédriques. 
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Si  les  coefScients  P,Q,R,S  sont  variables  et  lies  par 
l'Ajuation  homogène 

(3)  /(P,(3,R,S)  =  o. 

Le  plan  (a) enveloppe  une  surface  V  et  chacun  de  ces 
plans  (a)  touche  letle  surface  en  un  point.  L'équation 
(3)  suffit  évidemment  à  définir  celle  surface,  et  s'appelle 
«on  équation  tangentielle. 

Mais  l'équation  (  3 }  peut  être  înterpréiée  d'une  autre 
manière.  On  y  peut  regarder  P,  Q,R,S  comme  les  coor- 
données tétraédriques  d'un  point,  et  alors  celte  équation 
(3)  représente  une  surface  différente  Vf. 

Les  deux  surfaces  V  et  V,  sont  évidemment  telles,  que 
l'une  d'elles  ne  peut  être  connue  sans  que  l'aulre  le  soii , 
et  l'on  peut  voir  sans  peine  que  cette  dépendaoce  mu- 
tuelle consiste  en  ceci  qu'elles  se  transforment  l'une  dans 
l'autre  par  ^lolaires  réciproques,  quand  on  prend  pour 
directrice  une  quadrique  conjuguée  par  rapport  an  té- 
traèdre de  référence  et  ayant  pour  équation 

X'  -1-  y  -1-  2'  4-  T'  =  o. 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  P,Q,R,S  de  la 
surface  V,  par  rapport  à  celle  quadrique  a  pour  équation 
l'équation  (a),  et  les  coordonnées  P,Q,R,S  du  point 
considéré  sont  liées  par  l'équation  (3). 

L'enveloppe  de  ce  plan  polaire  est  donc  la  surface  V. 

Il  résulte  de  cette  remarque  qu'il  y  a  toujours  deux 
moyens  de  trouver  l'équation  cartésienne  d'une  surface 
quand  on  a  son  équation  tangentielle,  et  deux  moyens 
aussi  pour  résoudre  le  problème  inverse. 

8.  La  remarque  qui  précède  donne  aussi  une  solution 
simple  de  la  plupart  des  problèmes  que  l'on  peut  se  poser 
sur  les  coordonnées  Ungentielles. 
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IVous  choisirons  comme  exemple  le  problème  saïvani, 
dont  la  solution  nous  sera  utile  plus  loin. 

On  donne  les  équations  tangentielles  de  deux  sur- 
faces 

(4}  /(P,Q,R,S)  =  o, 

(5)  ,(P,Q,R,S)=o. 

On  demande  la  condition  pour  que  ces  surfaces  soient 
tangentes  en  un  point. 

II  faut  et  il  suffit  que  les  surfaces  polaires  réciproques 
soient  tangentes  en  un  point.  Il  s'agit  donc  d'exprimer 
que  les  surfaces  représentées  par  les  équations  (4)  et  (5) 
sont  tangentes,  tout  comme  si  les  équations  (4)  et  (5) 
étaient  des  équations  cartésiennes.  Pour  cela,  on  doit 
joindre  aux  équations  (4)  et  (5)  les  équations  sui- 
vantes : 

,6)  ^=^=-5=-^. 

•tp         ?1I         fn         t& 

Ces  cinq  équaUons  n'en  valent  d'ailleurs  que  quatre, 
à  cause  des  propriétés  des  fonctions  homogènes.  Elimi- 
nant P,  Q,  R,  S  entre  quatre  de  ces  équations  homt^ènes, 
on  aura  la  condition  cherchée. 

On  peut  donner  du  problème  actuel  une  solution 
presque  aussi  simple  que  la  précédente.  Toute  solution 
commune  aux  équations  tangentielles  (4)  et  (5)  donne 
un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces.  Pour  l'une 
d'elles,  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  fournies 
par  les  équations 

X    _  ï,  _   Z   _  T 
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Pour  l'aulre  point  de  contact,  on  a  les  équations 


Il  faut  ei  il  suffit  que  ces  tieux  points  de  contact  coïn- 
cident, ce  qui  donne  bien  les  équations  (6)  à  joindre  aux 
équations  (4)  et  (5). 

0.  Si  les  paramètres  do  plan  variable 

[•})  PX  +  QY  +  RZ  +  ST  r.;  o 

sont  liés  par  deux  équations  homogènes 

(8)  /(P,  Q,  R.  S)  =  o, 

(9)  F(P,  Q.  R,S)  =  o, 

le  plan  (7)  enveloppe  une  surface  développable.  Cette 
développable  est  d'ailleurs  circonscrite  aux  surfaces  re- 
présentées rfispeclivement  par  les  équations  (8)  et  (g). 
La  figure  polaire  réciproque  de  cette  surface  dévelop- 
pable, en  prenant  pour  directrice  la  quartique  signalée 
plus  haut,  n'est  autre  chose  que  la  ligne  d'intersection 
des  surfaces  dont  les  équations  cartésiennes  sont  (8) 
"{9)- 

10.  Imaginons  maintenant  un  nouveau  système  d'axes 
et  dans  ce  système  d'axes  un  nouveau  tétraèdre  de  léfé- 
rence  A'B'C'D';  puis  faisons  correspondre  un  plan  de  la 
première  figure 

(10)  PX-î-QY  -f-RZ4-.ST  =  o 
k  un  plan  de  la  seconde 

[il)  P'X'-i-Q'Y'-i-R'Z'  +S'T'"o, 

par  les  relations 

(12)  iPP'  =  pQQ'=:i.RR'=[>SS', 
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dans  lesquelles  X,  (*.,  v,  p  oni  des  signes  qaelconijuea. 

II  est  visible  qu'à  un  plaa  de  chaque  figure  corres- 
pond dans  l'autre  figure  un  plan  et  un  seul.  Mais  les 
relalious  (la)  ne  donnent  pas  toutes  les  lois  qui  établis- 
sent une  correspondance  de  plan  à  plan;  car  ces  rela- 
tions (la)  ne  contiennent,  explicitement  ou  implicite- 
ment, que  vingt-sept  constantes  arbitraires  au  lieu  de 
quarante -deux  qu'il  en  faudrait  pour  les  relations  algé- 
briques les  plus  générales  établissant  une  correspon- 
dance de  plan  à  plan.  On  ne  s'occupera  ici  que  des  trans- 
formations définies  par  les  relations  (12). 

Toute  équation  bomogène 

(i3)  /(P,  Q.  R.  S)  =  o 

a  pour  conséquence  une  autre  équation 

de  sorte  que,  à  toute  surface  enveloppe  du  plan  (10) 
ayant  pour  équation  tangentielle  l'équation  (i3),  cor- 
respond une  surface  enveloppe  du  plan  (11)  ayant  pour 
équation  tangentielle  l'ëquation  (i4)* 

Les  classes  des  surfaces  représentées  par  les  équations 
tangentielles  (i3)  et  (i4)  sont  égales  aux  degrés  de  ces 
équations,  puisque  ces  mêmes  équations  représentent  e& 
coordonnées  létraédriques  les  surfaces  polaires  réci- 
proques. 

Deux  équations  homogènes  simultanées, 

,5,  j/(P.  Q,  B,  S)-o. 

I  F(P,  Q.  R,  S)  =0, 

ont  pour  conséquence  deux  équations  homogènes  simul- 
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c'est-à-dire  que,  k  la  développable  circonscrileaux  sur- 
faces dont  les  ëqualîons  (  i5)  sont  les  équations  tangen- 
tïelles,  correspond  la  développable  circonscrite  aux  deux 
surfaces  correspondaotes. 

A  tout  plan  mené  par  A  correspond  le  plan  B'C'[y; 
à  tout  plan  mené  par  AB,  un  plan  mené  par  CIV.  Lors- 
qu'un plan  tourne  autour  de  AB,  le  plan  correspondant 
tourne  autour  de  Gjy.  Mais,  eu  généra),  lorsqu'un  plan 
tourne  antoar  d'une  droite,  le  plan  correspondant  enve* 
loppe  une  développable  de  troisième  classe  ;  car  au  plan 

PX  -t-  QY  M-  HZ  4-  ST  =  o 

correspond  le  plan 

X'      r      r_     r__ 

Or  l'hypothèse  est  que  P,  Q,  R,  S  sont  des  fonctions 
linéaires  données  d'un  paramètre  variable  K.  Il  en 
résulte  que  l'équation  du  plan  correspondant  contient 
ce  même  paramètre  au  troisième  d«^é. 

11.  THÉonÊUB  III.  —  Une  swface  quelconque  de 
classe  m  se  transforme,  en  général,  en  une  surface 
de  classe  3  m  ayant  les  quatre  faces  du  tétraèdre  pour 
plans  tangents  d ordre  a  m. 

La  surface  V,  qui  a  pour  équation 

/(P,  Q,  R,  S)  =  o, 

Aa.dt    Uaiftfiaal.,  i*  ïirle,  t.  XVtlt.  (Décembre  1879.)        36 
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se  Iransfonne  en  la  surface  V  dont  l'équation  «st 


/ 


^iP''f.Q''»ft''pS'7      ** 


Ces  équations,  considérées  comme  des  équations  carté- 
siennes, représentent  aussi  respectivement  les  surfaces 
réciproques  V^  et  V',.  Or,  la  loi  de  correspondance  de 
ces  surfaces  Vi  et  V,  a  été  étudiée.  On  «  vn  que,  la  sur- 
face V,  éunt  quelconque  el  d'ordre  m,  la  suHace  V,  est 
d'ordre  3  m.  D'où  l'on  doit  conclure  que,  si  la  sarface  V 
est  de  classe  m,  la  surface  V  est  de  classe  3m. 

Remarquons  en  outre  que  le  plan  polaire  de  A'  par 
rapport  à  la  quadrique  directrice 

X"-t-X"  +  Z"  +  T''  — o 
n'est  antre  que  B'C'D'et  alors,  le  point  A'  étant,  comme 
on  sait,  un  point  d'ordre  amsnr  la  surface  V,,  on  doit 
admettre  que  le  plan  B'C'D' est  a  m  fois  tangent  a  la 
surface  V. 

TnÊonkHE  IV.  —  Réciproquement  toute  surface  de 
classe  3m  ayant  les  quatre  Jaces  de  l'un  des  tétraèdres 
pour  plans  tangents  d'ordre  im  se  transforme  en  une 
surface  de  classe  m. 

On  fait  la  démonstration  comme  ci-dessns,  en  consi- 
dérant les  figures  réciproqnes. 

Remarque.  —  Ce  derniei*  théorème  permet  de  déduire 
les  propriétés  des  surfaces  de  classe  3  m  ayant  quatre 
plans  tangents  d'oidre  2  m  de  celles  des  surfaces  de 
classe  m. 

12.  On  peut  donner  des  deux  théorèiyes  qui  précMntt 
des  démonstrations  indépendantes  de  la  théorie  des  po- 
laires réciproques. 

Nouvelle  démonstration  du  ihéorème  III.  —  La  sur- 


^laiiizodbvGoogle 


(  563  ) 
fac£  donnée  a  pour  équation  tangentielle 
(i,)  /■lP,Q,R,S)  =  o. 

La  surface  Iransformée  a  pour  équation  tangentielle 


/ 


Uf>q'    ,R'    pS-J 


si  la  première  équation  est  de  d^ré  m,  la  seconde  est  de 
degré  3/n.  Or  les  degrés  des  équations  marquent  préci- 
sément les  classes  des  surfaces. 

La  surface  tranaforméeétant  de  classe  3  m,  cherclions 
combien  on  peut  lui  mener  de  plans  tangents  parallèles 
au  plan  B'C'D'.  Si  l'on  peut  en  mener  h  distincts  de 
B'C'D',  le  plan  B'C'D'  sera  un  plan  tangent  d'ordre 
3m— A. 

A  un  plan  langent  de  la  surface  (17)  ayant  pour  équa- 
tion 

PX  4-  QT  +  HZ  4-  ST  =  o 

correspond  un  plan  tangent  de  la  surface  transformée 
ayant  pour  équation 

^      T.      Il      T.^ 
IP"*"  f*Q  """vR  '^ pS  ""■ 

Exprimons  que  ce  dernier  plan  est  parallèle  au  plan 

r  =  0, 

c'est-à-dire  identifions  son  équation  avec  l'équation 

A'X'  -f-  B'Y'-4-C'Z'  +  D"r+  Kr  =0. 

A',  B',  C,  D'  étant  les    aires  des  faces  du  tétraèdre 

A'B'C'D'. 

Nous  aurons  ainsi 

iPA'=:f.QB'  =  «RC'  =  pS(D'-HK) 
on  bien 

P  Q  R    _  S 

I     ~^     I      ~     I  I 

iX'        (Tr         «c         p[D'4-K) 
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Remplaçant  dans  l'^quâiion  homogène  (17)  les  quaii- 
titës|P,  Q,  R,  S  "par  les  quantités  proportionnelles,  on 
obtient 


)- 


■^  \\A'    ftB'    ïC     pii> -hK) 

ce  qui  donne,  pour  K,  m  valeurs.  On  peut  donc  mener  à 
la  surface  transformée  m  plans  tangents  parallèles  à 
chacunedes  faces  du  tétraèdre  A'B'C  D',  ce  qui  prouve 
que  chacune  de  ces  faces  tient  lieu  de  a  m  plans  tangents. 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  If^.  —  Le  théo- 
rème IV  peut  être  regardé  comme  un  cas  particulier  d'un 
autre  théorème  que  nous  allons  déduire  de  quelques  re- 
marques simples. 

Si  une  surface  de  classe  m  est  tangente  k  la  face  BCD, 
tous  les  plans  menés  par  A  sont  tangents  à  l'antre  sur- 
face. Donc  le  point  A'  fait  partie  delà  surface  transformée 
et  la  classe  de  cette  dernière  s'abaisse  d'une  unité,  ainsi 
que  l'ordre  de  contact  des  trois  faces  qui  se  coupent  en  A'. 

Il  résulte  de  In  que,  si  une  surface  de  classe  m  touche 
les  faces  du  tétraèdre  ABCD,  a,  ^,  y,  S  fois,  la  surface 
transformée  a  pour  classe  te  nombre 

et  touche  les  faces  du  tétraèdre  A'B'C'D',  af,  fi',  ■/,  S  ' 
fois,  les  nombres  a',  JÏ,  /,  3*  étant  définis  par  les  éga- 
lités suivantes  : 


Le  théorème  IV  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui 
qui  précède.  Il  n'y  a  qu'à  remplacer,  dans  le  cas  général, 
m  par  3m  et  or,  p,  y,  d  par  am.  {j4  suivre.) 
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